Lycée St Joseph Lundi 12 octobre 2020
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (BECEAS 2020)
1) a) i) Nous avons, au voisinage de t = 0, g(t) ~ ; =1, donc
limg(#) =1

Donc

La fonction g est prolongeable par continuité en 0, par g(0) = 1. ‘

ii) Appliquons le théoréme du prolongement ¢t
1
e La fonction g est €' sur R* comme produit de sin et ¢ — n qui le sont. Et

sint — tcost
VEER", ¢(t) = ——F—
e Par construction, en i), g est continue en 0.
e Etudions la limite de ¢ en t = 0 :
t+o(t?) —t(1 —o(t))
t2

g’(t) il y a des sommes, donc forcément des o a cette étape
o(t?)
+2
=o(1)

Donc lim ¢/(¢) existe — et vaut 0.
t—0

Par conséquent, d’aprés le théoréme du prolongement €,

La fonction g est de classe €' sur R, et ¢'(0) =0

b) i) Question de cours.

T gint
/ — dt converge
0

ii) Effectuons un changement de variable : Posons u = ¢(t) = kt.
La fonction ¢ :]0,400[—]0, +oc[ est €1, strictement croissante (¢'(t) = k > 0) et donc

bijective.
=u/k sit=0, alors u =0
dt = du/k sit — 400, alors u — +00

D’apres le théoreme de changement de variable, les intégrales

/+°° sin(kt) gt ot /+°° sin(u) du
0 13 0 u/k k

+°0 sin(u
sont de méme nature. Or la seconde est / ﬁ

du, qui converge d’apres i) :
0 U
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o0 gin(kt
/ smi ) dt converge
0

De plus, d’apres le théoreme, nous avons égalité :

/*OO sin(kt) df — /*00 sin(u) du —
0 0

T
t U 2

c) Pour tout ¢t # 0,

mwunzm(ﬁf)

+ & +o(t%)
=In ( 3' 5' ) (développement limité de sin au voisinage de 0)
t2 5 u? 2
=In|1- §+ +ot orln(1+u):u—?—|—0(u)
2 ¢ 2 ¢ ?
= ( 37 + — = + 0(t5)> -5 ( 30 + = = + o(t5)> +o((t%)?) car ici u ~ t*

2
2 tt 1 4
:_3!+5!_2<_3!> +olt’)

t2+( : : )t4+(t4)
= —= — 0
3! 2x3x4x5 23x32

o 1 1 . 3-5 1 B 1 1
r(2><3><4><5_23><32>_23><32><5__22><32><5__2><9><10__180
Conclusion :
In(g(t)) = & — L4 ot
6 180

N

u

d) La fonction f:u+ e 2 est continue donc continue par morceaux sur [0, +oc[. De plus, f >0
Etude en 400 : Par croissance comparée,

Donc u2f( ) =o(1),

1 too ]

D’ou f(u o(—) / — du converge (Riemann, a = 2 > 1). Donc, par théoreme de
u? u

comparaison,

+00 w2
/ e~ 2 du converge
0

400 >
e) Limite : Lors de la question 1)d), nous avons admis que / e 2 du= ,/g. Par définition de
0

cette intégrale,

Equivalent :
Vous avez du n dans la fonction intégrée et dans les bornes : vous ne pouvez rien faire en l’état.

la question e) est la derniére question de la question 1, et, juste avant, on étudiait l'intégrale de e~ =
2

2
u® nt* 5 n
essayons de nous y ramener. Evidemment, vous cherchez au brouillon : 5 =5 doncu” = < 31‘) .
5 :
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Effectuons le changement de variable u = \/Zt (n>0).

U = Et sit=0, alors u =0

3 Inn Inn

du_\/>dt Slt:%, alorsu:%

Donc (c’est un changement de variable sur un segment, il n’y a pas de question de convergence a traiter

Inn Inn
Vn  _nt? Vs _u2 |3
/ e 6 dt:/ e 74/ —du
0 0 n
Inn

Or, d’apres d), lim /7 du—\/7#0 donc

au préalable)

n—-+4o0o

Conclusion :

/ﬁ "t2d 3ji
0 2 /n

2) Soitn e N, n > 2
sin™ ¢

a) La fonction f: ¢ — est continue donc continue par morceaux sur |0, +0oo.

Etude en 0 : Comme sint ~ ¢,
fli)~ =1
Donc }/in% f(t) =1 : la fonction f est prolongeable par continuité en 0 (par f(0) = 1.
—

1
Ainsi, / f(t) dt est faussement généralisée en 0, donc convergente.
0

Etude en +oo :
1

vie (Lol If()] < o

+00 1
Or / I dt est convergente (Riemann, a =n > 2> 1).
1

+oo
Donc, par théoreme de majoration, / f(t) dt converge absolument donc converge.
1

Conclusion :

T gin"™ ¢
dt converge
0 "

b) ‘Vt €R, sin2t= 2sintcost‘

c) Il y a 2 outils : intégration par parties et changement de variable. L’énoncé nous donne la valeur de

T gin
/ T : tentons donc une intégration par parties!
0 ‘

1
Posons u : t — —— et v : t — sin?t. Ce sont deux fonctions € sur |0, +-00[ et telles que le produit

uv admette des limites finies (nulles) aux bornes de U'intervalle :
2

t .
. Ent—O.u(t)v(t)w?—tdonc%%u() v(t) =
1
e Au voisinage de 400 : V&t > 0, u(t)v(t)| < = —— 0
t t—4+oco

Done, par majoration, tlg? u(t)v(t) = 0.
oo
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3)

a)

De plus,

u
Vt €]0, +o0], t
v(t) =sin’t  /(t) = 2costsint

+oo +o0
D’apres le théoréeme d’intégration par parties, les intégrales / u(t)v'(t) dt et / o (t)u(t) dt
0 0
sont de méme nature.

+o0
Or / o' (t)v(t) dt converge d’apres a) (avec n = 2).
0

+00
Donc le théoréme d’intégration par parties nous donne que 'intégrale / u(t)v'(t) dt converge

0
et

+o0 gin2 ¢ +o0  2costsint
P T e A

0 gin (2t
= / % dt D’apres b)
0

D’apres 1)b)ii), avec k = 2

bo| 3

Conclusion :

+00 gin2 ¢
[
0 t

Nous pouvons montrer que la dérivée k-ieme de h,, est une combinaison linéaire de sin’ t cos’ t avec i+j = n.

[NCRIE

Et en conclure que hf est bornée. Cf. ci-dessous. Mais nous pouvons aussi utiliser une propriété plus
abstraite : h, est périodique, donc peut étre vue comme une fonction continue sur un segment. Ce qui
permet de conclure en 2 lignes et sans calculs.

Soit n € Net T > 0. Soit f: R — R T-périodique. Si f est de classe €", alors, en dérivant

Vo € R, flx+T) = f(x)

toutes les dérivées f*) pour k € [1,n] sont T-périodiques.
De plus, supposons f continue sur R : f est alors continue sur [0,7] et donc bornée et atteint
ses bornes sur [0, 7] : sup |f]| existe et est fini. Or f est T-périodique, donc sup |f|= sup lf|.
x€[0,7) z€[0,T]
Ainsi f est bornée sur R.
, hyn, est 2m-périodique et €°°, donc, pour tout k € [0,n — 1], h,(f) est 2m-périodique, donc
bornée sur R :

IK >0, VteR, |MP@)|<K

Montrons par récurrence que la propriété :

oo 3@, aP) e R v e R, hP (1) =3 M sind (1) cos" I (1)

§j=0

est vraie pour tout k > 0.

o Hy est vraie : ((lf)m, o ,Elm) (0,...,0,1), et hy(t) =sin"(t) pour tout t € R.
o Hi = Hi41 : Supposons Hy, vraie : il existe (af)m, o .ag")) e R™ ! tels que

vieR, AP ()= Z (,15“ sin? (t) cos™ 7 (t)

Jj=0
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Soit de tels ( /(k), Co (15,“) € R™1. Dérivons la combinaison linéaire de produits :

/

vteR, AT Za( )[sm t) cos™™ ’(1‘)]
= Za o [J sin? =1 (t) cos™ j“(t) —(n—1j) sin/ (1) cos”_j_l(t)}
- Zaﬁ-“j sind ! (1) cos™ 71 (¢ Za< ) = j)sind 1 (t) cos" 1 (1)

= Zay& (5 + 1) sin’ (¢) cos™ I ( Za (n — j + 1) sin? () cos™ ’(1‘)]

o+1 k k
En posant (L5 ) = 5_31( +1)+ al®

g—1
[0,n]), nous obtenona

(n—j+1) pour j € [0,n] (en posant (ngk) =0 si j hors de

n

weR, hFHD() =Y ol sind (t) cos" I (1)

Jj=0
Donc Hy1 est vraie.
e Conclusion :
Vk >0 H(H,ék), ayeR™ vie R, RF (1) = a,;}”) sin’ () cos" 77 (t)
7=0
Soit k € [0,n — 1] fizé. Soit (a (k) L at®) e R trouwés ci-dessus. Alors

vteR, |hF(t) Za sin () cos™ 7 ()

< Z ‘agvk) sin? (t) cos™ 7 (t)
Jj=0

N
NE
S

J=0

~| (k
En posant K = g ’a5 >‘, nous venons de montrer
=0

JK >0, VteR, [pP@)|<K

b) i) Comme sint ~ ¢,

T (£) ~g £

Ce qui s’écrit aussi

ha(t) = t" + o(t™)

ii) Comme h,, est de classe €, hg") aussi, et elle posséde donc un développement limité en
t =0 a tout ordre, en particulier a l'ordre n — k : il existe P,_j € R,_[X] tel que

B (#) = Py_i(t) + o(t™ %)

En intégrant le développement limité de hgk), on montre que P, est la dérivée k-iéme du
développement limité de h,, a 'ordre n :

Pn—k = (tn)(k) =
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Attention! On ne dérive jamais un DL si la fonction n’est pas de classe €" avec n assez grand. Cf.
223 sin(1/2%) = o(2?), exercice sur les fonctions d’une variable réelle.

La, encore une fois, il s’agit d’un théoréme d’intégration maquillé.

Nous verrons plus tard dans l’année la théorie des séries entiéres, qui permettrait ici de s affranchir des
développements limités : h,, sera développable en série entiére comme produit de fonction développables
en série entiere, et un développement en série enticre se dérive terme a terme a l’intérieur de son

domaine de convergence.

!
Nous avons donc obtenu I'équivalent A (t) ~ ﬁt”_k. D’ou la limite :
n—k)!
hE) (1) n!

im =

t—0 tn—k (n—k)!

\ it (1)
c) Procédons comme a la question 2)a) : La fonction f : t — - est continue donc continue par

d)

Convergence : Procédons comme a la question 1)b)i) : La fonction f : ¢t — ———=

morceaux sur |0, +o0].
- ! !
Etude en 0 : D’apres b), %E}% 1f(t)] = |(n ﬁ k)'| = n ﬁ Bl : la fonction |f| est prolongeable par

n!

continuité en 0 (par |f(0)| = ORI

1
Ainsi, / |f(t)] dt est faussement généralisée en 0, donc convergente.
0

Etude en +00 :
1

tn—k

Vte[l,+oof,  |f(t)] <

+oo 1
Or / pry dt est convergente (Riemann, a =n—k>2>1:k € [0,n—2]).
1

+o0
Donc, par théoreme de majoration, / f(t) dt converge absolument.
1

Conclusion :

+oo hg)
/ —— dt converge absolument
0 n—k

V(e

est continue
donc continue par morceaux sur |0, +o00].
n! n!
= = n! : la fonction f est
(n—k)! (n—(n—-1))! /
prolongeable par continuité en 0 (par f(0) = n!).

e Etude en 0 : D’aprés b), 7yrr(lJ ft) =
—

1
Ainsi, / f(t) dt est faussement généralisée en 0, donc convergente.
0

e Etude en 400 :
1
Posons u : ¢t — n et v = h{"2. Ce sont deux fonctions €' sur [1,+o0| et de plus
-2
ol _x

Vel fuu)] = e <

donc, par majoration, le produit uv admet une limite finie (nulle) en +oo.

1 , _ 7l
Vit € [1, +o0], ult) =5 w(t) =3
v(t) =K@ () = hD()
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+o0o +o0
D’apres le théoreme d’intégration par parties, les intégrales / u(t)v'(t)dt et / o (t)v(t)dt
1 1

sont de méme nature.

@y K e dt
Or, d’aprés 3)a), |u'(t)v(t)| = ntQ() < ) et / -3 converge (Riemann av =2 > 1).
1
Donc, par théoreme de majoration,
oo b (¢t
/ hn” ) 4y
1 t2

est absolument convergente donc convergente.
“+oo

Donc le théoréme d’intégration par parties nous donne la convergence de f(t)dt
1

e Conclusion :

r V(1)

+o0o N
L’intégrale / — dt est convergente.
0

Egalité : Comme pour toute récurrence, on commence au brouillon. On regarde les premiéres intégration
par parties, ce qui permet d’identifier correction Hp, et de montrer Hy, Ho. On vérifie a cette occasion
qu’il s’agit bien d’une récurrence.

+oo i n +o0

sint hy, (t L, .

Notons I = / <t> dt = / ﬂ(L ) dt. Cette intégrale est convergente d’apres 2)a).
0 0
Montrons par récurrence que la propriété :

_ (n—1—k)!/+ooh£{“>(t)
Ms 1= [ e

est vraie pour tout k € [0,n — 1].
e Hy est vraie par hypothese : hﬁf’) = hy.
e H; = Hj.1 : Supposons Hy vraie, pour k < n — 1.

— 1 — | +oo (k)
I (n—1 k)/ hy /' (t) gt
0

(n—1)! tn—k
Appliquons le théoréme d’intégration par parties. D’apres 3)c) ou 3)d), les intégrales convergent.
t—(n—k)+1

Posons, u = h™ et v : t — — . Ce sont deux fonctions €1 sur )0, +oo[ et de plus

n—(k+1)
le produit uv admet une limite finie (nulle) en +o0co par majoration. En ¢ = 0, d’apres 3)b),

(k) (k) al
() = g =~

donc lim u(t)v(t) = 0.

t—0
u(t) = hiP (1) u'(t) = A1)
Vt € [1, +o0], t—(n—(k+1)) ,
= — ¢~ (n=k)
v(t) Ty v'(t) =t

D’apres le théoreme d’intégration par parties,

— 1 —F) ptoo
I = (nlk)/ B(k) (t)t_(n_k) dt
0

(n—1)! "
n—1-— ! %) —(n—(k+1))
- (nil)]!{;)' W*/; hg‘kﬂ)(”i—(kﬂ) dt
=0

dt

_(n—1—(k+1))! /+°o h 0 (@)
B (n—1)! o tn—(R+D)

Donc Hj41 est vraie.
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e Conclusion :

oo 1 (k)
Yk € [0,n — 1] [:(n_l_k)/+ han ()dt
0

En particulier pour £k =n — 1, il vient :

400 3 n +oo p,(n=1)
/ (smt) g — 1 / hy 7 (t) gt
0 t (n — 1)! 0 t

ezt _ e—zt
24

b) Par conséquent, pour tout ¢t € R,

4) a) |sint =

hon(t) = sin®" t

2n
1 o\ /. 2n—k N
= @iy Z < I > (e”’) ( - e_Zt) Formule du binéme
1
1 2 (2n (2n—k)t k_—ikt
= Z eten (=1)%e" On simplifie, sans sauter d’étape, sereinement
) i(2n—k—k)t

4n Z n+k< ) i(2n—2k)t Car (_1)2n -1

Conclusion :

\v/t c R, h2n 4n Z n+k< > ’i(2n—2k)t

c) Si f(t) = e, fR(t) = aFe avec t € R et a € C. Par linéarité de la dérivation,

1 & .
Vt € R, h(2n 1)( ) 4n Z(_l)n—i—k (i’f) (Z(?n . 2k))2n—1ez(2n—2k)t
k=0

d) Si on écrit nos exponentielles « avec des pointillés », on remarque que la somme s’écrit :

2int 2i(n—1)t —2i(n—1)t —2int
/\l)(' in +/\1(1 1(n ) ++/\2” 1€ 1(n ) +)\2”({ in

211 —27 .
Donc on peut regrouper e*“' avec et Faisons le proprement.
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Soit t € R. D’apres ci-dessus,

2n
2n—1 1 n 2n n—1_i(2n—
B V() = 4 > (=) +k<k>< (2 — 2k))P" " 2R
k=0
j2n—192n-1 2n

_ o Z(_l)n-i-k <2:> (n _ k)2n—1ei(2n—2k)t
k=0

_ (_1)71 < n 2n n—1 _i(2n—2k)t
= (Z(_l) +k<k>(n_k)2 16(2 2k)

2n
+ Z (_l)n-‘rk (2]:;L> (n _ k)Qn—lei(Qn—Qk)t>

)20 ( 2n >j2n—1€2ijt Avec k=n—j
n
N Z (n i J) (_j)Qn—le—Zijt> Avec k =n+j

" 2n L 2n
on—1 2t j 2n—1_—2ijt
LT T e =) (1) ( .>J e
Jz:; —(n— J)) ; n+j
. zn: e 2iit _ o—2ijt
n+j 21

Ainsi, en remarquant que sin(0) = 0,

2n 1> Z n+y< n,>j2”_lsin(2jt)

J=1 ntJ

e) D’apres 3)d),

[ e g [0
0 t (271—1)! 0 t

2n \ o .
sin(24t
n+j>] (24)

D’apres ci-dessus,
n
Vvt € R* pi2n=h 1)n+i
€ + 2n Z
J=1

D’apres 1)b)ii) Ne pas casser la somme par linéarité avant d’avoir vérifié que les intégrales convergent !

oo gin(2it
Vj € N*, / Sm(tj) dt converge et = g
0

Donc, par linéarité de 'intégrale,

/+<>o (sint>2” IV /+°° = (—1)+ 2n j2n71sin(2jt) Y
0 t (2n—1)Jo 4 n+j t

j=1
— 1 " (_1)n+] 2n j2n—1 /+OO Sln(2]t) dt
(2n—1)!j:1 n+j 0 t
" 2
T+ Z 1yt o) on—1
2 (2n—1)! = n+j
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Finalement,

n

+oo (Sint>2n T 1
/ ST =T L
0 t 2 (2n—1)! 4

J

2
(_1)n+] n . j2n—1
1 n+J
sint

+oo n
5) a) Soit n > 2. Montrons que \/ﬁ/ (t) dt = o(1).
2
oo /gint\ "
L’intégrale / <> dt est absolument convergente, donc

™
2

+o00 int\" +00 int\"
vn / (S’l:;l) dt| < /n / ’(T) dt Inégalité de la moyenne
3 3
+oo 1
<vn t—ndt |sin| <1 et n>1
3
oo 1 s S RS NS B YD N
or i [ Lai- _ 2y L2
I'\/ﬁ g tn \/ﬁ —n+1 . n-l(ﬂ') ﬁ(ﬂ')

]

2
Comme 7 < 3, — € [0,1] et
T

+oo 1
2

n—-+00

+00 i n
im 7 / (Sltnt) dt = 0
2

n—-+00o

/g () - o( =)

int
b) i) Soit f(t) = % pour tout ¢ € }0, g}

D’ou, par majoration,

Conclusion :

La fonction f est €' comme produit de fonctions €' sur R*, et

s tcost —sint t
veelo g F) == gt(2)
Avec g(t) = tcost —sint du signe de f/(t). cf le cours de début d’année : on nomme, on dérive.
Comme ¢'(t) = cost — tsint — cost = —tsint < 0 sur }O, g}, le tableau de variations est :
i
t 0 5
g | o -
0
g \
g(t) | 0 -
1
f \
0

sint T
La fonction t — — est décroissante sur U'intervalle |0, 5]

10
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ii) Ayons confiance en 'énoncé, et faisons comme d’habitude : montrer que \/n x / - =o(1).

Inn
Posons €, = — > 0. Par croissance comparée, lim ¢, = 0.
\/ﬁ n—+o0

Soit ng tel que Vn = ng, e, < g Soit n = ng : [en, g} C }0, g]

.. L. sint T
D’apres ci-dessus, par décroissance de t — 4 sur }0, } ,

2

Vi |:En7 7[':| 7 0< (sint)" < (sin5n>”
2 t En

Et, par croissance de l'intégrale,

Vi e [gn,”}, 0<

Donc

»

us int n s . n . n
0< /2 (sm > a g/ (sm5n> df — <7r _€n> <Sln€n>
en t En En 2 En

. n . n
Montrons que v/n (7r — 5n> <Sm 6”) ~ z\/ﬁ (sm 5") est de limite nulle.

Le passage a [’exponentiel doit étre pavlovien, ici.

Effectuons un développement limité : d’apres la question comme lim ¢, =0,
n—+o0o
2
In <Sl]§:n> = —Z—’!‘ + 0(g2). Ainsi,
v <smsn> _ /A exp <nln <smz~:n>)
n En
& 2
=vnexp|n|l — g—i—o(sn)
1 In%n In%n
= exp (f In n) exp (—3! + o(In? n)) &=
1 In?
= exp (2 Inn— % + o(In? n))
1 2
Or Inn = o(In?n), donc lim ( Inn——" + o(In? n)) = —o0. Par conséquent, en pas-
n—+oo \ 2 3!

sant a 'exponentielle,

im /7 (Smgn> —0

n—-+4oo En

jus t'n,
lim \/5/2 (SI?> dt =0
En

n——+o00

Puis, par majoration,

Ce qui s’écrit aussi

2 [sint\" 1
/f () at=o(%)

c) i) Posons, pour tout u € Ry, f(u) =2u—1+¢e .
La fonction f est €2 sur R, et

Vu e Ry, flu)y=2—e" et f(u)=e*>0

Donc

11
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U 0 “+00
f/ /
1
f'(u) +
f /
0
fw) | 0 +

De plus, sur R, e < 1. Conclusion :

VueRy, 0<1—-e"<2u

ii) D’apres

In(g(t) = —& — L1 ort)
n =————+o0
g 6 180
t 12
e Montrons que —t> < In <SI?> 5 Pour t # 0,
L () + 2 ) = - 4oty — 0
3\ 6] 180 "o

Ecrivons la définition de la limite avec ¢ = 1 : il existe by > 0 tel que, pour tout ¢ €10, b1],

2
3 <ln(g(t)) + 6> <1
N . 1 t2
c’est-a-dire, 1< 5 | In(g(®) + - | <1
3 6
Puis i 9
< (smt) "
6

int\ ¢
e Montrons que In (Sl?) + 5 < 0 : Pour t # 0,

L)+ 2) = -1 o) — 2
i\ Y 6] 180 "%V S0 180
Ecrivons la définition de la limite avec ¢ = 130 : il existe by > 0 tel que, pour tout
t E]O, bg],
1 t2 1 1
Iz <n(9( )+ 6) T 180 S 180
D’ou )
sint t
In{— — <0
n( . > + 6
Ainsi, avec b = min(by, by),
int\ ¢
>0, vt elo,b], —t3<In (SI?>+6<0

12
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iii) Soit t €]0,b]. D’apres la question précédente,

sin ¢ t2
—B3<In(—)+—=<0
n( p )+6

int 12
:>_nt3<nln<sm >+n6 <0

— e ™ K e () + 26 <ed=1

= ¢t < (51?75)"67%2 <1

— e 1< <Sl?t)ne"é2 ~1<0

= (e_m 1) 6_7%2 < <81tnt>" — €_m2 <0 Car 6_716%2 >0

2
Oro0< e~ 6 <let (e_”ts — 1) < 0, donc en multipliant, il vient

2
et 1 < (e_"t3 — 1)6_”%

Finalement,

t

2 i n nt2
vt €]0,b), e —1< (e‘”t3 - 1)(”@ < <Smt> —e <0

1 1
iv) Comme ngrfoo % = 0, pour n assez grand ]0, %

précédente. Soit n assez grand.
Inn
Vno (sint\"
L’intégrale /f (t) dt converge d’apres 2)a).
0

En intégrant I'inégalité précédente (croissance de 'intégrale), il vient

] C|0,b] avec le b trouvé a la question

Inn

Inn Inn
Vn Vn [sint\" Vn _nt?
/f(e—"t3—1)dt</” (Sm) dt—/fe—%dtgo
0 0 t 0

N 3
D’otl, comme e """ < 1,

Inn

g/%(l—e’”t?’)dt
0

Inn

Inn
v i t n Tn n 2
/f (“n ) dt — /f e dt
0 t 0

De plus, d’apres i), pour tout u € Ry, 0 < 1 — e “ < 2u. Donc pour tout ¢ € Ry,

0< (1—e ™)< 2nt

Ainsi, d’apres iii),

13



DST 3

d) Le résultat de la question c¢)iv) peut s’écrire

Inn . n Inn 5 4
/ﬁ (Smt> dt:/ﬁ e dt+ 0 (m n)
0 t 0 n

2
Or, d’apres 1)e), /0 e~ 6 dt ~ > ﬁ C

/+<>o (sint)” dt:/“‘l} <sin )n ws 7 (sint)" dt+/+oo (sint)" "
0 ' 0 t t z t

lnTZ
:o(in) car b)ii) :0(%) car a)
3 1

Conclusion :

Exercice 2 (E3A MP 2017)
1) a) La fonction f : ¢ +— !

f=o.
Etude en 400 : Comme o > 0,

———— est continue donc continue par morceaux sur |0, +ool. De plus
AT p [0, +oof plus,

f(t)NtTa

+oo 1
Or / o du converge (Riemann, na > n > 1). Donc, par théoréeme de comparaison,
1

+o0 1
/0 m dt converge

Q=

u
b) Appliquons le théoréeme de changement de variable : La fonction ¢ : u () est €1, stricte-
n

ment croissante (1/a > 0) et bijective de ]0, 400 dans lui-méme.
D’apres le théoreme de changement de variable, les intégrales

+o00 1 ,
I, et /0 W@ (u) du

sont de méme nature. Or I,, converge d’apres a), donc la seconde aussi.

1
1uat
De plus, comme, pour tout u > 0, ¢'(u) = -u —,
neo
I = /+o° AN
"l (4 p(w))n
1 +oo  ga-l

Ici les bornes ne changent pas. Mais il faut vérifier plutot 2 fois qu’une !

En conclusion,

14
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ua—l 1 too  gal
L’application f,, : u —> ————— est intégrable sur |0, 0| et I, = —/ ————du

- . 7 . E [1 " 1 ’ . . [y . oy . .
¢) On peut aussi étudier g(u) = <l + 7> —1—wu, en dérivant jusqu’a disparition du —(1 4 u), et on trouve
n

le résultat.
Le (a+b)™ peut faire penser au binéme de Newton, et c’est ce que nous allons utiliser ici. Soient n € N*

et u > 0. D’apres la formule du bindéme,

(o8 =56 G

k=0
u n n u k
=1+n— 1"k (=
+nn+z<k> (n>
k=2
>0
>1+u

Conclusion :

u

n
Vn € N*, Vu > 0, (1+) >1+4u
n

n
1
d) Soient n € N* et uw > 0. Comme (1 + u> > 1+ u > 0, par décroissance de x — — sur ]0, 00|
n x

(non, la fonction inverse n’est pas « décroissante » tout court, cf le graphe de y = — sur R*)
T

1 < 1
o SThu

1
Or ua"t > 0, donc

1
ua !

1+u

Vn e N, Vu >0, fulu)<

2) Question de cours.

n—-+00

3) a) Soit u €]0, 400 fixé.

u n U«
D’apres la question 2), lim (1 + ) =e* dott lim fo(u) = T
n—+00 n n—+o0 eu
Conclusion :
10,400[ = R
(fn) converge simplement vers f : L,
urua e

b) Appliquons le théoréme de convergence dominée.

Posons

Vu € R-H QO(U)

Montrons que ¢ est intégrable sur Ry (donc sur R ) : elle est positive et continue par morceaux
sur [0, 4o00[, et en 400

1 1
Or0<l<a,donc0<—<1letdonc2——>2—-1=1.
@ o)

+o0 1
Ainsi, / —T du est convergente (Riemann, 2 — — > 1), et par théoréme de comparaison,
1 u< «
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+o0
/ ¢(u) du converge.
0

e Pour tout n € N*, f,, et f sont continues donc continues par morceaux sur R .
e D’apres a), (f,) converge simplement vers f sur R .

e Hypothese de domination : ¢ : Ry — R est intégrable d’apres ci-dessus et, de plus, d’apres
1)d),

1

U«
VneN Vu>0, 0< <
n € N*, Vu fn(u) T

Donc, d’apres le théoréme de convergence dominée, pour tout n f et f,, sont intégrables sur R
et

+oo +oo
lim fn(u) du = /0 lim f,(u) du

n——+o0 Jo n—-+o0o

lim vn:/0+oof(u) du:F<1>

n—-+oo o

En remplagant, il vient

1 +oo 1
c) D’apres 1)b), I, = — / fn(u)du = —v,. Or I'(1/ar) # 0, donc v, ~ I'(1/cx). Conclusion :
0

ana« ano

1 1
()
an« «

FIN DE L’EPREUVE




