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Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (E3A PC, B 2010)

1) a) Pour tout z € R, la formule de Moivre s’écrit

cos(3z) + isin(3z) = (cos(z) +isin(z))® = cos®(x) + 3isin(x) cos? () — 3sin?(z) cos(x) — i sin3(z)

Donc I’égalité des parties imaginaire s’écrit

b) i) Au voisinage de 0, sin(x)

sin(3z) = 3sin(z)(1 — sin®(z)) — sin®(z) = —4sin®(z) + 3sin(z)

3

x
=z — ~— 4 o(®) donc pour tout z € R*,

6

Donc lign f=0, ‘la fonction f est prolongeable par continuité en 0‘

ii) La fonction ¢ est de classe C* sur R* car composée de fonction de classe C.

En z =0, lim
1b.

x—0 rz—0

De plus, pour tout z € R*,

et

2) a) La fonction z —

oe) = ol0) _ | (@)

1
= —— d’apres le développement limité effectué au
z—0 X

_wcos(z) — 2sin(z) + &z —a%/2 -2z +2%/3 4+ 2 + o(a?) 1

/
T) = = =——=4o(1
e = = 5 +oll)
p est de classe C' sur R (on peut aussi appliquer le théoréme de prolongation € : f et f' ont
une limite en 0)
03
sin’(x .
(z) est continue sur |0, +o00].
72
. sin3(x) . o o
e Au voisinage de 0, 5— ~ x, la fonction est prolongeable par continuité donc intégrable.
x
sin®(z)

e Au voisinage de oo,

X

intégrable.

Conclusion :
b) Soit a € R}

i) e Les deux fonctions sont continues sur [a, +o00[ et [3a, +00].

sin(3x)

1
< —5 qui est intégrable (Riemann), donc la fonction est
x

sin(x)

Au voisinage de +oo,

2

5| sont majorée par —, qui est intégrable. Donc
x

xT

‘ces deux intégrales converges ‘

e Le changement de variable v = 3z dans la premiere intégrale nous donne
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/+°° sin(3z) do — /+0° sin(u) du 3/+°° sin(z) da
a 3 3

x? o u2/9 3 a x?

ii) L’intégrale I(a) converge (voir 2)a)). D’aprés la, sin(3z) = —4sin®(z) + 3sin(z) pour tout
x € R. Donc, d’apres ci-dessus,

+o0 3 & +00 o} +00 o 3a 1
41(a) = 3sin(z) i sin(3z) de = 3 wcm_g wdx =3 o(x)+—dzx
a x a T 3a x a €

3a g
Or / 7:6 = In(3) donc

31n(3)
4

I(a) = i/jacp(x) dz +

iii) Notons ® une primitive de ¢ sur R. Puisque ¢ est continue sur R, ® est définie et continue
enz = 0.

. (3 31n(3)\  3In(3)
I = lim I(a) = lim (4(@(3@ ~®(a) + ) -

Exercice 2 (PT 2016)

1) Pour tout réel z,
m2+2)\x+u:x2+2)\x+)\2—)\2+,u=(x+)\)2—/\2+u

1
Posons a =y — A2 > 0 et f = ———. Alors
= A2

P2+ pu=a (Olé(x—l—)\)2+1> :04(1+52(37+)\>2)

En conclusion, | = g — A2 et § = vérifient 22 + 2 \x + pu = a(l + % (x + )\)2>

1
Vi — A2

1
(22 + 2z + p)n
Comme le discriminant A = 4\? — 4y < 0 par hypothese, 22 + 2 \z + 1 ne s’annule jamais et la fonction
f est continue sur R.

2) Soit f:x—

1
~
pr2n+2
1
22n+2
+o00
Donc, par équivalence, (z) dx converge absolument donc converge.

1
1

~

22n+2

Etude en +o00 : f(x)
+o0o

Or n > 0, donc / dz converge comme intégrale de Riemann (« =2n+2 > 2 > 1).
1

Etude en —oo : De méme, f(z)

-1 1 +o00 1
Orn > 0, donc / NP dx = /1 a2 dz converge comme intégrale de Riemann (o = 2n+2 >
2>1).

-1
Donc, par équivalence, / f(x) dx converge absolument donc converge.
—0o0

En conclusion, | I,, converge

1 1 1 1

Calcul de Ij : 5 = — 5 d’apres 1), avec a = —5- Donc
— 42 r+pu al—i—(,@(x—i—)\)) I5;
+o0 dx +o0 dz +00
= [ e = = [t (st e )] = e
—00 1% -0 ] 4 (6(.%, + )\)) —00

Conclusion :
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1
3) a) Soit n € N*. Posons u =z et v = CEn0 Comme uv ~oo —— avec 2n — 1 > 0, il vient
x x
lim ww =0 et lim wv=0
T—r—+00 T——00

D’ou l'intégration par partie suivante :

7 +o0 dz T +oo oo _9pg? d +oo x2 d
1= = — " _dx=2 -
et /_oo (22 4+ 1) [(w2+1)"]_w /_oo (@2 + 1)ntt °F ”/oo @2+ 1)+

2 2
T z¢+1-1 1 1
Or Vr e R = = - d
rve ek, @21 (@)l @) (224 ) one
too ] 1
In—1=2n [m @2+ 1) — CES dx = 2nl,—1 — 2nl,
2n — 1) I, _
Par conséquent, | I,, = (712)711
n

b) Cherchez au brouillon pour les premiers termes, comme d’habitude. Une fois que vous avez une formule
bien propre, comme vous l’avez obtenu avec des « ... », il faut faire une récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

| (2n)!
Hn : In = WT(
est vraie pour tout n > 0.
Hy : dapres 2), Io = fr, et ici § = 1. Ainsi 2! I
. : d’apres = fBm, etici 8 =1. Ainsi ~———=7 =7 = I.
e M, = Hyu41 : Supposons H,, vraie. D’apres a),
2n —1 2n(2n — 1) (2n)! (2(n+1))!
Iny1= Iy = 2,2 2 2™ = 521 2
2n 22n 221 (nl) 220+ ((n + 1))
Donc Hy,4+1 est vraie.
2n)!
e Conclusion : |Vn >0 I, = QQ(H(ZL)!)ZW

Pour compléter un peu les résultats de l’exercice, et confirmer votre impression de « déja vu », on peut effectuer
le changement de variable x = tant dans I,,.

dt et (14 2*)" ™ = (14 tan? )" = (1/cos® )", on trouve

Comme dz = 5
cos“t

I I
2 2

_— 1 .
I, = / cos?"t? ¢ o dt =2 / cos®™ t dt = 2Ws,
J— 0

cos? t
Wallis!

Exercice 3 (D’apres E3A MP 2014)
1) a) Soit n € N*. La fonction f,, est dérivable et pour tout = € [0, 1],

po o na" i1+ z)+2"(-1/2)  (n+a(n—1/2))z" !
o) = VIt )P T iver 70

Les tableaux de variations sont, pour n > 2 et n = 1,

x 0 1 x 0 1
! () 0 + 1(x) 1 +
1 1
fn \/5 fl \/i
0 / 0 /
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Pas une erreur a cette étape : fp(x) =a"(1+x)" 2.

1

Cas n =0 : La fonction fy est dérivable et tout = € [0,1], fi(z) = —————= < 0.
fo vable et pour tout z € [0,1], fo(z) SV I
z 0 1
o(x) |-1/2 -
1

b) Tracé : avoir la valeur de la tangente en = 0 et z = 1 donne une idée de la courbe.

f(z)
™

1
V2

c) Soit z € [0,1] fixé. lim z" =0 donc

n—-+00

Soit x = 1, fu(1) = \}i done Tim_fu(1) = .

Conclusion :

La suite (fy,) converge simplement sur [0, 1] vers f : [0,1] — R définie par

Ve e [0,1], f(x)=0 et f(l):ﬁ

d) Cas [0,1] : Si (f,) convergeait uniformément sur [0, 1], comme les f, sont continues sur [0, 1],

d’apres le théoreme de continuité, on devrait avoir f continue sur [0, 1].

Or li_>m1 f(x) =0+# f(1), donc f n’est pas continue sur [0, 1]. Par conséquent,
X

‘La suite (f,) ne converge pas uniformément sur [0, 1] ‘

Cas [0, A] : D’apres le tableau de variation du a),

V=1 = A% = 1fa(A)
Or d’apres c) (convergence simple en x = A), EI—P fn(A) = 0. Conclusion :
n o0

‘La suite (fy) converge uniformément sur [0, 4] ‘




DST 3

2) a) Théoréme de convergence dominée :
e La suite de fonction (f,) converge simplement vers f sur [0, 1] d’apres 1)c).

Autant faire bien les choses : on converge sur un intervalle I, et on précise d’apres la question 35.

e Les fonctions f, et f sont continues par morceaux sur [0, 1].
1

Vit

e Soit p(z) = = fo(z). La fonction ¢ est continue donc intégrable sur le segment [0, 1].

De plus,
Vo €[0,1],  0< fo(z) < p(z)

Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée, (u,) converge et

lim un:/lf(t)dt:()
0

n—-+o0o

b) Sur le segment (donc le théoréme n'est pas nécessaire) Vintégration par parties s’écrit

1 1
(n+Du, = /O(n+1)m"xmdx

1 7! 1 !
2" x } —/ - dz
Vi+zx 0o 2(V1+x)3

n+1
= 33
2/ 1+a:

1
(n+ Du, = 2/ 1—|—x dz

c) On peut évidemment appliquer le théoréme de convergence dominée. J utilise un méthode plus élémentaire,
par majoration. Comme 14+ 2 > 1 > 0,

Conclusion :

1
Wizap St

1'> 0 et par croissance de l'intégrale,

veel0,1] 0<

Puis en multipliant par 2"

1 gntl L 1
0</ 7dx</ 2" de=——F —— 0
0o (V1+z)3 0
Ainsi, par majoration,
1 :L,n-i-l
li ———dx) =
niToo(A (./1+x)3 :C)
, - . 1
d) Par conséquent, d’apres b) et c), nll)l;r_loo(n + Du, = 7 Donc
1 1

~ ~

u
"+ 1)V2 n2
e) De nouveau, une intégration par parties, en repartant du b) :
2 1 /1 1
(n+2)(n+Du, = i—l—§ (n+2)z" " x ——— dx
0

V2

Cone2 ([, 1
V22 (V1+ux)?

n+2 1 3 1 gnt?
= +—+—/ —_dz
V2 o 4v2 4o (V14
Ainsi,
1 1 3
a] = —, Qg = ——, a3 = —
1 o) 2 W2 3 1
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3)

f) De plus, par majoration comme au c¢) (d’ou l'intérét de le rédiger de facon irréprochable la premicre

fois : vous pouvez aller plus vite ensuite) :

1 nt2 . 1 w2 g
Oé/ B :L"</ T T =
o (V1+x)d 0

1
—_—
n+3 notoo

Ainsi, par majoration,

1 $n+2
/Omdwzo(l)
n+ 2 1
NN
B 1 1 1
tn = (n+1)\/§+ 42(n +2)(n + 1) +O((n+1)(n+2))

Ecrivons quelques développements limités & l'ordre 2 (dépasser o(1/n?) n’a aucun intérét ici) :

Par conséquent e) s’écrit (n + 2)(n + 1)u, =

+ o(1) puis

1 B 1 1 1 B i 1 1
n+1 n\1+2 (n+2)(n+1) n?\1+2)\1+42
1 1 1 1
= - (1—n+o(n)) = $(1+0(1))(1+0(1)>
1 1 1 1 1
= o tel) = (i)
! Lot (L
Ou bien T 2)({] - 1) > donc = 3 + O<112>'
Ainsi,
B 1 (1 1 + ( 1 )) n 1 1 n ( 1 )
tn = V2 \n n? o\n2 4/2 n? o\n2
Conclusion :

1 3 1
un:n—ﬂ—m+o<ﬁ>

a) A laide des mémes intégrations par parties,

(n+3)n+2)n+ v, = (n+3)n+2) ([xn“ < g(x)]! - /01 2/ (2) dm)
= 43+ 29 - 4 3) ([ @)L - [ o) ar)

1 1
= (n+3)(n+2)g(1) — (n+3)g (1) + [+ ()] - /0 2390 (z) dz
= (4 3+ 2g(1) ~ (43 (1) + 9" (1)~ [ 2 @) e

Or, comme g est de classe €, 9(3) est continue sur [0,1], donc bornée et atteint ses bornes :
HQ(S) || existe. Dot par une majoration analogue a ci-dessus,

1
/ xn+3g(3) (I’) dx
0

< [[a 0@ dr < g0 [ o e = 1 e
S 0 X 00 0 n+4 notoo

Ainsi,

1 (1 "(1 1
_e® __ dm g"(1) +O(73)

n+l (m+1)n+2) nm+1)n+2)(n+3) n
Puis en effectuant des développements limités de chacun des quotients, la suite (v,) admet un
développement de la forme

Un

a1 = g(1), mais les autres nécessitent plus de calculs. as dépend de g(1) et de ¢'(1), etc...
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b) h est continue sur le segment [0, 1], donc bornée et atteint ses bornes sur [0, 1], donc ||h||« existe.
Sa continuité en 1 s’écrit :

Ve > 0,37 > 0,v2 €[0,1], (le— 1] <= |h(z) - h(1)| < &)
Soit € €]0, 1] fixé, on choisit un 7 qui convient. Comme h(1) = 0, la propriété s’écrit
vxe[l_nalL |h(l’)‘<€

Sur lintervalle [1 —n, 1] :

"
/ nx"h(x) dx
1

-n

U U
< / nx"|h(z)| dz < / nz"edr=¢e(1—-(1—-n)")<e
1-n 1-n

Sur lintervalle [0,1 — 7] : La suite f,,(z) = nz"h(z) converge uniformément vers 0 sur [0,1 — 7] :

£all &7 < (1= )" oo ———>

1-n
Donc, d’apres le théoréeme d’interversion limite-intégrale, lirf nz"h(z) dz = 0.
n——+0oo Jo

Soit ng € N tel que,

Vn = no, <e

1-n
/ nx"h(z) dx
0

Conclusion : Pour tout n > ny,

1 1-n 1
/ na"h(z) dz| < / nz"h(z) dz| + / nx"h(z) dr| < 2
0 0 1-n

Donc

1
lim n | 2"h(z)dz=0

n—-+00 0

Un peu comme dans preuve du théoréme de Cesaro, on coupe notre intégrale (que ’on peut voir comme
une somme continue) en un 1 > 0 (qui joue le réle du ny de Cesaro), et chacun des morceauz converge

pour une raison différente.

Exercice 4 (D’aprés Mines Pont PC 2017)
+o00

1)

Soit I, = / t"e~t dt pour tout n € N.
0

Convergence : Soit n € N. La fonction ¢t — t"e ™! est continue donc continue par morceaux sur [0, +00].

Etude en 400 : Par croissance comparée,

et ——5 0
t——+oo

1 R
Donc t"e™! = o(t—Q). Or / 2 dt converge (Riemann, o = 2 > 1). Donc, par comparaison
1

+o0o
L’intégrale / t"e~! dt converge
0

Montrons que la propriété :

est vraie pour tout n > 0.

—+00
o Hy:Ip= / e tdt = [-e "] =1 =0 Donc Hy est vraie.
— 0
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e M, = Hyn41 : Supposons H(n) vraie. Intégrons par parties : avec u = "ot v = —e_t comime
1+1m uv = 0, le théoreme d’intégration par partie nous dit que les deux intégrales qui suivent sont
o0

méme nature. Comm nver res ci- us, il vient :
de méme nature. Co e Iy1 converge d’apres ci-dessus, il vient

Iny1 = /0 T 1t gy

[ ( )HOO - /O+Oo(n + 1)t (—e ) dt
= (n+ 1),

(n+1)! (d’apres H,,)

e Conclusion : ‘pour tout n > 0, I, = nl. ‘

+00 (nx)k

2) et — Z

k=0

existe d’apres I'énoncé. T, (x) est une somme finie, donc

‘ R, (x) = e"* — T, (x) existe et T),(x) + Rp(z) = €. ‘

3) a) Soit I un intervalle contenant 0. Montrons par récurrence que la propriété :

., : Pour toute fonction f de classe € sur I,

Veel  fla)= zn: ﬂikf(k) (0) + /x Mf(nﬂ)(t) dt
P k! 0 n!
est vraie pour tout n > 0.
o Ho:Vx el f(x)=f(0)+ / t) dt est vraie.

o H, = Hpy1 : Supposons H, vraie. Soit f une fonction de classe ¢" 2 sur I. D’apres H,,
pour tout x € I,

n xk
f) = W)+ [T e ar

_ t)n+1

= En: %f(k)(o) + [%f(nﬂ)(t)]

T (g —t)ntt

o
= ng(k)(0)+/o mf(nJrz)(t)dt

O R
0+/0 (n+1)! / (t) dt

Donc Hy,4+1 est vraie.

e Conclusion : | Pour tout n > 0, pour toute fonction f de classe €™ sur I,

n k n
N T k) @ —t)" (e
Voel f(x)_k}:%k!f (0)+/0 e ) e

b) Soit f(z) = e"* pour tout x € I = R. La fonction f est de classe €°° sur R et

Vk eN, VzeRfF(z)=nken?

La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit donc, pour tout x € R,

et — n _|_/ n+1 nt dt
nn+1
= Ta(z) + —, / u"e" ™ dy (changement de variable u = x — t)
n! Jo
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Or R,(z) = €™ — T,,(z) d’apres 2). Conclusion :

Vre R}, VneN, R,(x) ="

4) a) Simplifions puis passons a l'exponentielle.

e (n+1)"P2 ML)

an (n 4+ 1)!nntl Mn

1 n+1
_ (n-l— ) M
n

(D In(1+2) oy Ormn(14-) =" +o()

Conclusion :

. an+1
lim —F
n—+00 U

= Me

b) Si0< M < et alors lim [@n+1]
n—+00 ‘an|

= Me < 1.

Donc, d’apres le critere de D’Alembert, Z a, converge absolument.
En particulier le terme général de cette série tend nécessairement vers O :

lim a, =0
n—-+4o0o

c) Soit ¢(u) = ue™™. Pour tout u € R, ¢/(u) = (1 —u)e™™, d’ott le tableau de variations

T 0 1 400

¢'(x) + 0 -

; 0/61\0

Comme z €0, 1[, le maximum de ¢ sur [0, z] est atteint en x et vaut

M = max ue “=xe ¥ <e !

u€[0,z]

d) Soit z €]0,1] et n € N. D’apres 3)b), R,(z) = €™ / (ue™™)"™ du. Or
0

T T
0< / (ue™™)" du < / sup (ue )" du
0 0

n
Comme t — t" est croissante sur Ry, sup (ue™ )" = | sup we | . Puis d’apres 3)c),
u€[0,x] u€(0,z]

0< / (ue™™)" du < xM"
0

Ainsi
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Or d’apreés 3)a), lim a, = 0. Donc par encadrement, lim R,(x)e "™ = 0. Finalement :
n—-+00 n—-+o0o

+oo
5) D’apres la question / t"e~t dt converge et vaut n!. Le théoréme de changement variable, avec
0

u +— t = nu, %! strictement croissant nous donne

+o0 +oo +oo
nl = / t"etdt = / (nu)"e™n du = n"! / (ue™™)" du
0 0 0

+oo
Donc / (ue™™)™ dt converge aussi et
T

/Ox(ue“)" du = /0+Oo(ue“)" du — /::OO(ue“)" du

n! too —u\n

7) Soit x > 1. Comme ue™“ est intégrable sur [0, +o0o[ (question 1), on majore dans 1’égalité trouvée au
5 grace a l'inégalité du 6 :

T (z npntl pteo
0< nrgx) = ' / (ue™™)" du (d’apres la question 5)
e n! Jg
ntl ptoo
< ' / (ze )" lue ™ du (d’apres la question 6)
n! Jg
nhtl +o0
< K— (ze~ )"t (avec K :/ ue " du)
n! .
K nntl
< U " (avec M = xe™® < e~ !, d’aprés 4.c)
n!
nntl :L‘)
Or d’apres la question 4.b, lim M™ = 0. Donc, par encadrement, lim = 0, puis
n—+oo n! n—-+oo ene

‘Tn(x) = o(e"") ‘

FIN DE L’EPREUVE
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