Lycée St Joseph Lundi 10 octobre 2022
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1
Pour n € N, on pose :

1 /1 2\ "
an:/< +t>dt.
0 2

1) a) Pour tout ¢t € [0,1] et tout n € N, on a

1

2
2 n+1 2\ "
:>0<<1;t> g(l;t)

En intégrant le dernier encadrement il vient 0 < a1 < a,. Ainsi

‘ (an)nen est décroissante‘

b) D’apres ci-dessus, (a,) est décroissante minorée par 0 donc, d’apres le théoréme de la limite
monotone, la suite (a,) converge.

Appliquons le théoreme de convergence dominée :

Ve (0,1, fult) = <1+2t2)n

Pour tout n € N posons

e Pour tout n € N, f,, est continue donc continue par morceaux sur [0, 1].

e Convergence simple : Soit ¢ € [0, 1] fixé.
Sit=1, fo(l)=1— L

n—-+oo

Site[0,1], fu(t) =q¢" —— 0 car |q| < 1.
n—+400

[0,1] = R
Donc (fy,) converge simplement vers la fonction f : t—0 sit<l1
1—1
e Domination : Soit n € N. Soit ¢ : [0,1] — R définie par ¢(t) = 1.
1+

L’encadrement 0 < < 1 du 1)a) nous donne ainsi

vt e [071]7 ngn(t) <(p(t):1

Par conséquent, la suite (f,) de fonctions continues par morceaux converge simplement vers f
continue par morceaux et vérifie 'hypothese de domination

Vn € N, |fnl <o

Avec ¢ = 1 intégrable sur [0, 1].
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Ainsi, le théoréme de convergence dominée nous dit que les f,, et f sont intégrables sur [0, 1] et
que

1 1
lim /0 Fult) dt = /0 lim  fo(t) dt

n—-+o0o n—+400

1
Or / f(t)dt =0, donc
0

‘La suite (a,) converge vers 0 ‘

Le théoreme de convergence dominée donne la limite et la convergence : il n’est pas nécessaire de montrer
la convergence a part. Mais le TLM est immédiat, pourquoi s’en priver ?
2) Appliquons le criteére des séries alternées :
e Pour tout n € N, a,, > 0 par positivité de l'intégrale (déja prouvé lors de la question 1)b)).
e D’apres la question 1)a), la suite (a,,) est décroissante.
e D’apres la question 1)c), la suite (a,,) converge vers 0.

Donc, d’apres le critére des séries alternées,

La série Z(—l)nan converge

3) a) Qui dit calcul explicite d’une série dit presque toujours série géométrique ! Pour tout t € [0,1] :

n pl—l-tQp_n 1+t2p
() -5 ()

p=0 p=0
1+t2 n+1

1= (—T)
- 14¢2
1+ ==

1

S 2 yen 2 1+2\""

3+ ¢2 3+12\ 2
b) Pour tout ¢ € [0,1], t* > 0 don 2 < 2 (u pire on fuit une étude de la fonction t > ——
our tou , 1, = onc 352 < 3" Au pire on fait une étude de la fonction t .")Jrfz')

Ainsi

19 142\ 19 (14¢2\" 2
—— | — dt < — dt = - .
/0 312\ 2 /0 3\ 2 3dn+l

c) t= V3w donce dt = v/3 du et, en n’oubliant pas les bornes, il vient

/1 2 a /“3 2 fBdu= 2 /“1§ LI (A ¢ (1) Arct (0)>
P — _— U = — — aQu = —= rcrtan — ] — rctan
0 3+1t2 0o 3+3u? V3Jo 14u? V3 V3

Or Arctan (

T . » . .
) = 5 (Vous avez le droit de faire un cercle trigo au brouillon) donc

Sl

s

19
/ _dt =
0o 3+t 3v3

d) Montrons que / 1 Zn:( 1)P 13" dt — —"_ tend vers 0
— -— v :
" o 2 3V3

Soit n € N. D’apres 4)a),

n p n+1
S (M) 2 gy 2 (14
2 3+ 2 3+t2 2
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Donc en intégrant, puis majorant les valeurs absolues a 'aide de 4)b), il vient

/;i(—l) <1+t2>p / 3¢ \/01 i(‘”p<1+zt2>p‘3+2t2 dt

p=0

Or d’apres 1), EIE an = 0. Donc par majoration la limite, pour n — +o00, de ’expression entre
n o

valeurs absolue existe et vaut 0. Par conséquent, d’apres 4)c)

1+¢2\” s
I = .
n=so Jo Z < ) ar= / s+2 753

Attention! Warning! On ne peut pas intervertir limite et intégrale sans utiliser des théorémes. Cf

le théoreme de convergence dominée appliqué au 2) et le cours qui va avec.

e) Pour tout n € N, par linéarité de 'intégrale (bien vérifier que la somme est finie), il vient

[ ey (1 s ) a=y 1y [ (”j ) at =3 (-1,
p=0

p=0 p=0
- T
Donc d’apres 4)d), lim Z(—l)pap = —.
n—-+00 =0 3\/5

Exercice 2 (PT 2022)

1) a) Soit z € R fixé. La fonction f : ¢t — est définie, positive et continue sur R.

1+a2+12
. 1 +oo 1
e Etude en 00 : f(t) ~ 20 OF / t—zdt converge (Riemann, @ =2 > 1). Donc, par théoreme
1

+o0o
de comparaison, f(t) dt converge.
1

-1
e Etude en —oo : Comme f(—t) = f(t) pour tout ¢t € R, par parité de f, / f(t) dt converge.
—0oQ

Conclusion :

’ L’intégrale F'(x) converge pour tout x € R ‘

o dr
b) F(0) = /_ o = [Aretan (%% = [7]

c) Pour tout ¢t € R, comme 1+ 2% # 0,

1
t) = ——
1) 1+ 22442
1 1
14z t 2
1+( 1+x2>
1
]. 1-‘1—:(32
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2)

b)

!/

On reconnait une fonction de la forme LT avec 4 = ———, donc
1+u V1+ 22
1 t +oo m
F(x) = | ——= Arctan <> = —
@ == Vi) ) IV, =
Conclusion
(2) = ==
V1+ a2
T / /7r dt . J /(n+1)7r dt
Uu = — = B ————— e — N —
" /1T (nm)e’ " Jo 14 nomasin?t [ - 1+ t>sin?t

Sia =0, (upn) ne tend pas vers 0 et la série Zun diverge grossiérement.

Sinon

7.[.1—04/2

ne/2

Up,

Or Z — 73 converge si et seulement si a/2 > 1. Donc, par théoréme de comparaison des séries
n

positives,

Soit ¢

Ll

Ainsi,

La série E uy, converge si et seulement si a > 2

€ [nm, (n+ 1)w] C RY.

O<nr<t<(n+1)r

0<n7m*<t*< (n+1)%” Cara>=0
0<1+n7%sin?t <1+ t%sin?t < 1+(n—|—1)a7r°‘sin2t Car sin®t >0
1 1 1

S < Par décroi de v L sur R?
ar décroissance de u — — sur
1+ (n+1)orasin?t =~ 1+tesin?t 1+ nor@sint u +

(n+1)m 1 (n+1)m 1 (n+1)m 1
nr 14+ (n+1)*r>sin“t n 14+ t*sin“t n 14+ noresin®t

Par croissance de 'intégrale

Iny1 < Jp < 1,y Changement de variable t =t — n7w

‘VNEN*, Inpin < Jp < Iy

o) i) Soitte}o,g{ur,w[.

2
1 cos?t  sin?t + cos?t 1
I+ —— =14+ —- = — = —
tan®t sin“ ¢ sin“¢ sin“ ¢
Conclusion :
m m 1 1
Vi € 0, —| U -, , 1 — = —QT5
] 2{ }2 W[ +tanZt sin?t
. : 4 cost : 4 1 L
ii) Soit ¢ :]0, m[— R définie par ¢(t) = — L La fonction ¢ est définie sur |0, 7[, €, de dérivée
sin
.2 2
, —sin“t — cos“t 1
t) = =— <0
#(t) sin?t sin?t
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d)

Donc ¢ est strictement décroissante, et bijective de |0, 7r[ dans | — oo, +o0].
D’apres le théoréme de changement de variable,

@ 1 dt Foo du
In:/ 1 o 5 et / T .91 aa
0 Gz T nome sin t —oo 14+ u*+nom

Sin

sont de méme nature. Elles sont donc convergentes d’apres la (ou car I, est sur un segment).
De plus

I,=F (n%ﬂ'%)

En n'utilisant pas la tangente, on évite le probléeme artificiel en w/2. Sinon, il faut regarder sur chacun

des intervalles, le théoreme s’appliquant sur un intervalle.
s a a s a a
D’apres ci-dessus, I, = F' (n2 7r2> et d’apres lc, F (n271'2> = Up.

Ainsi, 'inégalité 2b s’écrit, pour tout n > 1,

‘unJrl gt]ngun‘

Comparaison de Z Jn et Zun :

Soit a < 2. Comme 0 < upy1 < J, d’apres ci-dessus, et que Zun diverge d’apres 2a, alors,
d’apres le théoréme de majoration, Z Jn diverge.
Soit a > 2. De méme, comme 0 < J, < u, d’apres ci-dessus, et que Zun converge d’apres 2a,

alors Z Jn diverge.

Ainsi, Z Jn, converge si et seulement si a > 2.

dt

—+o00
Condition nécessaire et suffisante sur a pour que / —
0 1+ t>sin“t

converge

00 dt
Montrons que I = / converge si et seulement si a > 2. Remarquons que

0 1+ tasin?t

n—1 n dt
Vn € N* J :/ -
" ];) k o 1+ t>sin?t

X dt n dt

Si I converge, alors lim ——— existe, donc lim ———— aussi (avec n

X540 o 1+ tsin?t ns+oo Jo 14 t@sin?t
entier).

Ainsi Z Ji converge, et, d’apres ci-dessus, a > 2.

n dt
= > 2. D’apres ci-d J] ‘est-a-di li —_— =
upposons « apres ci-dessus, Z ) converge, c'est-a-dire lm . 1ot
existe.
Défini R t— t G X|—>/X dt imitive d
éfinissons, sur , g —, € : ————— une primitive de g.
+ 9 1+ tesin?t o 14t>sint P g

Comme G’ = g > 0, la fonction G est croissante. Ainsi,
VX >0, GX)<G(lz]+1)</

Donc G est croissante majorée. D’apres le théoreme de la limite monotone, G admet une
limite.
Ce qui signifie que I converge.

Conclusion :

/ m converge si et seulement si a > 2
0 sin
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Exercice 3 (Phénomene de Runge, d’apres Centrale PC 2022)

1) Etude d’une intégrale généralisée.

a) Variations de h, : La fonction h, est définie sur [0, 1], dérivable comme composée de fonctions
usuelles. Pour tout ¢ € [0, 1[, ha(t) = In(1 — t?) — In(a? + ?), donc

=2t 2t
S 1-t2 a2+ t2

vt € [0,1], Rl (t)

Or1—t*>0et a?+t>>0,donc h,(t) est du signe de —t :

t 0 1
RL(t)| 0 -
—2In(a)

Ainsi,

‘ he est une fonction continue et décroissante sur [0, 1] ‘

1
Convergence absolue de / ha(t) dt :
0

Etude en 1 : posons t = 1 — h.

ha(1=h) =In(1 = (1= h)*) = In(a® + (1 = h)*)
In(1—(1—h))+In(1+ (1 —h)) —In(a® + (1 - h)?)
In(h) + 2+ o(1) —In(a® + 1) Développement pour h — 0
~ In(h)

1
Comme / In(t) dt est convergente (absolument), par théoreme de comparaison [ hq(t) dt est
0

absolument convergente, c’est-a-dire

‘ hq est une fonction intégrable sur [0, 1] ‘

1 1 1
b) Attention, il peut y avoir une subtilité : —— — ~ = -~
t—1 t  tt—1)

400 1 1 =400 1 400

Donc / —— — — dt converge alors que / dt et /
Ja t—1 t Ja t—1 Ja

D’aprés les calculs précédents (1 —¢t, 1+t et a® 4 t* sont strictement positifs sur [0, 1[)

dt divergent.

1
Jo = / In(1 — ) + In(1 + ¢) — In(a? + £2) dt
0

Comme t ~ In(1 +t) et t + In(a® + t* sont continues sur le segment [0,1], leurs intégrales
convergent.

1 1
Par le théoreme de changement de variable, avec u =1 — ¢, / In(1—1¢)dt et / In(u) du sont de
0 0

méme nature — donc convergentes — et égales ( du = — dt et inversion des bornes).
Ainsi,

1
Jo = / In(1 — ) + In(1 + ¢) — In(a? + 2) dt
0

1 1 1
= / In(u) du + / In(1+¢)dt — / In(a® +¢%) dt
0 0 0
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Or, par le changement de variable w = 1 + t sur le segment [0, 1], la seconde intégrale vaut

/ In(x) du. D'od
1

Jo = /lnl—t dt+/ In(1 +t) dt—/ In(a? + %) dt

:/1n du—/lna—l—t

¢) Une primitive de In est u — ulnu — u, d’ou

2
/ In(u) du = [ulnu —u)d =2In2 — 2
0

Effectuons une intégration par parties sur le segment [0, 1] pour calculer la seconde intégrale.
2t

a? + 12,
v =t v =1

u=In(a?+t) o =
Avec ( )

] t2) dt = [t] )]} —2/ dt
/na—i— ) [tIn(a? + PR
2 2 2 2 2
_ 9 « t Ut ot -
—1n(1+0[ )—2/0 ].—mdt Car a2+t2 = a2+t2

L1/«
= In(1 Y242 / ———dt
n(l+ a“) + ao ¥ (t/a)?

dt = [Arctan (t/a)]§ = Arctan (1/a). D’on

a>0=1In(1+a? —2-

L1/«

Or |1y (t/a)?

1
Jo =2In(2) — In(1 4 o?) — 2a Arctan <>
a

d) Comme lim Arctan(x)=

T
T—+00 2

, (a>0)

lim J, =2In2
a—0

e) Par définition de la limite,
Ve >0, 3y > 0, Ya €]0,7[,|Jo —2In2| < e
Soit € =1In 2, et v qui convient,
Va €]0,7], 0<In2=2In2-e<J,<2ln2+¢

Conclusion,

‘ Il existe v > 0 tel que, pour tout a € ]0,~[, Jo >0 ‘

2) Application & une somme de Riemann.
a) Soit n € N* et k € [1,n — 1], d’aprés 1 h, est décroissant sur [ag_1n,ak,] (kK —1 > 0) donc
vt € [ak—l,naak,n]7 hoz(ak,n) < ha(t) < hoz(ak—l,n)

1 ak,n 1
—ha(akn) < / ho(t) dt < —ho(ag—1,) Par croissance de 'intégrale
n n

JAk_1,n

En remplacant les a, , par leurs expressions, il vient

1. /2% +1 (2k+1)/(2n) 1 /9k—1
Wn e N* Wk € [Ln — 1], ha(k+ )g/ ha(t)dtgha<k >
n 2n (2k—1)/(2n) n
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b) Soit n € N*. En sommant les encadrements précédents entre k = 1 et k =n — 1, il vient

1 1 1 n-l (2n-1)/(2n) 1=
——hq <) + Sn(ha) = - ha(ak:,n) < / ha(t) dt < ~ ha(ak—l,n)
n n n kzz:l 1/(2n) n kz::I
n—1 n—2
Or Z ho(ar—1n) = Z ha(akn)
k=1 k=0
2n —1
=nSy(ha) — ha ( ™ )
Donc le premier encadrement s’écrit
(2n—1)/(2n) -
(M) e s < [ Palt) dt < Su(ia) = o (25
n n 1/(2n) n 2n

Le membre de gauche s’écrit aussi

1 1 (2n—1)/(2n)
Sy (he) < ~ha () +/ ha(t) di
n 1

n /(2n)

(2n—1)/(2n) 1 2n —1
ha(t dt+ha< ><tha
/ o () di+ b (F5 (ha)

D’otu I'encadrement de Sy, (hy) (n > 0) :

et celui de droite

(2n—1)/2n 1 m—1 1 1 (2n—1)/2n
vnen, [ ha(t) dt + “he, ( ) < Sulha) < ~ha () + [ h(t) dt.
1/2n n 2n n 2n 1/2n
1 2n —1
c) e Calculons lim —h, < n ) :
n—+oo n 2n
D’apres la, ho(1 — h) ~ In(h).
2n —1 1
Donc hy ( n ) = hg (1 — 2) ~In(1/2n) ~ —Inn. Ainsi, par croissance comparée,
n

lim h, (2"_1>: lim — 27

n—+oo N 2n n—+oo n

1 1
e Calculons lim —h, (> :
n——+oo N 2n
1

Par continuité de hy, en 0, lim hg () = h(0). Donc
n—-+oo 2n

. 1 1
e <2n> =0
(2n—1)/2n

Par conséquent, es deux cotés de I’encadrement convergent vers lim ha(t) dt = J,.
n—-+o0o 1/2n

Conclusion : par encadrement,

‘ La suite (Sy(ha))nen+ converge vers J,, ‘

d) Soit a €]0,7[ : Jo > 0. Donc, d’apres 2c,

1 n—1
Sn(ha) = E Z ha(ak:,n) ~ Ja
k=0

D’ou
n—1
Z ho(akn) ~ ndoy ——— +00
=0 n—-+4o0o

n—1 n—1 1— %,n , . o
Or Z ho(akn) =1n H ———— |. En composant par I’exponentielle, les limites nous donnent
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n-l 1 _ a%
La suite ( H 27271 ) diverge vers +oo
k=0 o + ak,n nEN*

3) Le phénomeéne de Runge.
a) Considérons le polynome P(X) = R,(—X). Pour tout k£ € [0,n — 1], comme f, est paire,

P(ak,n) = Rn(_ak,n)
= fa(_ak,n)
= fa(ak,n)

De méme, P(—aky) = fa(—akn)-

Donc P est un polyndéme de degré au plus 2n — 1, qui coincide avec f, aux points +ag,,, pour
tout k € [0,n — 1].

Par unicité de R,,, P = R,,. Conclusion :

‘ R, est un polynéme pair ‘

De plus, comme i = —1,

Qn(ad) =1 — ((i)? + )Ry (i) = 1

b) Racines de @, : Soit k € [0,n — 1]. D’apres a,

Qnlarn) =1— (a%m + 042)Rn(ak,n) Or, par définition de R, Ry(akn) = fa(akn)
1

1 (a2 2y L
R )

=0

Donc @, admet ay , pour racine. Et, par parité, —ay, .
Conclusion : Ainsi, il existe P € R[X] tel que

n—1
Qn =P [T(X = apn)(X + arn)
k=0

Or deg @, < 2n+1. Comme @, est pair, deg @, < 2n. Par conséquent, degP < 0: P= X, € R:

n—1
I, ER, Vz e [-1,1],  Qu(x) =X [[(2*—a},)
k=0
, . 1
En évaluant en ai, \p, = —— 5 -
r—o(a® +az )
¢) D’aprés b, pour tout z € [—1,1],
1 n—1
1 Ry(z) = A > —a;
Qn fa($) n(SU) nk O(ZE akn)
D’ot Itipliant fa(x) !
ou, en multipliant par f,(z) = ——
(—1)" n—1,2 a%n
Ve e [—1,1], x) — Ry(x) = !
[ ] fa( ) n( ) -’E2+042]€1;{)(12+(1%7n
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d) En évaluant en x = 1 et en prenant la valeur absolue, on retrouve la suite du 2c. Si a < 7, elle
tend vers 400 :

lim |fa(1) - Rn(1)| = +o00

n—-+00

Donc (R,,) ne converge pas simplement vers fo : pas de convergence en v = 1. Et méme, divergence vers
+o00.

FIN DE L’EPREUVE
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