Lycée St Joseph Lundi 20 septembre 2021
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (D’apres CCP TSI 2015)

. e 1— g™
Partie 1 (Préliminaires) 1) Cours. Si ¢ = 1, la somme vaut n + 1, sinon a
—4q

Idée : « Une barre de fraction : Est-ce que le dénominateur peut s’annuler ? »

2) L’ensemble de définition de arctangente est Payctan = R, elle est partout dérivable, et

Ve e R Arctan’(z) =

x —00 +00

Arctan’(x) +

T
Arctan / 2

oy

Partie 2 (Etude de la série)
1 1

~ —. et
2n+1 2n
Ainsi, par équivalence,

1) |un| =

Z — est une série de Riemann divergente (o = 1 < 1, série harmonique).
n

’ La série de terme général u,, n’est pas absolument convergente ‘

1
2) u, = (—1)"an, avec (a,) une suite positive, décroissante (car x — — l'est sur R’ ) de limite nulle.
x

Donc le critere des séries alternées s’applique :

La série E Uy, CONVerge

+o0
Si on note R, = Z uy, le reste d’ordre n, le critére des séries alternées nous dit aussi que
k=n+1
mEN (Rl < fun| = 5
n U =
n| X n+1 omn + 3

L £2k+1 1 1
) Dok /0 l2k+1L 2k + 1
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4) D’apres la question précédente, uy = (—1)k12k. Ainsi, pour tout n € N,

n
Un = Zuk
k=0

n

= Z(—l)kIQk (d’apres la question précédente)
k=0
1 n
= —1)ke2k at linéarité de 'intégrale
g
0 k=0
Or, comme —t2 # 1 pour tout ¢ € [0, 1], zn:(—l)kt% = zn:(—tz)k = ﬂ, et
k=0 k=0 L+

1 1— (_t2)n+1 1 dt 1 t2n+2
U, = S S A—, :/ -1 ”/ dt
" /0 1+1t2 0 1+t2+( ) o 1+1¢2

5) Toujours la méme idée : négliger ce qui géne (pour le calcul : la fraction — les fractions, c’est pénible de toute

fagon), et garder ce qui sert (pour la majoration voulue : ici du n)
t2n+2

Pour tout t € [0,1], 1 4+ t2>1, donc 0 < < t2"*2, puis par croissance de lintégrale,

1+ 2

1 t2n+2 1
0< ——dt <
A 142 T 2n+3

6) D’apres 4),

1 dt 1 t2n+2
U, = - -1 / dt
" ol+ﬁ+( ) o 1+1¢2

Lode
Or /0 o 2= [Arctan t] = %, d’ou

T 1 t2n+2
—_——_— = —1 n [
Un 4 (=1) A L+ﬁdt

1 t2n+2
(—1)" / dt| <
0

Or d’apres 5), Y <53 —

0. Donc, par majoration,

Partie 3 (Un procédé élémentaire d’approximation de w) 1) D’apres la question précédente, pour tout

n €N,
T 1 $2n+2 1
U,——|=|(-1 ”/ dt| <
‘” 4 h i e 2n+3
Do, | |4U, | < 4
ou -7
N 73 N 73 B N . 4000 - 3
2) 4U,, approche 7 & 107 pres lorsque 3 < 1077, c’est-a-dire — < n. Donc n = 1999
n
convient :
1999
—1)"
=y
ford 2n+1

On remarquera que la série alternée converge lentement : pour avoir 3 chiffres significatifs, il faut pres de 2000

termes...
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Partie 4 (Un autre procédé d’approximation de )

sin(m/6)

1

1/2

to 1
1) / TIa dt = [Arctan t]éo = Arctan (tp). Or tan(7/6) =
0
Il n’est pas interdit de faire un cercle trigonométrique. J’insiste.

DS, mais désormais vous le savez. Donc

1
14¢2

s

dt =
6

/to
0

cos(m/6)

Vous ne le saviez peut-étre pas lors du premier

V32 VB

vous avez tous su faire cette question, évidemment.

2) Sur le modele de la partie précédente, pour tout n € N et tout ¢ € [0,%y], —t* # 1 donc (série
géométrique)
LSy
1+12 = 1+ ¢2
Puis en intégrant entre 0 et tg,
— = —1)"*t / dt
g 2k‘ +1 + ( ) o 1412
Sur le modele de la majoration du 6),
to $2n+2 2n+3 1 1
</ %dtg/ 22t = . = 0
o 1+1¢ 0 2n 3 (2n +3)(v3 )mt1y/3  (2n+ 3)3n+1y/3 n—too
Ly [fo {22
D jorati lim (—1)" / dt =0.
onc, par majoration, nirfm( ) T
t2n+1 (_1)71
Ainsi, la série de terme général (—1)" = converge, et a pour somme —. En
2n+1  (2n+1)37/3 6

multipliant par 6 il vient

)n

”_2‘[2 2 (2n+ 1)3"

3) D’apres la question précédente, le reste est majoré par

2V/3
(2n + 3)3n+1

En admettant le résultat de la question précédente, comme la série

retrouver immeédiatement cette majoration

2V/3

2x2

vérifie le critére des séries alternées, on peut

4) 6t fiisent (n = 1073
) 6 termes suffisent (n = 5) : 3% 9 %8l ~TZx 0 =8l < 0
La convergence de cette série est géométrique.
Exercice 2 (E3A PC 2015)
. v sin(z+7)  —sin(z) sin(z)
Partie1 1) VeeR—-<-+k kel t = = = =t
arte ) va { g ThT | } an(e + ) cos(x +m) —cos(z) cos(z) an(z)

Ainsi, ‘La fonction tan est W—périodique‘

2) La fonction tan est strictement croissante (tan’ = 1+ tan?

d’oll une asymptote verticale en x = 7/2.

> 1> 0) et impaire. De plus 11}121 tan = 400
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N

ol 3

3) Montrons par récurrence que la propriété :
R N T (M) (1) =
Hy o il existe un polynéme T, € R[X] tel que Vx € } —o3 {, tan'" (x) = T),(tan(x))

est vraie pour tout n > 0.
o Hy est vraie, avec Ty = X.

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie :

tan™ (z) = T}, (tan(z))

VxE]—w ﬂ[,

272
En dérivant, il vient

Vo € } — g, g {, tan™+Y () = (1 + tan®(z))T", (tan(z))
Donc, en posant T,,11(X) = (1 + X?)T,(X) € R[X], on a

V€ } - g, g [, tan™* (2) = T, 41 (tan(z))

Donc Hy,41 est vraie.

e Conclusion : Vn > 0 H,, est vraie.

Conclusion : | La suite de polynémes (73,) voulue existe‘

De plus, par construction de Tyy1, |Vn € N T, 1(X) = (1+ X*)T!(X)
4)

T, = 1+X)T) = 1+X?
T, = (1+X)T] = 2X+42Xx3
T3 = (1+X)Ty = 2+8X%4+6X*

5) Montrons par récurrence que la propriété :
Hy,:  « Les coefficients du polynéme T;, sont des entiers naturels » et degT, =n + 1

est vraie pour tout n > 0.
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o Hy: Ty = X donc Hg est vraie.
e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie :

n+1
T, = Zaka, avec Ve [0,n+1] ar €N et apt1 #0

D’aprés 3), Tp1(X) = (1 + X*)T/(X) donc
n+1 n+1 n+1

T = (1+X?) Z kap Xk = Z kapXF 1 + Z kay XF+1
k=1 k=1 k=1
n
= a1 +2aX + (Z (k+1ag+1 + (k — 1)ak_1)Xk> + na, X" 4+ (n 4+ 1)ap X2
k=2

Toujours vérifier ses calculs, par exemple avec Ty, Ty et T ci-dessus.

Les coefficients de T,,41 étant des combinaisons linéaires a coefficients entiers positifs des a; € N,

ce sont aussi des entiers naturels.
De plus, comme ap4+1 # 0, (n+ 1)an+1 # 0 donc deg Th, 1 = n + 2.
Donc H,41 est vraie.

e Conclusion :

’Vn >0 « Les coefficients du polynéme T}, sont des entiers naturels » et deg7,, =n+1

6) Soit n € N. Soit f : I — R de classe €™, ot I est un intervalle contenant 0. La formule de Taylor

avec reste intégral s’écrit, en O :

Ve el f(:n):i:f(k) x —/ an) )(a:—t) " dt

On Papplique & la fonction tangente, de classe €°° donc €22, au rang 2n + 1, ce qui s’écrit :

2n+1 (k) x (2n+2)
tan'™)(0) , tan (t) 9l
Ve el f(z) = E — Z —/0 sl (z — )"t de

k=0

Or tangente est impaire, donc il ne reste que les termes impairs dans la formule de Taylor : (changement

d’indice dans la somme)

= tanFHU(0) 5y _ /‘T tan(®n+2) (1) (@ — )2 dt
0

Vo el f(x)=k§ (2k +1)! (2n 4+ 1)!

De plus, par construction de T}, on trouve :

Ve el f(ﬂﬁ)zzn:M 2k+1_/0mT2”+2(ta]“(t))(x_t)2n+1dt

& (2k+1)! (2n +1)!

Donc en posant ‘Vk: €N, tr = Tor+1(0) ‘ (tan(0) = 0),

* mT S 123 2k+1 /‘r (z —t)"
T a8 a = 2SN e 1N n
Vn e N* Vze } 53 [, tan(x) kg . 2k 1)!30 + 0 (@n+ 1) Tonto(tan(t)) dt

Partie 2 1) Soit n € N*. Comme f est €°°, on peut effectuer une intégration par parties :

Rn(z) = o /f"> — )"t de

-l [

(n
_ f /fn+1 )ndt fn(o)x +Rn+1(x)

F(0)

n!

Ainsi, | R, (x) = " 4+ Ryy1(x)
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2) Soit b € I tel que b > 0.

a)

b)

Soit n € N*. Puisque f™ >0 et b> 0 (donc b—t > 0 sur [0,b]), la suite (R, (b)) est positive.
bn
De plus, d'apres 1), Rny1(b) = Bn(b) = — £ (0) < R (b).

Ainsi, la suite est décroissante et minorée par 0. Par conséquent, ‘ La suite (R, (b)) est convergente
Soient z € [0,b] et n € N*.

i) En effectuant le changement de variable défini par ¢ = ux on obtient :

Lz —ux)™ ! (n) " 1 1
N _ A\ 8Y) pe(n - 1 4" (n)
Ru(z) /0 ) du (n_l)!/o (1= )" £ (1) dt
ii) D’apres les calculs du 2)a), comme z > 0 R,(x) > 0.

De plus, f (1) > 0 sur IN R, donc f cromsante sur cet intervalle. En particulier, pour
tout ¢ € [0,1], 0 < tx < th entraine £ (tz) < f(tb). Ainsi

n

(n—1)!

_ z" ! (n) n—1 ! (n) n—1
Roe) = IRuf)] < ooy [l = e < o [ e o tar

n 1
Conclusion : |0 < R, (x) < xi/ f(n) (tb)(1 — t)n—l dt
(n — 1)' 0

b" 1
iii) D’apres 2)b)i) avec x = b, on a R, (b) = (nl)'/ (1 — )" L) (¢b) dt. D’on 2)b)ii) s'écrit
) Jo
(b#0):
0< Rp(z) < <‘Z> R, (b)
Soit x € [0, b]. Toujours citer les questions utilisées, précisément.
D’apres 2)a) la suite (R, (b)) est convergente. De plus, par construction, 0 < % 1, donc
ngrfoo (b) = 0. Ainsi, ngrfoo (b) R, (b) = 0.

Donc, par encadrement, 2)b)iii) entraine lim R,(z) = 0.
n—-+00

La formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n pour la fonction f sur 'intervalle [0, z] (avec
x > 0) s’écrit.

n .k
=2%Nmemw
k=0

n
Donc, en passant a la limite pour n — 400, f(z Z
Puisque f est impaire, les f" (0) sont nuls et l’egahte s’étend donc aux z dans | — b,0[ par
imparité des deux membres de l’égalité
f (m)(
Conclusion : |Va €] — b, b], Z
3) La fonction tan vérifie les conditions demandées pour f : elle est de classe € sur } ;r[ et pour

€ ]0, g [, tan™ () = T, (tan(z)) > 0 puisque T}, est & coefficients dans N et tan(z) >

s
2’
0.

Pour tout x € }0, g [ on peut trouver un b € ]a:, g [ et le résultat du 2)c) s’applique. Avec tan(?") (0)=0

et en posant t, = tan®"*(0) comme au 1)6), on obtient

+o0
T _ tk 2%k+1
Vxe} —5,5[, tan(x)—kz:%@k_i_l)!:c
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Exercice 3 (PT 2021)
Partie 1

1)

2)

3)

1)

Sur R, z +— 22 est une primitive de @ — 2z (vérifiez vos primitives - ' = [) donc

Les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions y : x — Xe ™ ot A €R

En cas de doute, vous pouvez toujours vérifier que ce que vous écrivez est bien solution de I’équation : il suffit

de replacer dans l’équation.

La fonction f correspond a A =1 :

VeeR, f(z)=e"

Pour tout z € R,

f(z) = —2ze "
(z) = —2e % 4 dgPe " = 2(22% — 1)e™®
f(z) = dze™™ + 8ze™™ + 4:1;2(—230)6_9”2 = (122 — 82%)e™®

2

Pour déterminer un maximum — et nous en déterminerons un certain nombre cette année — le plus simple est
d’établir le tableau de variations sur lintervalle concerné.

Etablissons les tableaux de variations de f et f, sur R :

x —00 —1/\/§ 0 1/\/§ 1 +00

f”(l‘) + 0 — 0 +

V2e /2

signe de
f/(x) + 0 —
1
\

Signe de f”(z) : f"(0) = —2¢° < 0 et 222 — 1 = 0 si et seulement si z = +1//2.
Limites et valeurs de f’ : f’ est impaire.

P / — . 3
Au volsinage de —I—OO7 avec u = a:2, f (a;) = —2\/66 v — 0 par croissaince comparee.
r—r-+00

POV = —2)3/3e-AND? = _ /5112
On complete par imparité.

. (k) 24 - . . . (k . ’ .
On pouvait remarquer que les j( ) étaient paires ou impaires, donc que les \)‘( >\ sont paires, et qu’on pouvait

donc se restreindre a une étude sur R, .

max [f(t)| =1, max|f'(t)| = V22 max |f(8)] = |f/(1)] = V2e 2

te(0,1] te(0,1]
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5) Enoncer le théoreme des accroissements finis : cours PCSI.

6) Soit € > 0. La fonction f est €°° sur R donc dérivable sur ]0, 1 et continue sur [0, 1]. De plus, d’apres
4,
vt €]o, 1, [f'(t)] < 2/e

D’apres I'inégalité des accroissements finis,

Y(a,y) € 0,17, [f(z) = fy)| < 2/elz —y|

Donc, en posant

V(z,y) € 0,1, |z—y|<n=|f(z)— fly)| <e

Par rapport a la continuité, le n ne dépend pas de la position du y : c¢’est une propriété plus forte.
7) Soit f une fonction €' sur R.
e Si f est paire, Vo € R, f(—z) = f(z), donc en dérivant Vx € R, — f'(—z) = f'(x), puis

VeeR  f(-z)=—f(2)

Ainsi, f’ est impaire.
e De méme, si f est impaire, Vo € R, f(—x) = —f(x), en dérivant Vo € R, —f'(—x) = —f'(z), et
f’ est paire.
Montrons par récurrence que la propriété :

2

Vo € R, f(z) = Hy(z)e ™™
Py 3H, € RIX], { H, ala parité de n
degH, =n

est vraie pour tout n > 0.
o Py : Hy =1 convient, donc ¥ est vraie.

o P, —> Pp41 : Supposons &, vraie. Soit H, € R,[X] qui convient. En particulier, H, a la
parité de n et deg H,, = n.

Ve e R, [O(2) = (Hy(x)e ™)
= H (z)e ™ — 22H,(z)e "
= [H;L(l') — 2$Hn(:c)} e’

D’aprés la remarque faite en début de question, H), a la parité de n + 1. De plus, un produit
de fonctions impaires est pair, et un produit d’une fonction paire par une fonction impaire est
impaire. Donc z — —2xH,(z) a la parité de n + 1.

Ainsi, Hy,+1 = H), — 2X H,, a la parité de n + 1.

De plus, deg H), =n — 1 et deg2XH, =n+1+#n — 1, donc deg H,,+1 = n + 1.

Finalement, &2, est vraie.

2

Ve e R, f(z) = Hy(z)e™
e Conclusion : [Vn >0 3H, € R[X], { H, a la parité de n
degH, =n
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8) Soit n € N. D’apres ci-dessus, Hy, 11 = H;L — 2X H,,. Pour des raisons de degré (calcul effectué a la
question 7), le terme en X "t pest présent que dans —2X H,,.

Par le calcul : soit Gy, € R,—1[X] tel que H,, = a(H,)X" + G,. Alors

H,.1 = H —2XH,
=na(H,) X" ' + G, — 2a(H,) X" —2XG,
= —20(H,) X" + [ = 2X G,y + na(H,) X" + G
= —2a(H,) X" + Gyt ol degGni1 <1

Donc le coefficient dominant de H,, 11 est —2a(H,,) :

‘Vn eN a(Hpt1) = —2a(Hy) ‘

Comme a(Hp) = a(l) =1, (a(H,)) est la suite géométrique :

(VneN a(H,) = (-2)"

e Dans ce genre de situations — étude d’une suite de polynomes — vous avez calculé les premiers termes au
début du probléme. Donc testez vos affirmations sur les premiers termes.

o Pour faire des calculs sur le degré d d’un polynome P, il est souvent pratique d’écrire P = ag X%+ Q avec
degQ < deg P = d. Ce qui permet de faire des calculs explicites.
Partie 2 1) Pour tout = € R,
2 —(—33)2752
F(—x)=—z [ e dt
1
= —F(z)

Conclusion :

La fonction F' est impaire

2) Soit z € R*. Effectuons le changement de variable u = xt.
du = x dt.

{tz? <— u=2z
Bornes :

t=1 <«<— u==x
Ainsi,

2 2x
F(x) = / e~ g dt = / e~ du
1 T

Le résultat reste valable pour x = 0. Conclusion :

2z
Vz € R, F(az):/ e du

T

u2

3) La fonction u +— e~ est continue sur R. Soit G une primitive de cette fonction.

La fonction G est de classe €' sur R, et, d’aprés la question 2,
Vx € R, F(z) = G(2z) — G(z)

Conclusion

La fonction F est €' sur R comme composée de fonctions !
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4)

5)

6)

10

Développement limité de exp a ’ordre n en O :

exp(z) = Z % + o(z™)

Par conséquent,
n k, 2k
—u? (_1) U 2n
e = Z T + O(U )
k=0
Puis, en primitivant, avec K € R une constante :

(—1)ky2k+1 _—
G(u) = K—i—zm—i—o(u )
Et en remplagant dans I'expression obtenue a la question 3 :
F(x) = G((2x) — G(l‘)

K (2x)2k+1 + ( 2n+1)_ K_i_i (_1)kx2k+1 + ( 2n+1> C 2 0
- +Z k'2k+1) oz 2Rk O B —y

22k+1 -1

_Z k'2k+1)

2k+1 + 0(x2n+1)

Ainsi, le developpement limité de F' a ’ordre 2n + 1 en 0 est

) 22k+1 -1

k:o(_l) K2k +1)"

M=

F(x) — 2k+1 + 0(112n+1)

D’apres la question 4 de la partie 1, f est décroissante sur [0, +00], donc, pour z > 0,

Yu € [z, 2], e ¥’ < f(u) < e’

En intégrant entre z et 2z, il vient

. _ . , . 22
Or lim vte ™t = 0 par croissance comparée, donc, avec t = z2, lim ze™* = 0.
t—+oo z—+00

Ainsi, par encadrement,

lim F(z)=0

r—r-+00

a) D’apres le calcul effectué a la question 3,
Va € R, F(z)=G2x) - G(z) avec G' =f

Donc

Ve e R, F'(z)=2fQ2z)- f(z) = 24" _ o7

b) On a les équivalences suivantes, pour tout réel x :

Fl(z) =0+ 247" = ¢~

— In(2) + (—42?) = —2?
= 322 =1n(2)

|
e g2 = 202

3

In(2 In(2
B TN T
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c) Par parité (F impaire) on étudie les variations sur R4 puis on compléte.

/ . < , < . s 1e . N
F" est continue, donc, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, entre deux valeurs ou elle
change de signe, elle s’annule.

Ainsi, il reste a déterminer le signe sur [0, 1/1n(2)/3], et [/In(2)/3, +o0.

Comme F,(O) —1> 0’ ot F/(l) _ 26_4 . 6_1 < 6_3 o 6_1 <0 (e < 2), avec o = 111:())2)’
T —00 — (6% +00
F'(z) - 0 + 0 B
0 F(a)
F() T _—
_F(a) T

7) D’apres le calcul effectué a la question 5, pour tout x € RY,

re— 4o’ < F(z) <xe™

8) On donne une allure de la courbe représentative de F' sans échelle précise :

Cr

9) a) Nous avons vu que la fonction F est de classe C'! sur R, donc en particulier elle est continue sur
R. D’apres le théoréme fondamental du calcul intégral, elle admet donc des primitives sur R.

b) Par définition de G, G’ = F. Or, d’aprés 6, F > 0 sur R. Donc G croissante sur R,

Par conséquent,

Il existe £ € Ry U {+o00} C R tel que £ = lim G(z)

T—+00

c) Soit € R,. En intégrant 'encadrement de la question 7, il vient

/ te™¥ dt < G(z) < / te™" dt
0 0

Or f'(z) = —2ze", donc

11
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Et, de méme,

T O ST R R
/Ote dt = §/o 8te= 4 dt = 8(e 1)

Par conséquent ’encadrement s’écrit

(1 - 67412> < G(x) <

(-

1 1
Ainsi, G(z) < 3 (1 - e_xz) < 2’ donc est majorée : /g € R.

En passant a la limite dans ’encadrement (chague membre a une limite finie en +00),

oo =
N | —

12



