Lycée St Joseph Lundi 7 octobre 2019
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (d’apres CAPES)

<

—
Sl

1
1) La fonction t — n est décroissante sur [p,p + 1] C RY, donc V¢ € [p,p + 1], 7 <
p

"=

+1 t

(C’est un classique de la comparaison série/intégrale. Raisonnement d maitriser parfaitement.)

_l’_

L RS . 1 rtlode 1
En intégrant cette inégalité entre p et p + 1, on obtient : —— < / — < -
p p p

1 P+l dt 1
Puis —— < — / — < - et finalement
P +1

p 3 P
1 P+l d¢ 1 1
dea -t AL L
p t p p+1

2) e Soit n € N*. En additionnant les inégalités précédents pour p variant de 1 & n, on obtient une
somme télescopique

" 11 1
0<Zap<2(—):1—n+1<1

Donc

’ La suite (.5,,) est majorée ‘

e Pour tout n € N*, S;,11 — S;, = ant1 = 0 donc la suite (S),) est croissante. Or (S,,) est majorée,
donc, d’apres le théoreme de la limite monotone,

‘ La suite (S,) converge ‘

e De I'encadrement 0 < S, < 1 trouvé ci-dessus, on déduit par passage a la limite

0<y<l
1 pFL o dt
3) SoitpEN*.ap:f—/ —
p p t
1 L du ) .
=—-— / En faisant le changement de variable t = u + p
p 0 u+p
L 1 1 I
:/ (— )du Carf:/fdu
0 \p u+tp p 0op
B 1/1 u
pJo u+p

D’ou

1 /1 ¢
ay =~ | ——dt
b p/o t+p
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La fonction ¢t —

est décroissante sur [0, 1] donc

p+t
1 1 1
vt € [0, 1], — < —— < —
p+1 “t+p " p
1 t 1
—  Vtel0,1], ——t<-—<—t Cart >0
p+1 t+p p
1 1 1 t 1 1
== — / tdt < / —dt < - / tdt Par croissance de l'intégrale
p+1Jo o t+p P Jo
1 1 1 1
— < a4y <5y Car/tdt:—
2p(p+1) P 2p2 0 2
1 1 1-— 1 1 1 1
r— — :p+ P _ et, de méme, pour p > 2, —— — — = ——.
p p+1 plp+1) plp+1) p—1 p plp—1)

Ainsi, les inégalités précédentes s’écrivent, pour p > 2,

1<1 1 >< 1 1( 1 1)
xS YYpx ;55X =5\ -
2\p p+1 Pop? T 2p(p-1) 2\p—1 p

Conclusion :

4) Soient m et n des entiers tels que m > n > 1. Alors
m n
Sm=Sn =2 ap = a
p=1 p=1
m
I
p=n-+1
donc d’apres ’encadrement précédent :

1 & 1 1 1 & 1 1
5,2 Goer) ssomes X 5))

p=n-+1 p p=n+1 p

d’ou apres télescopage :

1 1 1 1/1 1
= ——— <SS =-Sp <= [—-——
2(n+1 m+1> e 2(n m>
et, en passant a la limite lorsque m — +oo :
1 1
<7 = S5, < —
2+ 1) ST TS g,

5) Pour tout entier n > 1, H, = S,, + In(n + 1) donc

1 1 1
Hn—lnn—’y—:Sn—’y——i—ln(l—i-)
2n 2n n

_ 1 1
L

en utilisant le développement limité In(1 + x) =, o(z).
z—

Or, d’apres 'inégalité précédente :

o g +1<1(1 1)_ 1
SO TS\ T nrl) T 2nlnt )
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D’ou
0< (s + 1)< !
xn n - o X 5/ . 4\
7o) S o+ 1)
D d t, li S ! =0 is S L_ L d’ou final t:
onc, par encadrement, lim n n—’y—i—Qn = 0, puis n—7—|—2n =0 o) ou finalement :
1 1
1 1 1

6) L’inégalité trouvée a la question 4 s’écrit, avec — — = ,
) & v d Yo T 2+ 1) 2n(n+ 1)

1
2n(n+1)

0<7_Tn<

1
7) Pour n = 7, I'inégalité précédente donne 0 < v — T}, < 112 <1072, donc T+ convient.

1487
Pour votre culture mathématique, on trouve 77 = —— — 3 % In(2) ~ 0.575915601 alors que v =~

0.57721566490153286061 . 560
Exercice 2 (E3A PC 2019)

Question préliminaire : Une variante de cet exercice a été abordé en TD. L’intégrale est linéaire, donc on utilise

Uécriture adaptée des nombres complexes, A+ iB.

Simplifions :
1 .
eem, L _z-ie
r+tia T +a
x . a
= -1
22 +a2 2?2+ a?
1 2, 2 : z
Comme a # 0, posons, pour tout z € R, F(z) = 5 In (2 4 a®) — i Arctan (—) Alors
a
1
Vx € R, Fl'(z) = 23: 5 — /a 5
<t a 1+ (z/a)
x . a
= -1
2 4+a?2 22 +a?
Conclusion :

1 T
Une primitive qui convient est x 3 In (v 4 a?) — i Arctan (—)
a

1) a) Soit (o, A) e R xR
0 sia>0
(0% 1 J—
far(t) ~o t = 1 sia=0
+o00 sia<0

En conclusion : | A =R x R’

Mais 'ensemble des couples tels que f, ) ait une limite finie en 0 est Ry x RY.

b) Soit (o, A\) € R x R’.. La fonction f, x est continue donc continue par morceaux sur |0, 4o0].
fa,)\ = 0.
Etude en 0 :

1
D’apres I'équivalent f, () ~ T~ trouvé au 1)a), comme (intégrales de Riemann en 0)

1
/ T dt converge si et seulement si —a <1
0
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1
par comparaison (car f, ) = 0), / fax(t) dt converge si et seulement si a > —1.
0

Etude en 400 : Par croissance comparée,

t2 t — ta+2 —>\t
fa,)\( ) € t—>+oo) 0

Donc fox(t) = 0(%2).

+oo 1
Or / 2 dt converge (Riemann, 2 > 1).
1

—+00
Donc, par comparaison, fax(t) dt converge.
1

“+oo
Conclusion : / fax(t) dt converge si et seulement si o > —1. Ainsi,
1

B =] — 1, +oo[xR",

2) Soit x € R. Pour tout ¢ €]0, +o0],

et cos(tx)

Vit

e tsin(tx)

+o00
Or (—1/2,1) € B, donc d’apres 1)b), / f7% 1 (t) dt converge.
0 I’

Par théoreme de majoration,

et cos(tx) ot e !sin(tr)

Vi Vi

sont intégrables sur |0, +o0]

3) a) Comme cosinus est paire et sinus impaire,

’ U est paire et V est impaire ‘

+o00 ,—t
b) U(0) = /0 % dt converge d’apres 2.

La fonction u — u? est €', strictement croissante et bijective de ]0,+oo dans ]0, 4-o0[. Posons
t =u?, ot dt = 2u du.
+oo ot +o0 9
Par conséquent, d’apres le théoréme de changement de variable, / —dtet / e~ " du sont
0

0o Vi

de méme nature — donc convergentes — et

+o0 ot “+o0
£ dt = 2/ e du
0

0o Vit

Conclusion

U(0) = v/

4) La fonction g est continue donc continue par morceaux sur |0, +00].

“+o00
De plus, |g| < f_i/2 et d’apres 1)b), / f-1/2,2(t) dt converge. Donc, d’apres le théoréme de
0

majoration,

La fonction g est intégrable sur R’
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5) a) Soit n € N.

(n+1)m e—)ﬂf
an = (—1)”/ Wsin(t) dt

T o Alutnm)
=(-1)" / ————sin(u +nm) dt Avec le changement de variable t = u + nm
0

Vu+nm

—A(t+nm)
= / ———sin(¢)dt Car sin(@ +nm) = (—1)" sin(0)
Vi+nmT
Vu le résultat a trouwver, c’est un peu comme si on vous avait dit « effectuer le changement de variable
t = u+ nmw. ». Ici Uintégrale est sur un segment dés que n > 0, il n’est pas nécessaire de prendre des
pincettes.

Conclusion :
o A(t+nm)
an = | m sin(t) dt
b) Soit n € N.
vt €]0, 7], t+(n+1)r=>t+nr>0
= Vt €0, 7], t+(n+1)r>Vt+nr >0 et —At+ (n+1)m) < =\t +nm)
1 1

et 0 < e MO < =A+nm)

=Vt €0, 7],

N

<
Vi+(n+Dr ~ Vt+nr
e~ At+(n+1)m) e~ At+nm)

= Vt €]0, 7|, < Car tout est > 0
10, 7] o S Vit ar tout es

e~ AMt+(n+1)m ) e~ A(t+nm)

Vi+ n+1 n(t) < Vit+nm

=Vt €0, 7], ——————sin(t) Car sin(t) > 0 sur |0, 7]

™ e*)\(t+(n+1)7r) e~ A(t+nm)
= s n(t) dt < / ————sin(t) dt Par croissance de l'intégrale
Vi+(n+1 0 Vt+nm
— Ant1 < Gn
Conclusion :

‘La suite (a,) est décroissante ‘

c) Pour tout n € N, a,, est positive comme intégrale d’une fonction positive. De plus elle est décrois-

sante, donc elle converge.
(sz(/vn",r)

St vous étes a 'aise avec le théoréme de convergence dominée, il suffit de poser f,(t) = sin(t).

i+ nm
1

On regarde ensuite la limite pour la convergence simple, qui est f =0, puis on majore, par (t) = 7 par
t

exemple. Mais on peut aussi plus simplement magjorer directement a,,.

Pour tout n > 1, pour tout ¢ €]0, 7], 0 < v/nm </t + nm puis
e—)\(t+n7r) 1
0 < ————sin(t) < —
Vit+nm ®) <

Donc en intégrant

D’ou, par encadrement,

‘ La suite (a,)nen converge vers 0

6) a) La suite (a,) est positive, décroissante et de limite nulle. Donc, d’apres le critére des séries
alternées,
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La série Z(—l)kak converge
k>0

b) Toujours d’apres le critére des séries alternées, S est du signe du premier terme, (—l)oao. Donc

c) Soit N € N*,

N N o pnt)m
Z(—l)kak = Z g(t) dt Par définition de ag
k=0 k=0""T
(N+1)m
:/ g(t)dt Chasles
0

La série (question 6)a)) comme 'intégrale (question 4) convergent, donc lorsque N — 00,

“+o00

[ a0 =Y 1)ka

k=0

7) Soit 2 > 0. La fonction t ~ tx est €', strictement croissante et bijective de ]0, +oo[ sur ]0, +ool.

Posons u = tx, donc du = x dt. D’apreés le théoreme de changement de variable, les intégrales

+oo et sin(tw 1 [+ e U/ gin(u
/ #dt et — () du sont de méme nature — donc convergentes — et
0

% z Jo Vu/z

[T e tsin(tx)
V(x) —/0 Tdt

1 [+ e%/%gin(u)

v Vulz
1 [t e Tsin(u)
= \/5/0 7\/5 du

1 1
- As - =
\/55’ vee A $>0

D’apres la question 6b, S > 0, donc

du

Vous pourrez lire la suite du sujet — il manque quelques questions — dans quelques semaines.

Exercice 3 (D’apres banque PT)

cos(zt) ) .
est continue donc continue par morceaux sur [0, +o0].

1) La fonction t —
c

Etude en +o00 :

cos(zt) ’ 1
<
cht cht

vt € [0, +oo,

2 2 _
= ~ — = Z€ .
cht et+et ¢t

+0o0 +oo
Or / 2¢~t dt converge (1 > 0), donc, par équivalence, / i dt aussi, puis, par majoration
0 0o C

Et de plus

‘1/1(95) converge absolument donc converge
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2)

3)

a)

b)

b)

)

Soit X € Ret N € N*. Pour X # —1, la somme des termes d’une suite géométrique s’écrit :

N B 1 (_X)NJrl B 1 (_1)N+1XN+1
> (—X)F = 1-(-X) 1+X  1+X

: . 1 N pon)  (—1)NHL N+
En conclusion, [VX € R—{-1} VN € N Tox - kz:%](—l) X" |+ Tirx

Soit t € R et N € N*. La formule de la question 2)a), avec X = e % (> 0 donc # —1), s’écrit

L+e™ (S 1+ (=)
1 2 2¢—t N (_1)N+le—2(N+1)t
D — — -9 —t -1 k_—2kt
PNt etret l1te? ¢ Kkz_%( Jhe * 1+e 2

1
En remplacant N par la formule trouvée en 2)b) dans 'expression de 1, on trouve que, pour
¢

tout réel x et tout entier naturel strictement positif N

oo N (—1)N+1e2(N+1)t
VeeR VYNeN  o(x)= 2/ ™" cos(at) [(Z(—l)ke%t> + = ] dt
0 = 1+e

(71)N+16—2(N+1)t

1+e 2

t

La fonction ¢t +— e~ est continue donc continue par morceaux sur

[0, +o00.
Etude en 400 : Comme | cos| < 1, il vient

cos(xt)

. (_1)N+16—2(N+1)t 6—2(N+2)t
Vt € [0, +oo], e " cos(zt) g < =
—2(N+2)t —2(N+2)t +oo
De plus 61 el c i = ¢ 2N+t Or 2(N +2) > 0 donc / e 2NH2t 4t converge,
e 0

400 6—2(N+2)t

et par comparaison / dt. Puis, par majoration,

0o l4e?

’RN(.T) converge absolument donc converge‘

Pour tout t € [0, +o0], e 2t >0et et <1 donc

V(x,t) € R x [0, +00] |h(z,t)] =

‘La fonction h est bornée par 1 sur R x [0, +o0]. ‘

Soit « € R. D’apres la majoration trouvée en 3)b),

(_1)N+1€—2(N+1)t
Vt € [0,400] VN € N* e " cos(xt) — |h(x,t)|e_2(N+1)t L e 2N+

1+e2

—2(N+1)t

Ort—e est intégrable sur [0, +oo[ (2(N +1) > 0), donc, en intégrant, I'inégalité s’écrit :

(—1)N+H1e—2N+1)t 1

et cos(xt) SV ED)

+00 +oo
VN eN*  |Ry(z)| < / dt < / e 2N g =
0 0

1+e2

1
Or Nlirilm SNET) = 0, donc en conclusion : |Vx € R, Nlirilm Ry (x) = 0.

On peut aussi utiliser le théoréme de convergence dominée avec pour fonction de domination la fonction
w = h(z,.).
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4)

5)

Soit k € N et z € R fixés.

1
th? t2 cos(xt)e”@*+Dt = 0 donc, au voisinage de +oo, | cos(zt)e” I = o <t2> et est intégrable.
—+00

Passons par les complexes : cos(zt) = R (em). Par linéarité de 'intégrale,

+o0 . 1 L ]Tee 1
— —(2k+1—iz)t — o —(2k+1—iz)t _
(@) gce(/0 ¢ dt) %[ Ut 1—ir h §]EE<2I<:+1—m:>

2k +1
(2k +1)2 4+ a2

(On pouvait aussi faire deux intégrations par parties.)

En Conclusion, | Jx(z) =

400 (_1)N+1672(N+1)t
Soit z € R. D’apres 2)c = 2/ —1)*e ! cos(at)e 2 | + et cos(xt) dt.

1+e2

Or chacun des termes de cette somme est 1ntegrable (questions 3)b) et 4)), donc en utilisant la linéarité
de l'intégrale, il vient

N
Y(z) =2 (Z(_1)ka(x)> + 2RN(z (Z km> + 2Ry ()

k=0

N

2k +1

Or, d’apres 3)b), Nl_ifﬁoo Ry (z) = 0, donc la série (Z 2(—1)km> converge vers ().
k=0 NeN

2k +1

En résumé, |Vz € R, ¢(z) = lim Zuk ) avec uk(x)=2(—1)km-
X

N—>+oo

FIN DE L’EPREUVE



