Lycée St Joseph Lundi 8 septembre 2025
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (ATS 2025)
Partie A

1) Soit k € N*, et x € [k, k + 1[. Par définition de la partie entiere, |x| = k. Donc

1
g(x):Epourk<x<k+l

2) Représenter les fonctions f et g sur Uintervalle [1,6].

3) Par définition de la partie entiére, pour tout x € [1,4o0[, on a |z| < z. Par conséquent, par décrois-
sance de ¢ +— 1/t sur RY,
1 1
0<—-—< +—
x|z
Par croissance de I'intégrale, il vient
0< I, < Jy

n—l gt
4) Par Chasles, J, = Z / g(z) dz. En remplacant par I'expression trouvée a la question 1,
k
k=1

n—1 1
Jn = E = anl
k=1
Partie B
8) Soit k > 2.
vVt e [k —1,k], O0<k-1<t<k
1 1 1
= Vtelk—1k], Z < : < ] (décroissance de ¢t — 1/t sur R )
— ! /kldt</k1dt</k Logt= 1 (oo de Vintégrale)
= —dt < —dt < ——dt = —— (croissance de 'intégrale
kS k o1 hak—1 0 k-1 &
Ainsi,
1 ko1
Vk>2 —< / —dt
k b1t
Et I'inégalité de droite s’écrit, décalant les indices,
k+11q 1
k>, [ Sar< s
k t k
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9) Pour tout k > 2, la question précédente donne 1’encadrement

k+11 1 k 1
/ Sdt< / S
k k= k—1t

Soit n > 2. En sommant de k = 2 a n, il vient
/nHldt Z/ anl Z/ —dt / Lar
2 k= N t

b
Or/ 2 dt = ), = In(t) - In(a), d'on

In(n+1) —In(2) < H, — 1 < In(n)

Comme, de plus, In(2) < 1 < 1, en sommant avec I'encadrement précédent il vient

‘Vn} 1, In(n+1) <Hn<ln(n)+1‘

10) In(n+1) =In(n) + In(1 + 1/n).
Or, par composition de limites, EI_T’_I In(1+1/n) =0, c’est-a-dire In(1 +1/n) = o(1) :
n

In(n+1) =In(n) + o(1)

Do,

lim In(n+1)

=1
n—-+oo ln(n)

11) Soit n > 2. L’encadrement de la question 9 s’écrit, en divisant par In(n) > 0
In(n+1) < H, o 1
In(n) In(n)

| 1
D’apres la question 10, lim M
n—+00 ]n(n)

=1, et le membre de droite tend aussi vers 1.

Ainsi, par encadrement, lim =1, c’est-a-dire

n—+o0 In(n)

H, ~In(n)
12) Vn: n+1_Un On e erire 1 1 B n+1-—1 - n
= Hpy1 —In(n+1) — Hy, +In(n) n peut cerire 1= n+1  n+1 n+1
1 n+1-—1 mettant au méme dénominateur pour trouver la for-
= nt1 +In ( n+1 > mule souhaitée. On pourrait aussi préférer la formule
1 1 —In(1 + /n) qui donne un développement en 1/n a
= +In(1-— ) la fir
nt1l ( nt1 la fin.
Conclusion :
1 1
e (e 1)
"on+1 n+1
,u2
13) Développement limité : in(1 —u) = —u — 5 + o(u?)

en
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Or 1/(n+1) ~ 1/n, donc 1/(n+ 1)? ~ 1/n? et

1 1
Vn—w“(nz)
1

1
14) D’apres la question 13, |V,,| ~ 2.3 Or Z — est une série de Riemann convergente (o = 2 > 1).
n n

Dong, par théoreme de comparaison, E V., converge absolument donc converge :

‘ La série de terme général V,, converge

15) Soit n > 1 fixé. La série Z V., est télescopique :

> V=Y (Ukt1 = Uk) =Upp1 — s
k=1 k=1

“+o0o
Notons ¢ = Z Vi, en remarquant que Uy = H; —In(1) = 1, il vient
k=1

lim U,=0+U;=0+1

n—-+o0o

Donc

La suite (Uy),,cn+ converge

16) En écrivant la limite ci-dessus & 'aide d’un petit o, il vient U,, = v 4 o(1). D’ou

‘Hn = In(n) +7+0(1)‘

La constante v s’appelle la constante d’Euler.

Exercice 2 (D’apres Centrale PC 2025)

Partie A — Préliminaires

1) a) Soit (s,t) € R% La fonction sinus est dérivable sur R, de dérivée cosinus. Donc l'inégalité des
accroissements finis, entre s et ¢, s’écrit

[sin(s) = sin(t)| < ( sup |cos(h)|)|s 1

h entre s et t

Or |cos| < 1. D’ou

V(s,t) € R%  |sin(s) —sin(t)| < |s — ¢

b) Soit h >0, et (s,t) € R? tel que |t — 5| < h.
D’apres la question précédente, |sin(s) — sin(t)| < |s — ¢|. D’ou

|sin(s) —sin(t)| < h

Cette majoration étant vraie pour tout couple (s, t) tel que |t — s| < h, on peut passer a la borne
supérieure :

wg(h) < h

2) a) 1i) La fonction |g| est continue sur le segment [0,27], donc, d’aprés le théoréeme des bornes
atteintes, bornée et atteint ses bornes. Notons M la borne supérieure. Par 27-périodicité, |g|
admet M pour borne supérieure sur R. Ainsi, M = ||¢|c :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Constante_d%27Euler-Mascheroni
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llglloo existe

ii) Soit A > 0. Par définition, wy(h) = sup&}. Pour montrer que wy(h) est réel, il suffit de
montrer que &), est majoré. Or, pour tout (s,t) € R?,

lg(s) —g(@®)] < lg(s)] +19(t)] < 2]|glloo

Donc &}, est majoré par 2|g|oo :

wg(h) est un réel bien défini

b) Appliquons & nouveau I'inégalité des accroissements finis, & g désormais. La fonction ¢ est conti-
;. . N . / .
nue et 27 périodique, donc, d’apres 2.a.i, ||¢'||«o existe.

V(s,t) €R? g(s) — g(t)] < llg'llols — t| < hllg[|oo

Ainsi, en passant a la borne supérieure,

Vh >0, wy(h) <hllglloo

Par encadrement,

}ng[l) wg(h) =0

3) a) Avec les notations de la question 2.a.ii, &, C & car
l9(s) —g(O)] <h < W

D’ou, en passant aux bornes supérieures,

h < h = wy(h) < wgy(h)

h B
b) Soit (s,t) € R? tel que |s —t| <h+h, et u= h+h’s+h—i—h’t' Comme
s—u—h+h/_h5— B y
 h+ W h+n
h/
A
/
. __" e _ / . /
= |s — ul h+h"s t|<h car [s —t| <h+h

Il vient donc |g(s) — g(u)| € &, : |g(s) — g(

g(s) —g(t)
|

= [g(s) —g(t)

)| < wg(h'). De méme, |g(u) — g(t)| < wy(h).

9(s) = g(u) + g(u) — g(t)

< lg(s) = g(w)] +[g(u) = g()]
< wy(h') + wy(h)

S

En passant a la borne supérieure, il vient

wy(h+ 1) < wy(h) + wy(H)

c) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: wy(nh) <nwg(h)

est vraie pour tout n > 1.

e H; est immédiat.
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o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.

wg((n +1)h) < wy(nh) +wy(h) (3b)
< (n+ Dwy(h) (Hn)

Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn > 1 wy(nh) < nwy(h)

Soit A > 0. Par croissance (3a), wg(Ah) < wy((|A] +1)h). Puis, en appliquant le résultat ci-dessus
an= |\ +1,

YA> 0, wy(Ah) < (1+ Nwy(h)

4) Soit G une primitive de g, donc une fonction € telle que G’ = g. Pour tout = € R, posons

T+x
flz) = /m g(t) dt = G(x + 7) — G(—7 + z)

En dérivant, il vient, pour tout x € R, f'(x) = g(7 + x) — g(—7 + ) = 0 par 2r-périodicité de g.
Donc f est une fonction constante : Vo € R, f(x) = f(0) = G(7) — G(—m). C’est-a-dire

T+ ™
Ve € R, / / g(t) dt.

W+I -7

5) Linéarité : Soient p,q € 7:12 et A € C. D’apres I’énoncé, \p + g € Ty, et
Vee R ACw+a)@) = [ (a9 de

— [ Mo = g(t) + ala ~ t)g(t) dt
= MA(p)(z) + A(g)(x) (par linéarité de l'intégrale)

Donc A est linéaire.

n
A:Tp =Ty :Soitp:az+— Z cpe’™ e T, Soit = € R.
k=—n

= Z dye*® ol dy = ck/ e_iktg(t) dteC

Donc A(p) € Ty,. Conclusion :

S

A e Z(Tn)

Partie B
I — La fonction J,
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6) Soit t € R, t ¢ 277Z. Comme e # 1,

noo no, Nk ] — ettt
ikt __ it —
Puis
-t n .
(Pn(t) — ¢ M3 Z elkt
k=0
. ei(n+1)t/2 (efi(n+1)t/2 _ ei(n+1)t/2)
=e M2
¢ oit/2 (efit/Z _ 6it/2>
~ —2isin((n + 1)t/2)
- —2isin(t/2)
Ainsi,
4
i + 1)L i +1)¢
on(t) = w et fult) = (Sm(nt)2>
S1n b) S1n 5




