Lycée St Joseph Lundi 11 septembre 2023
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1
A. Intégrales de Wallis cclte partie est extrémement classique, donc d connaitre.

Pour tout entier naturel n, on pose W,, = / * cos™t dt.
0

s

1) a) Woz/ildt:g et le/zcostdt:[sint]§:1
0 0

Pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,7/2], cos™ t > 0. Donc par croissance de l'intégrale, W,, > 0.
Supposons que W,, = 0. Puisque ¢ — cos™ t est continue, alors cos ¢t = 0 pour tout t € [0, 7/2],
ce qui est absurde (par exemple cos0 = 1).

Ainsi, ‘ W, > 0 pour tout n € N. ‘

b) Soit n > 2. Effectuons une intégration par parties :

Wy, = /2 cos" tdt = /2 (cost) x (cos™ 1) dt
0 0

= [(Sin t) x (cos™ 1 25)]0g - /Og(sin t) (—(n — 1)(sint)(cos™ 2 t)) dt

:(n—l)/o
-1 [

=Mn—-1)Wy_2—(n—1)W,

Wl

(sin®t)(cos™ 2 t) dt

(VB

(1 —cos®t) cos" 2t dt

Ainsi, pour tout entier n > 2, ‘an =(n—1)Wp_a. ‘

c¢) Posons, pour tout n > 1, u, = nW, W,,_1. Alors, d’apres la question précédente, pour tout n > 2,
Up = (an)Wn—l = (TL - 1)Wn—2Wn—1 = (TL - I)Wn—IWn—Q = Up—1

T
La suite (uy), est donc géométrique de raison 1 et de premier terme u; = WyW; = 5

, . T
Par conséquent, | La suite u,, = nW,,W,,_1 est constante de valeur 5

2) a) Pourtoutte {O, ﬂ,
0<cost<1
Donc pour tout n > 0, cos™t > 0 et

0<cos" Tt < cos™t

En intégrant cet encadrement, il vient W, 11 < W, c’est-a-dire ‘ (W,,) est décroissante.

Soit n > 2. D’apres 1)c), nW,, = (n — 1)W,,_a. Ainsi, puisque (W,,) est décroissante,

—1 -1
o anlgn

Wn72 = Wn < anl

Puisque Wy > 0 d’apres 1)b), il reste a diviser par W,,_1 et constater que I'inégalité est vraie en

-1 W,
n=1: Pourtoutn}l,Léinél.
n W,

n—1
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b) D’apres la question précédente, par encadrement, lim " —1. Ainsi,
n—++a>LVﬁ_1
(e 1 -
Rappel : Pour des suites non nulles au voisinage de +00, w, ~ v, <= lim — = 1.
I‘H
s N ™ ™ ss e
c) D’apres 1)d), nW,W,,_; = 5 pour tout n > 1. Donc W,,_1 = I (W, # 0) et I’équivalent
nvn

précédent s’écrit :

T

" oW,
T

Donc, Wg ~ 5 et, comme W,, > 0,

n

T

Wy o~y —.

" 2n

B. Formule de Stirling

1) a) Pour tout n € N,

Unp, (n+1)n+ly/n+1 nlem  (n+1)/n+1

Un+1 (n+Dle”™t  npny/n n"/n ( n >”+5
= = e= e
n+1

+l
Upt1 n nTy
Donc | L — e
Up, n+1

Unp

b) Comme, pour tout n € N, n > 2, v, =In ( ), d’apres 1)a)

Up—1
v, = In <<n;1>n§e> = (nf%) In (l—%) +1

Finalement : | v, = (n — %) In (1 — %) +1

Comme on ne précise pas la formule a obtenir, du moment que vous avez simplifié les factorielles et un

peu débroussaillé le reste, ¢ca va. Le but est de faciliter [’obtention du DL a la question suivante.
U2 US
c) Le développement de In(1 —u) en 0 est In(1 —u) = —u — 33 + o(u?).

Un peu de tactique : si on vous le demande a 'ordre 3, c¢’est sans doute qu’il sert a l'ordre 3. Et non 2.

d) Ainsi, il vient :

1 1 1 1

Conclusion : | v, = 152 + O(E)
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1
12 n2’

1
Or Z — est une série de Riemann convergente (o =2 > 1).
n

e) D’apres la question précédente, |vy,| ~

Ainsi, par équivalent, la série E vy, est absolument convergente donc convergente.

Conclusion : | La série E vy, est convergente

n n
f) La série ZU" est télescopique : Z v = Z (lnug — Inug—1) = Inu, —Inuy = (Inw,) — 1.
k=2 k=2
Or cette série converge, donc ‘ (Inuy,)y converge vers £ € R‘

Par continuité de la fonction exponentielle, | la suite u,, = eln(un) converge donc aussi |, et sa limite
est K =e' > 0.
Comme K > 0, liIJ'I_l u, = K peut s’écrire u,, ~ K, c’est-a-dire

—+00

n

nle”
= ~ K
tn n"/n
La compatibilité des équivalent avec le produit nous donne
n
n! ~ K (n) vn
e
2) a) Montrons que la propriété :
(2p)! =
H(p): Ws, = —
() 2= (arph)2 2
est vraie pour tout p > 0.
0!
e Hy D’apres 1)b), Wy = g = W; donc H(0) est vraie.

2p)!
o H, = H,11 : Supposons H(p) vraie : Wy, = (épil))Q g Alors
2p+1 , .
W2(p+1) = W2p+2 = MWQP (d apres ].)C))
_2p+1 " (2p)! m
2p+2  (20p))2 2
_@p+2)2p+1)  (2p)! 7w
2(p+1))2 (2vp!)? 2
2+ )
(2rti(p+ 1)1)?
Donc H(p + 1) est vraie.
2p)!
e Conclusion : |Vp > 0 Wap = (épz'))Qg
1
D’apres 1)d), pour tout p > 0, Wopy1 = %(2}) T, Ainsi

T @2 (2pl)?
2 2p+1°7 (2p)! 1 (2p+1)!
b) D’apres B.1)e),

p! ~ KpPe P\/p et (2p)! ~ K2p*Pe™2P\/2p

Donc d’apres B.2)a)

2p)! m K(2p)*e*2pm K " 22p y p2Pt1/2 " e 2P " ™2 V27 [T
(2rp)22  (2PKpPe—P\/p)? 2 K2~ 22 " ptl T e 2 K V4

2p
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V2
c) D’apres B.2)b), Wy, ~ % 4 . De plus, d’apres A.2)b), Wy, ~ 1/%.

T \/ 27
Dong, par transitivité, 1/ — / , et ainsi | K = V27

En conclusion,
n
n
n! ~ 2mn
e

C’est ce qu’on appelle la formule de Stirling. Elle est a votre programme : le résultat est du cours.

Exercice 2 1) Continuité, dérivabilité :
La fonction g est continue et dérivable sur ]0, 1] comme composée de fonctions € sur |0, 1].

En 0, par croissance comparée, lim+ g(x) = lim+ zlnz =0 = g(0), donc g est continue en 0.
z—0

z—0
o@D -9®
X — z—0t

De plus

En conclusion, ‘La fonction g est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1] mais pas en 0.

De plus, la courbe %, admet une tangente verticale en 0.
Variations : Pour tout z €]0,1], ¢'(x) = (Inx) + 1.

x 0 e L 1
g (x) H - 0 + 1
0 0

g \ - /

Pour vérifier vos calculs, par exemple le signe de la dérivée : tester quelques valeurs, par exemple ici v = 1 (qui
sert pour tracer la courbe, en plus).

g(z)

N~

2) D’aprés le tableau de variation précédent, inf g(z) = —e 'et sup g(z)=0.

ZBG[O,I] xe[O,l}
Donc | M = sup |g(x)| existe et M = max inf g(z)|,| sup g(af;)‘ =e !
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

Si on ne nous demandais pas la valeur du mazximum, nous aurions pu nous contenter d’appliquer le théoréme
« |g| continue sur le segment [0,1] donc est bornée et atteint ses bornes ».
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3) Comme g est décroissante sur [0, e~ '], —g est croissante sur cet intervalle.
Montrons que, sur |0,e '], z < —g(z) :
Soit h(x) = x+g(x), h est dérivable sur |0, 1] d’aprés 1) et h'(z) = 1+¢'(x) = 2+1Inz. D’ott le tableau

x 0 6_2 6_1

° liIPh =0
0 W(z) - 0 + 1

e hieT!)=0

Donc Vz €]0,e7 1], h(z) <0, c’est-a-dire z < —g(z).
Montrons par récurrence que la propriété :

Hp: to<tp <tppgp <e !

est vraie pour tout n > 0.
e Hy : D’apres ci-dessus, x < —g(x) sur 0, e~ '] donc en particulier pour to. Ainsi tg < —g(tg) = t1.
De plus, d’apres le tableau de variation de g, Va € [0,1], —g(x) < e™'. Donc t; < e’
Finalement : tg <tg <t1 < 6_1, et Hg est vraie.

o H, = Hpi1 : Supposons H, vraie : tog < t, < tpp1 < et

—  —g(to) < —g(tn) < —g(tny1) < —g(e™!) (en appliquant —g, croissante sur |0, e~ '])
= t1 <topg1 <tpgo <e !
— to <t <tnr Stogp <€ (Ho)

Donc Hp41 est vraie.

e Conclusion : |Vn >0  ty<t, <tp <e

1
4) La fonction ¢’ est dérivable sur I = [tg,e™'] C R*, et ¢"(x) = —. Cette fonction vérifie 'encadrement

1
Vuel 0<g”(u)<t—
0

Soit = € [tg, e 1] fixé. En intégrant cet encadrement entre z et e~! (z < e 1), il vient
—1

0< [ Pwdu=ge) g < e —a)

Or ¢'(e™!) = 0 donc

1
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5) Soit n € N*. D’apres 3), t, € I = [tg, e ']. Donc, d’aprés 4), avec = = t,,

t — 6_1 2
= taes 4 e = g(t) — gle™))] < =1
2to

Montrons par récurrence que la propriété :

_1 2n
_ e " —tp
Hoo [ta—e ' <2t | ——
n ‘n ’ 0( 2t0 )

est vraie pour tout n > 0.
e Hy est immédiate.
o H, = Hpy1 : Supposons H, vraie. D’apres ci-dessus,
- (tn — 6_1)2
t —e g — 2
‘ n+1 ’ X 2t0
Donc en appliquant ’hypothese de récurrence :

am\ 2 27 %2
1 1 o to B (2t0)2 o to x . el — to
’tn—&—l —e | < — (2| ——— = =2y | ———
2tg 2to 2tg 2tg 2t

Donc Hy 41 est vraie.

2t0

271
-1
e —t
e Conclusion : |Vn > 1 Itn — et < 2t <0>

-1

1 2n
e e~ —1
6) Comme tg € ] 3 e l, lto—e < e ! <e ! <1.Donc lim <0> =0.

n—-+00

Wl N

D’apreés 5), par encadrement, lim |t, — e !| existe et égal 0.
n—-+o0o

1

En conclusion | La suite (¢,),, converge vers e

Exercice 3
Le but de cet exercice est de montrer par différentes méthodes que

JFZO:OI 72
2 e
k:lk 6

Les parties sont indépendantes.

Partie 1
1) Sous forme factorisée, P s’écrit

n
P:an(X—al)...(X—an):anHX—ak
k=1

En développant le produit, les termes de degré n — 1 sont de la forme o, X", avec k € [1,n].

Ainsi, il vient

Comme deg P = n, a,, # 0.
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2)

3)

a) Soient p € Net ¢ € R.

2p+1

, . 2 1
GCPHIP = ()P4 = (cos(p) +isin()) P = Y ( v ) sin(g) cos” +14(p)
q=0

A EAR D
Ainsi,  sin((2p + 1)) = %(e’(gpﬂ)@) =9 Z ( pk )iq sin(p) cos™ 19 (y) | .
q=0

On ne garde que les ¢ = 2k 4+ 1 impairs, donc k varie entre 0 et p et il vient

p
sin((2p+ 1)) = 3 (~1)F (;ﬁzi 1) cos2P=2 () sin2+1 ()

k=0

b) Pour tout entier p € N et pour tout réel ¢ # 0[r], on a sin(y) # 0, donc

(9 4 1 3 (2Pt 22k Y i 2Kkt1
in((2p+1)0) = (20T ) cost2(g) sin? 1 ()
wl2p+1 05202k sin?*+1 ()
2k+1 sin2 ()
= sin?(p 2p+ 1Y\ [ cos™ ()
2k +1) \ sin?—2k(y)
2 k
( p+ ) cotan (go))p

sin((2p + 1)) = sin?(p

a) On remplace 7, par son expression, et d’apres 2)b) (kn/(2p + 1) # 0[x]) il vient

p p - p—k
Plw) = Z(—l)’f@iﬂ)ﬁ’“=Z<—1>k<§gﬂ> (cotan? (7))

k=0 k=0
sin ((2}9 +1) (QPH)) 7 sin(k) 0
a sip2pr+1 (25%)  sin2ptl (2}’;’%) B

‘Pour tout entier k € {1,...,p}, P(y) = 0.‘
b) Pour tout k € {1,...,p},

T km pT pT
< < <= ==
2p+1 " 2p4+1 " 2p+1 " 2p 2

0<

Ce n’est pas une question de limites ici, mais d’inégalité (vraies pour tout k et tout p, et pas seulement
lorsque p — 400).

On vient de montrer que les 7, sont des racines de P. Il reste donc a prouver qu’ils sont distincts.
La fonction cotan est strictement décroissante de ]0, 7/2[ sur ]0, +oo[, donc cotan ? est strictement
décroissante de |0, 7/2[ sur |0, +o0].

Ainsi, vu que les k7/(2p + 1) €]0,7/2| sont tous distincts, leurs images v, par cotan? sont aussi
toutes distinctes (la fonction est injective). De plus, il y en a p, et le polynéme P est de degré p,
donc il ne peut pas y avoir d’autres racines.

Donc |le polynéme P possede p racines distinctes, {y1,...,7}.
c) Dapres, 1), o1 =71+ -+ = ~%=1 Doy en remplacant
P
2p+1 2p+1)(2p) (2p—1
icotan2< km ) _ _(—1)1(2”3+1) | Gl pop—1)
= 2p+1 (—1)0(1’1 ) 2p+1 3
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Et en utilisant 1 = cos? ¢ + sin? ¢, il vient

Ep: . - Ep: - (2511) oo (%) zp: <1 + cotan 2 ( - )>

=1 sin? (2511) =1 sin? (21’;11) = 2p+1
P
ke p(2p—1) _2p(p+1)
= + cotan 2 ( ) =p-+ =
P k; wr1) P 3 3
4) a) Pour tout ¢ €]0,7/2],
) 1 1
O<sinp<p<tanp = 0< < =< =
tany ¢  sing
1 1
— 0 < P) < 72 )
tan“p @ sin” ¢

Ainsi, pour tout p € N*, pour tout k € {1,...,p}, puisque ~y, €]0,7/2[, il vient

1 < 1
tan? vy 7]% sin?

En sommant sur k et en remplacant avec les expression de 3)c), 'encadrement précédent s’écrit

2p—1) < k p+1P2 &1 & 1 2 1
p(p3 ):ZCotan2<2 W1)<(p‘f;) Zﬁ<z - _ p(p3+)
k=1 P+ 7r k=1 k=1 sin’ (2p11>
2p +1)2
b) En divisant par w > 0 I’encadrement précédent, il vient
T
p2p—1)r* 1 _ 2p(p+1)r?
2 2 2
32p+1) = k 3(2p+1)
p 1 7T2
Par encadrement, on trouve donc | lim Z ==
p—rtoo k 6

Partie 2 (CNM TSI 2017)
1) Soit k € N*. Les intégrales de la forme P(x)e®” se calculent par intégration par parties, en dérivant jusqu’d ce
que mort du polynome P s’en suive.

/OW (;i = :1:) cos(kz)dr = [(;jr _ :z:) Singgkx)]o _% OW (j; - 1) sin(kz) dz

=0
_ _% ([(i—l) (_cosl(gkx))};r+lt/oﬂjrcos(kx) dx)
= % - % [sin(kx)/k|f
=0
TR
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2) 1 faut savoir adapter les questions de cours, vérifier les hypothéses... Soit x €]0, x].

n—1

i eik:c — eiz Z(ezx)k
k=1 k=0
ix 1L—eme iz
= & T (car z # 0, donc e # 1)
4 ein?rc(eiinrc inT
el

67(6 2 —e2 )
N nx

i(ni1)e —20SIn <7>

2 - @~ 7

—2isin (%)

= €

Donc, par linéarité de la partie réelle,

s nr
> otz S10 (7)
= 2 —

Zcos (kz) (zn: - (%)

k=1

Ainsi, pour tout n € N*,

- _sin(nx/2) cos((n + 1)z /2)
kz::l cos(kx) = in(z/2)

3) Cf. exercice.
4) a) Prenons un équivalent de g en 0" :

2
Z -z -z
2m N*Z—l

2sin(z/2) 2%

Donc g est continue en 0. De plus, g est continue sur [0, 7] comme composée de fonctions continues.

En conclusion,

‘ g est continue sur [0, 7] ‘

b) Pour tout x €]0,7], g est € comme composée de fonction €7, et

J(z) = (£ - 1)(2sin(x/2)) — (§ — @) cos(z/2)
(2sin(z/2))?

Etude en 0 : Utilisons le théoréme du prolongement €. (Avec les DL. il ne vous arrivera jamais de
mésaventure. A condition d’étre soigneux : le dernier o(x) de la premiére ligne est fondamental.)

Cherchons la limite de ¢’ en 07 :

T x 2 x T T 2

& - nEsin() — (2 —ayeosh) = (E-12(E + o)) ~ (2~ )1 +o(a))
= —x+2*/n—2%/©21) -z + o(z?)
= 2?/(27) + o(z?)

[\

~ a%/(2m)
z?/(2m
Or (2sin(x/2))? ~ 2%, donc g(z) ~ {1:(22) = %

Ainsi, lim+ g(x) existe et est finie, donc, comme g est continue sur [0, 7], d’aprés le théoréme
z—0

du prolongement ¢*,
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g est €1 sur [0, 7

( - x) cos(kz) dz

= / (; ) Z cos(kz) dz (par linéarité de I'intégrale)
0

3:7 ) sin(nx/2) cos((n + 1)x/2) d
27 sin(z/2)

5) a) Soit n € N*. D’apres 1),

(d’apres 2)
= = /0 2sin(nx/2) cos((n + 1)z /2)g(x) do

De plus, 2sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b), donc

2sin(nx/2) cos((n + 1)x/2) = sin((2n + 1)x/2) + sin(—z/2)

Ainsi,
"1 . .
2—2 = /(sm((2n+1):1:/2)—sm(:r/2))g(:v)d:v
bt 0
1 (2 1
= —5 wdx+/ x) sin n—;— ) )dac
1 7 22 2
— [ = —, 1 1 N
Or 2/0 5 z dx g Conclusion
"1 x? m (2n+ 1)z
- 4 in(————~)d
2@ + ) gty (F55) ds

L’idée est toujours la méme : souvent, on ne voit pas a priori pourquoi on obtient ce résultat. Il faut se
laisser porter par les questions du sujet — ou a-t-on calculé E = ? On cherche toujours un stylo a la
.2

main, et non les yeuzr dans le vague.

b) D’apres 4)b), g est €' sur [0,7]. Donc d’aprés 3), avec m = (2n + 1)/2 ot et ¥ =g,
n—-—+0o0

m 2 1
lim / g(x)sin (M) dz = 0. Par conséquent,

n—-+oo /o 2
==—
k:lk 6

FIN DE L’EPREUVE
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