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Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (BECEAS 2021)

1) Soit n € N*. Effectuons une intégration par parties. Vérifiez vos primitives

u=sinx u = cosz
v=rcos?" x v =—
Ainsi,

(2n — 1) sinz cos® 2 z

wm

/ cosz cos® Lz dx
2 . p— .
[smx cos® x} + (2n — 1)/ sin? z cos?" 2 Or sin? =
0

=1—cos
=0+ (2n—-1) (/ (cosz)? 2 dx — /E(cos z)%" d:n)
0 0

Car2n—-12>1

Bl

[=RCE]

z dx

[VE]

2

Conclusion :

\vneN*,

Cp = (20— 1)(Ch1 = Cy) |
2) Soit n € N*. D’apres le calcul du 1)

™

/Of(sin z)?(cos )" 2de =Cphy — Cp = Cn

T o1
De plus, I'égalité trouvée au 1) entraine C,, = (2n — 1)Cy,—1 — (2n — 1)C), puis
2n — 1
Cn = Cn—l
2n
C’est la question 2. On cherche a relier C,, et Cp_1 (méthode :
en fonction de C,,—1 (méthode

bien comprendre le but). Donc on exprime C,
:méme si on ne :
Ainsi, en remplacant :

voit pas ot le calcul va, essayer de le faire)

us

Vn € N¥, /i(sin z)?(cos z)?" % dx = Ch Ch_1
0

m—1  2n
3) Soit n € N*. Effectuons deux intégrations par parties successives

u = cos’™ x v = —2nsinz cos?™ !
v=2a

T
v =1
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4)

5)

Alinsi,

3
C, :/ 1 x cos®™ z dx
0

2n

T ud

2 2 . _

= [l’ COSzn $:| 0 + Qn/ X S1N T COS 1 x dx
0

us
= n/ (2z) x (sinxcos%*1 a:) dz
=sinzcos™ 'z o

2 /:21‘

<

V=2

T jus

. 1 12 2
z? sin x cos?" ! m} — /
0 0

™ ™

x? ( cos?™

0

s

2n —1) /2 23(1 — cos® x) cos® 2 ¢ dx
0

= —n(Dy n—l)(anl—Dm)

( 530 cos? xdx—(2n—1)/§xQSin2xcosgn

= cos?™ x — (2n — 1) sin® z cos

2y dz

2n

-2

x

— (2n — 1) sin? z cos® 2 :L") dz

D’ou, en développant,

Vn € N*,

Cpn=(2n—-1)nD,_1 —2n’D,,

1
Soit n € N*. Isolons — : d’apres 3,
n

Comme cos>"

nulle :

Le probléme est toujours « comment chercher,

est positive, continue et non identiquement nulle sur [0,7/2],

comme 1% # 0,

Ch

n2

(2n — 1)nDyp—q
n2

- 2D,

Iintégrale C), est non

1 (2n—1)nD,— 2Dn
n2 n2C, C,
comment avoir des idées ».

Ici, étudions que ce mous avons

obtenu naivement, en ayant toujours écrit bien explicitement en bas du brouillon le but, la formule a montrer.

Et cherchons ce qui bloque.

Le morceaw « —2D,,/C,, » est parfait. Par contre le premier membre ne convient pas, il nous faudrait du C,,_
n n . ? . n—1

et non du C,,.

Nous sommes a la question 4 : regardons un peu plus haut si on ne nous donne pas une formule reliant C,, (ce

qu’on a) et Cp—q (ce qu’on veut).
C Ch—
D’apres 2, L= 1, d’ou
2n —1 2n
1 2n—1 nD,_1 D,
o _9n
n2 C, n? C,
_2n nDp_1 B 2&
- Ch n? Ch
— 2Dn*1 _ 2&
Cnfl Cn
Conclusion :
1 D,-.1 D
Vn € N¥, :2( " —”)
" n2 Co1  Cy
a) Posons, pour tout réel = € [0, g], f(z) =sinx — —uz.
T
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La fonction f est ' sur son domaine de définition, et Vz € [0,7/2], f'(z) = cosz — =.
T

La fonction cos est continue strictement décroissante sur [0,7/2], cos0 =1 > 2/m et cosm/2 =
0 < 2/7. D’ott le tableau de signe suivant pour f’, qui entraine le tableau de variation de f :

x 0 o /2
f'(z) + 0 -
fla)
f 0 / \ 0

Ainsi, f > 0 sur [0,7/2]. Conclusion :

2
VxE[O,E], sine > —x
2 s

b) Soit n € N*. D’apres ci-dessus, pour tout x € [0,7/2],
T

0<z < 5 sinx
D’ou, par croissance de t — 2 sur Ry (bien penser a vérifier et signaler que tout est positif),

2
™ .
z? < Zsm2m

En remplacant, comme cos®” > 0 et par croissance de 'intégrale,

2 .z
T 2 .
D, < T / sin? z cos®” z, dx
0

3 Ch—
Or d’apres 2), /2 (sinz)?(cosz)*" 2 do = —= L donc en décalant les indices :
0
™ C,
Vi eNL Do s Sroms
6) D’apres 4), pour tout n € N*,
1 "/ Dy_ D
Y= (G- o)
k=1 k=1 > k-1 k
D D
=2 (C(()) - C’:) (somme télescopique)
) 3
Or Dy = 7[x3]g/ =51 et Cy 5 donc

Dy 2m°x2 7?

Co  24m 6

D’apres 5, comme Cy, > 0 (établi au 4, cos > 0 sur [0,7/2]),

2
o ™ 1
Ch 8 n+1

Donc, par encadrement, (D,,/C;,) converge vers 0. Conclusion :
S
k26

k=1
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Exercice 2 (Ecoles de commerce)
A. Etude de la fonction f

1) Etude de f en 0.

z? 23
a) e‘”—lzm—l—?%—?—ko(:c?’)donc
T 1 v x? AN 9 r  2? 9
=1 14212 1o 576 +<2) + o(z”) 5+ 15 o)
b) e Pour tout z £ 0, f(z) ~ £(0) = = —1 = —%+ 1 oa) = of1)
o r — = S — _
our tout x , flx e 5 T 13 tol 0
Donc f est continue en 0.
Pour tout o # 0, f(z) — £(0) = = 1= 2 + % 4 oa?) = —La +o(0)
e Pour tout z x) — = —1l=——+4+—+o0(x")=—=z+o(z).
’ er —1 2 12 2
1
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = —3
1
e On ne peut rien déduire de plus : la fonction z +— 22 sin (2> admet un DL a l'ordre 2 en 0
x

mais n’est pas €.
c) La fonction f est de classe €' sur R* car composée de fonction de classe €1 sur R*. Pour tout

x #0,

e —1—ge® 1+z+% to@@?)—1-z—a> —la? 1

f/(CC) = (e“” — 1)2 - (ex — 1)2 ~ 2 - _5 = f’(O)

Donc f’ est continue en 0, et f est €' sur R.

, 1
d) Equation de la tangente T" & (C') au point d’abscisse 0 : y =1 — 5%

1 1
D’apres la question A.1)a), f(z) =1— 5o+ EZ‘Q + o(z?).

1
Puisque ExQ > () pour tout  dans un voisinage de 0, la courbe est au-dessus de la tangente.
2) Variations de f.

a) Pour tout z € R, ¢'(z) = ” + xe” — e” = ze”. Donc ¢’ est du signe de z et il vient

x —00 0 400

g'(x) - 0 +
1 +00

0
signe
de () + 0 +
b) D’aprés le calcul de la question A.1)c), f/(x) = —(f(x)l)Q. Donc f’ est du signe de —g sur R*.
e —

De plus, d’aprés A.1)b), f(0) < 0. En conclusion, f < 0 sur R et f strictement décroissante.

x
c) Au voisinage de +00 : f(z) ~ — — 0 et f > 0 donc (C) admet une asymptote d’équation y = 0
e
et est au-dessus de celle-ci.
Au voisinage de —oo : u = ¥ — 0 lorsque £ — —oo donc

f(;r)z—:c( ! )z—x—xex—i-o(a:e””)

1—e*
Ainsi lim f = 400, de plus (C) admet une asymptote d’équation y = —z et est au-dessus de
—o

celle-ci (car —ze® > 0).
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d)

B. Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f.

1) Cherchons les a € R tels que f(a) = a.

f(0)=1+#0donc a # 0, et f(a) = eaa—l'

fla) =a <= =l<=e*=2<= a=1In(2)

e*—1
La fonction f admet don un unique point fixe, o = In(2).
2) a) Pour tout x € [0, +oc[, posons ¢(z) = e** — 2ze” — 1.
La fonction ¢ est € et ¢/ (x) = 2** — 2% —2ze® = 2(e® —1—z)e®. En dérivant z — e —1—z on
montre que cette fonction est strictement croissante sur Ry et donc que e* —1—xz > —1-0=0
pour tout z € R;.

Ainsi ¢’ > 0 et ¢ est croissante, donc ¢(z) > ¢(0) = 0 pour tout = € Ry :
Vo €[0,+oo] ¥ —2xe” —12>0
(on peut aussi astucieusement factoriser par e”, et I’expression s’étudie beaucoup plus rapidement)
b) Soit z €]0,4o00|, d’apres la question précédente

1 e* —2ze* —1
! e S )
Fa)+35= S 1y
1
c) f(0)= ) € [~1/2,0[. D’apres A.2)a), f' <0, et d’apres la question précédente, f' > —1/2 sur
R% . En conclusion

< fl(z) <0

DN |

Va € [0, +o0| -

d) Soit n € N. La fonction f est continue et dérivable entre u,, et «, donc I'inégalité des accroisse-
ments finis s’écrit

[f (un) = fla)] < (sup |f'(2)])|un — of

xel

1
Ou I est l'intervalle de bornes u, et a. Puisque sup |f'(z)| < sup |f'(z)] = = d’apres ),
zel rERL 2

1
VneN  upsr —af = |f(un) = fa)] < Slun —

3) Montrons que la propriété :

est vraie pour tout n > 0.
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e 1y est vraie par hypothese.

o H,, = Hyuy1 : Supposons H(n) vraie. Donc, d’apres la question précédente, il vient

1 1
[unt1 — af < §|Un —al < W'l — o

Et H(n + 1) est vraie.

1
e Conclusion : Vn > 0 |up, — af < Q—n\l -«

4) lim — —0donc lim | | = 0 et la suite () — 2
n_l)l}_loo 2TL = onc n_l)l}—loo Un ol = € a sulte (uUn COnVerge vers o = 1n 2.

Exercice 3 (CCINP TSI 2021)

Partie 1 (Etude de la fonction g)
1) Calcul de g(1) :
g(l) — e1lr11 — 60 -1
Dérivabilité de g : La fonction In est dérivable sur I et I’exponentielle est dérivable sur R, donc g :

z > e®"% est dérivable sur I produit et composée de fonctions dérivables.

2) Dérivée : posons u = xIlnz pour tout x € 1.

1
Veel, ¢(z)=ve"=(nz+zx =) =(1+Inz)e”"®
x

Limites : Par croissance comparée, lim zlnz = 0. Donc lim g(z) = 1.
r—0 z—0
Par composition, lim g(x) = 4oc.
Tr—+00

Tableau de variation de g :

x 0 e ! +o0
1+Inx - 0
f'(x) - 0
1 400
f \ (™) /
gle

Gardez aussi un tableau de variation au brouillon, ou vous placez toutes les informations : par exemple, ici,
x=1etg(l)=1.

3) L’équation de la tangente en z = a est y = ¢'(a)(z — a) + g(a) : c’est la droite de pente ¢'(a) et qui
passe par le point x = a, y = g(a).
Donc, ici, d’apres ci-dessus, comme ¢'(1) = (1 + 0)g(1) = 1,

y=1z

4) Représentation graphique :
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5) D’aprés le graphique, comme demandé par énoncé, g(e™!) < g(z) < 1 pour tout z €0, 1].
Le tableau de variations, complété avec la valeur de g en 1 donne ce résultat plus rigoureusement.
De plus, 0 < z < 1 entraine Inx < 0 puis 0 > zlnx > Inz. En passant a 'exponentielle, il vient

1>g(x) 2=

En particulier, e 7! < g(e™1).

En intégrant cet encadrement, il vient

1
e ! g/ g(x)dz <1
0

1

Or g n’est ni constante égale a e, ni constante égale a 1, donc

1
671</ z¥dx < 1
0

1
Partie 2 (Une approximation plus précise de / x® dx)
1) Calculs d’intégrales. °
a) Soit n € N.

xn-}—l 1

n-+1

n+1

0

1
/ " dr =
0
b) Soit (n,k) € N* x N.
Sik=0, hpo(z) = 2" et il n'y a pas de probleme de définition en 0. Comme n > 0, hy 0 se
prolonge en 0 par 0.

Si k > 0, pour tout = > 0,
B () = (2% In z)*

Par croissance comparée, lir% xz%Inz =0 car a« = n/k > 0. Donc, par composition (k > 0),
z—

lim 2" In*z =0
r—0

Conclusion :

La fonction hy, j est prolongeable par continuité en 0 par 0




DST 1

c) Soit (n,k) € N* x N*. Cest un caleul classique, ainsi que le d.

La fonction naturelle que 'on sait primitiver, c¢’est x — x™.

n+1
U = ac u =z
Posons : n+1 i
= (Inz)* v = Z(lnz)k?
x

L’intégration par parties s’écrit

1 xn+1
/ 2"(Inz)* dz = (Inz)®| — "(Inxz)* ! dz
0 n—+1 0 n+1
= n+1 ln:nlC Lz D’apres b
Ainsi,
1
n(] k‘ — 1 k‘ ld
/0 2" (lnz)"d n—l—l (Inx) x

d) Soit n € N*. Montrons par récurrence que la propriété :

Hy : /01 2" (Inz)* do = (—l)km

est vraie pour tout £ > 0
e Hp : est vraie d’apres a.

e Hj = Hp+1 : Supposons Hy vraie.

1 k 1 1
/ 2" (Inx)**t de = — + / 2" (Inz)* 1 dz D’apres ¢, car k+ 1 € N*
0 n+1Jo
E+1 & k!
= — X _1 - D’ py
m—rm (—1) e apres Hy,
— (_1)k+1 (k + 1)'
(n + 1)k+2
Donc Hyy1 est vraie.
Conclusi >0 (1 — (—p—"
e Conclusion : / (Inz) = (-1) (o 1)FH
v ) 1 i k! 1 Adnsi
e) Pour (n,k) = (0,0), /0 2"(lnx)" de = /0 dz =1, et (—1) (n 1 D = 1(O—|— L = 1. Ainsi,
cette égalité est encore vraie.
tTL
2) a) Soit ¢t € [0,1]. Comme ngrfw i = 0, par majoration ngrfw R, (t) = 0 puis, par linéarité de la
limite,

b et

e = Z(—l) g

k=0 :

D’apres le tableau de variation de la question 1.2 puis la composition par la fonction (croissante)
logarithme, ou par une étude directe des variations de z — xInz, on obtient

Vo €]0,1], —1<zlnz<0
Donc, en posant t = —x Inz € [0, 1], 'égalité précédente s’écrit
+o00 k
1
Ve €0.1], gla) = oo = 30 IS
k=0 :
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b) Attention! Attention! On ne rentre jamais une limite dans une intégrale sans théoréme (ou sans justifica-

tion soigneuse). Cf. le cours sur les suites et séries de fonctions, et ses nombreur exemples.

Pour tout = €]0,1, t = —zInx € [0, 1] et on peut donc écrire
B 2 (zlnz)”
Ry (—zlnz) = g(z) — ,; BT

En intégrant cette égalité entre 0 et 1, il vient, par linéarité de l'intégrale (somme finie) :

/Oan(—xlnm)dm:/Olg(:n)dx—é/ol(xlzlx)kd

L’inégalité donnée par 'énoncé (conséquence du critére des séries alternées, que l'on verra plus tard)
s’écrit (—olng)" .
—rinT
Vn e N, Vz €]0,1], |R,(—zlnz)| < — < ]

Puis, en utilisant ’inégalité triangulaire dans l'intégrale :

1
Vn € N, —zlnz)dz </ |Rp(—zInx)| dz
11 1 . .
< / —dr = — Ne garder que ce qui sert
o n! n!

Ainsi, par majoration, lim / R, (—xInz) dx = 0. Finalement,

TL—)OO
/x da:—Z/ xlnx

c) D’aprés 1d et le,

vieN, [ (zina)f do = (—1)k—
€ ,/0($n37) x—(—)m
En remplagant dans I’égalité obtenue au b, il vient
1 +00 (71)k
/ ¥ dx = Z _—
k+1
0 i (k+1)
1 +oo (_1)n—1
Cette égalité s’écrit aussi, en décalant et renommant les indices, / ¥ dx = Z -
0 n=1 n
Exercice 4 (BECEAS 2021)
1) Preuve avec la fonction Beta
a) On integre par parties :
1
B (n,p) :/ (1 — t)pdt
0
thrl
= (1—t)P / —t)PLde
n 4+ 1
- P p 1,p—
Bt lp—1)
Montrons par récurrence que la propriété :
! n!
Hi: Blnp) = B(n+ k,p— k)

(p—k)! (n+k)!

est vraie pour tout k € [0, p].
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e M : est vraie par hypothese.
o Hjp —> Hypy1 : Supposons Hy vraie, et k < p.

_p! n! B
p! n! p—Fk

" (k) (n+k)!n+k+1B(n+k+1’p_k_ 1) D’apres ci-dessus
p! n!
= B k+1,p—k—1
k-l nr ko TETLD )

Donc Hy41 est vraie.

| |
e Conclusion : Vk € [0,p] B(n,p) = v f/{)' o i'k)!B(n +k,p—k)
En appliquant la relation obtenue pour k = p, il vient
n!p! n! p!
B(n,p) = B(n+p,0) = ———
(np) = G P20 = T
b) Soit (m,n) € N* x N.
'(m —1)! 1
nim = DV _ / M1 — " dt
(n+m)! 0
1 n
= / tmt Z (n) (—1)Ft* at (formule du bin6éme)
0 k
k=0
n 1
=3 " (—1)k/tm+k‘1dt Orm>1ldoncm+k—1>0
o \F 0

- (n) (=1)F
_Z<kz>m—|—k

2) Preuve avec des différences finies

b
Il
o

a) Soit u = (up)pen+ € RY". Montrons par récurrence que la propriété :

Ho:  Vpe N, <A“<u>>p=fj<’;><—1>"—’fup+k

k=0
est vraie pour tout n > 0.

0
0
e Hy : Soit p € N*. Z <k>(—1)0_kup+k = Up.

k=0
e H,, = H,11 : Supposons H,, vraie. Soit p € N*.
n - n n—
(A" u))p = (k:) (=)™ " A(u)pi (Hn)
k=0
n n .
-2 (k) (1" (upsess = upi)
k=0
n n - n n .
= Z <k> (=1) k“p—i—k—i—l - Z (k) (=1 k“p—i—k
k=0 k=0
Lax gy " (n
= (k - 1) (=)™ "+ > <k> ()"
k=1 k=0
n n n— n
= Up+n+1 + Z ((k _ 1> + (k)) (_1) k+1up+k + (_1) +1up
k=1
n+1
= Z (n—]: 1) (=) R, g, Formule de Pascal
k=0

Donc H, 41 est vraie.

10
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e Conclusion : (Vn >0 VpeN*, (A"(u)), = Z (Z) (=) Fuy,
k=0

b) D’une part, par récurrence sur n (a faire), on obtient que

(p—1)In! B

e AT =

1)".
D’autre part, la question (2.a.) donne

n — - n n— L
A(“)p‘,g)(k)(‘l) e

En égalant les deux termes, on obtient I’égalité (£).

FIN DE L’EPREUVE
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