Lycée St Joseph Lundi 3 septembre 2018
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (ESC Chambéry, ECT)

0 2 2 0 0 0
1) a) Lecalculnousdonne B=A—-3I3=[ 1 0 0|,B*=|0 2 2 |etB*=0.
-1.0 0 0 -2 —2

b) Pour tout entier k > 3, B = B?BF3 = 0.B*3 = 0.
2) A =3I3+ B. Or I3 et B commutent, donc on peut écrire la formule du binéme de Newton : pour

tout entier n > 2,

A" = (313 + B)"
n n
— Z <k> 3n—kI§Lkak
k=0

2
= (“) 3n—k gk (B¥ =0si k > 3)

Sin =0, A’ = I3, la formule est vraie; et si n = 1, on retrouve aussi la bonne formule, puisque le
terme en n(n — 1) s’annule.

3) a) On trouve la relation de récurrence suivante : X, 11 = AX,,. La récurrence est laissée en exercice
au lecteur (mais il faut la faire! puisqu’elle est demandée).

b) Pour tout n € N,

X, = A"X,=3" <13 + 2B+ ”(”_1)B2> X0
3 18
Un, n n(n—1) 2+2n/3
Donc v, | = 3" (Xo + gBXO + 18B2X0> =3"|1+2n/3+n(n-1)/9
Wy, —2n/3 —n(n—1)/9

Ainsi
e u, =3"(2+2n/3) et a pour limite +00;
e v, =3"(1+2n/34+n(n—1)/9) et a pour limite +00;
o w, =3"(—2n/3 —n(n—1)/9) et a pour limite —oo.
Exercice 2 (CAPES)

A. Intégrales de Wallis ccite partie est extrémement classique, donc d connaitre.

Pour tout entier naturel n, on pose W,, = / * cos™ ¢ dt.
0
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1) a) Soit n > 0. On effectue le changement de variable ¢ = g —u.

Donc cos(t) = cos(m/2 — u) = sin(u) et dt = — du.

Ed 0 3
an/Qcos"tdt:/ sin”U(—l)du:/2sin”udu
0

3 0

n

Remarque : t est une variable muette, comme k dans Z Elle n’existe qu’entre / et dt.
k=0 i

Ainsi on peut réutiliser cette variable un peu plus loin : / Csin"udu = /_ sin™ ¢ dt.

J0 J0
2
Conclusion : |W,, = / sin™ ¢ dt
0
3 T 3 .z
b) |Wy = 1dt = 5 et Wy = costdt = [sint]§ =1
0 0

Pour tout n € N, pour tout t € [0,7/2], cos" t > 0. Donc par croissance de l'intégrale, W,, > 0.
Supposons que W,, = 0. Puisque ¢ — cos" t est continue, alors cos™ t = 0 pour tout t € [0,7/2],
ce qui est absurde (par exemple cos0 = 1).

Ainsi, ‘ W, > 0 pour tout n € N. ‘

c) Soit n > 2. Effectuons une intégration par parties :

W, = /5 cos" tdt = /é(cos t) x (cos™ 1 t) dt
0 0

= [(sin t) x (cos™ ! t)]f - /g(sint) (—(n —1)(sint)(cos™ 2 t)) dt

0
:(n—l)/o

=(n-1) /2 (1 — cos®t) cos" 2t dt
0

(VB

(sin?t)(cos™ 2 t) dt

Bl

=(n—-1)W,_oa—(n—1W,

Ainsi, pour tout entier n > 2, ‘an =(n—1)Wp_a. ‘

d) Posons, pour tout n > 1, u, = nW,,W,,_1. Alors, d’apres la question précédente, pour tout n > 2,
Un = (an)Wn—l = (n - 1)Wn—2Wn—1 = (n - 1)Wn—1Wn—2 = Unp—1

T
La suite (up), est donc géométrique de raison 1 et de premier terme u; = WyW; = 5

, . T
Par conséquent, | La suite u,, = nW,,W,,_1 est constante de valeur 3

2) a) Pourtout t e [O, ﬂ,
0<cost <1

Donc pour tout n > 0, cos™t > 0 et

0<cos" Tt < cos™t

En intégrant cet encadrement, il vient W,,11 < W, c’est-a-dire ‘ (W,,) est décroissante.

Soit n > 2. D’apres 1)c), nW,, = (n — 1)W,,_s. Ainsi, puisque (W,,) est décroissante,

n—1 n—1

Wn—l < Wn—Q = Wn < Wn—l

Puisque Wy > 0 d’apres 1)b), il reste a diviser par W,,_1 et constater que I'inégalité est vraie en

n—1 w,
n=1:|Pourtout n > 1, —— < n
n

<1

n—1




DST

b)

U
Rappel : Pour des suites non nulles au voisinage de +00, u, ~ v, <= lim — = 1.
Un
2

D’apres 1)d), nW,W,_1 = g pour tout m» > 1. Donc W = —nW, et 'encadrement de la
n—1 T

question 2)a) s’écrit :
n—1

2
< SaW2 <1
n 7'('

. 2 . T
Donc, par encadrement, lim —nWﬁ = 1, c’est-a-dire WT% ~ — et, comme W, > 0,
n—-+oo T 2n

T
W, ~ ¢ —.
" 2n

B. Formule de Stirling

1) a)

b)

d)

Pour tout n € N*,

Unt1 (n+Dlemtt  ny/n n"\/n ( n )”‘Fé
= = e

- n+1

Un, (n+1)ntly/n+1 nlen (n+1)”\/n+16_

n+ i
Unp+1 n 2
Donc | 241 — ( > e
Uy n+1

Comme, pour tout n € N, n > 2, v, = In ( tn ), d’apres 1)a)

Up—1
s () ) = (o (- 3 4

Finalement : |v,, = (n — %) In (1 — %) +1

Comme on ne précise pas la formule a obtenir, du moment que vous avez simplifié les factorielles et un

peu débroussaillé le reste, ¢ca va. Le but est de faciliter l’obtention du DL a la question suivante.
u? u?
Le développement de In(1 — u) en 0 est In(1 —u) = —u — 73 + o(u?).

Un peu de tactique : si on vous le demande a ['ordre 3, c¢’est sans doute qu’il sert a l'ordre 3. Et non 2.

Ainsi, il vient :

. 1 1
Conclusion : | v, = ~1on2 + O(ﬁ>

11
12 ' n2’

1
Or Z — est une série de Riemann convergente (o =2 > 1).
n

D’apres la question précédente, |v,| ~

Ainsi, par équivalent, la série E vy, est absolument convergente donc convergente.

Conclusion : | La série E vy, est convergente
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n n
f) La série ZU" est télescopique : Z v = Z (lnug — Inug—1) =Inu, —Inuy = (Inw,) — 1.
k=2 k=2

Or cette série converge, donc ‘ (Inuy,), converge vers £ € R‘

Par continuité de la fonction exponentielle, | la suite u,, = en(un) converge donc aussi |, et sa limite
est K =e! > 0.
Comme K > 0, liIJIrl u, = K peut s’écrire u,, ~ K, c’est-a-dire

n—-+0oo
nle”
= ~ K
tn n"/n
La compatibilité des équivalent avec le produit nous donne
n
nl ~ K <n> vn
e
2) a) Montrons que la propriété :
(2p)! 7
o Wey = —
est vraie pour tout p > 0.
0!
e Hy D’apres 1)b), Wy = (200|>2 5 donc H(0) est vraie.
: (2p)! m
e H,, = Hp41 : Supposons H(p) vraie : Wy, = (2rpl2 2 . Alors
2p+1 .
Wapt1) = Wapra = m (dapres 1)c))
_ 2p+1 (2p)! m
2 +2  (2rph)2 2
_@p+2)Ep+l) (29! 7
(2(p+1))? (2vp!)? 2
e+
(2rti(p+1))?
Donc H(p + 1) est vraie.
2p)!
e Conclusion : [Vp >0 Wap = (;p;))Qg
D 1)d), tout p > 0, W T 1 A
apres our tou — insi
p p p = 2p+1 = 5 (2p + 1)Wa,
™1 (2rph)?2 _ (27p!)?
Wapi1 = 5 X - =
2 2p+1  (2p) ™ (2p+1)!

b) D’apres B.1)e),
pl~KpPe ™ /p et (2p) ~ K2p®e ?\/2p
Donc d’apres B.2)a)

2p)! m K(2p)*e*2pm K y 22p y p2Pt1/2 y e 2P " ™2 V27 [T
)22 ™ @Ko pE 2 K2 9w X e X em Ty = R\

V2
c) D’apres B.2)b), Wy, ~ —ﬂ, /1. De plus, d’apres A.2)b), Wy, ~ 1/41.
P
\/2
Donc, par transitivité, ,/1 7T1 / , et ainsi | K = V27

Way, =
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En conclusion,

n
n! ~ <n> 2mn
e

C’est ce qu’on appelle la formule de Stirling. Elle est a votre programme : le résultat est du cours.

Exercice 3 (PT 2014 C, partiel)
Partie 1

Certes vous rentrez de vacances. Certes, c’est le troisieme exercice. Mais vous devez savoir faire les deux premiéres

questions. Méme fatigué.

1) a) La fonction R, est dérivable car composée de fonctions dérivables.

VieR R’(t)—et—iktk_l—et—itki_l—et—nilﬁ—R(t)—i-ﬁ
e = K B = (k—1)! k:ok!_ " n!
tn

Ainsi, | R, est une solution sur R de 1’équation différentielle /' (t) —y (t) = —

b) La solution générale sur R de (&) est ‘t — Ael avec \ € R‘
c) Méthode de variation de la constante. Soit y(t) = A(t)e’ une solution de (&).

y solution de (€) <= N(t)e' + A(t)e! — A(t)e! = —
n!
P
— N({) = 1€
by
= )\()—)\(0):/0 e du
Donc les solutions de (€) sur R sont de la forme
t "
y(t) = Ae' + et/ —e “du
o n!

d) R, est la solution de (£) pour la condition initiale y(0) = R,(0) =1—-1=0.
Par unicité de la solution d’une équation différentielle d’ordre 1 avec une condition initiale, R,, = y
avec y(0) =0 = A + 0. En conclusion,

t ,n

vte R Rn(t):et/ Loemvdu
o n!

e) Soit t € Ry. Comme, pour tout u € [0,¢], 0 < u < ¢, tout est positif et il vient

t ,n
_t uf —u
\Rn(t)]—e/o € du

De plus, pour tout u € [0,t], e * < 1, donc

En conclusion,

tn+1et
V¢ € R R,(t)] € ———

Pour obtenir une majoration d’intégrale, on commence par rentrer les valeurs absolues dans intégrale (ici
tout est positif, donc il n’y a rien a faire), puis on majore dans l’intégrale un des morceaur qui nous géne

pour le calcul.
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2)

f)

a)

b)

d)

Soit t € Ry. D’apres e),
tn+1et

(n+ 1!

On veut montrer que le majorant tend vers 0. Qualitativement, c’est la factorielle qui [’emporte. On garde

[ Bn(t)] <

donc un bout de factorielle (n+ 1) pour tendre vers 0, et on étudie ce qui reste (1" /n!). Borné suffira.
n+1

Posons u,, = pour t # 0. Pour tout n € N, u, > 0 et

n!

U i — 1) ¢
U, nltr n n—4oo

Un4-1

Donc a partir d’un certain rang ng, < 1. Puis, toujours pour tout n = ng, tnp+1 < Uy < Upy.-

Ainsi, !
et 1 o1
(n—}—l)! - n —+ 1un = n+1un0 n—+4o00

Vn)no, 0< 0

Finalement, par encadrement, lim R, (¢) = 0. Ce qui s’écrit aussi
n—-+oo

Vt€R+ GZI;]E

Vn € N* w1 — up = > 0, donc ‘ (up,) est strictement croissante‘

Vn € N*,

(n+1)!

1 1 1 nr+)+n—(n+1)* 1
vnﬂ_vn_(n+1)!+(n+1)!(n+1)_m_ (n+Din+n (”+1)!(”+1)”<0

donc ’ (vn) est strictement décroissante‘

D’apres a), (uy,) est croissante, (v,) décroissante, et de plus

0

Uy — Uy = ——
" " nln nooo

donc ’ Les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes‘

Par conséquent d’apres le théoreme des suites adjacentes,

‘ (up) et (v,) convergent vers la méme limite ¢

L' — . Ainsi,

De plus, d’apres la question 1)f) pour ¢ = 1, (u,) converge vers e
{=e

Comme (u,,) est strictement croissante, pour tout n € N*, u,, < e.
De méme, (vy,) strictement décroissante, donc pour tout n € N*, e < v,. En conclusion,

Vge N, wu,<e<u,

| 1 ¢!
Pour tout &k € [0, ¢], % € N, donc Ny = qlu, = % eN.
! k=0 "

1
En multipliant I’encadrement du c) par ¢! et en remplacant e par P, Ny <(g—1)lp < Ny+ -
q q

Or dans les entiers, a < b entraine a + 1 < b, ainsi ’encadrement s’écrit

Ne+1<(g—1Dp<Ny+ <Ny +1

&{»Q\»—k

Ce qui est absurde : par conséquent, ‘e est irrationnel
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Partie 2 1) Continuité, dérivabilité :

2)

3)

La fonction g est continue et dérivable sur ]0, 1] comme composée de fonctions € sur |0, 1].

En 0, par croissance comparée, lim g(x) = lim zlnz =0 = ¢(0), donc g est continue en 0.
z—0t+ —0t

x
—g(0
De plus M =lnzr —— —o0
z—0 z—0t

En conclusion, ‘La fonction g est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1] mais pas en 0.

De plus, la courbe 4, admet une tangente verticale en 0.
Variations : Pour tout z €]0,1], ¢'(z) = (Inz) + 1.

x 0 e ! 1
J(z) - 0 + 1
0 0
; \ /
_e L

Pour vérifier vos calculs, par exemple le signe de la dérivée : tester quelques valeurs, par exemple ici v = 1 (qui

sert pour tracer la courbe, en plus).

g(x)
|
| \ / m
D’apres le tableau de variation précédent, inf g(z) = —e et sup g(x)=0.
z€[0,1] 2€[0,1]
Donc | M = sup |g(x)| existe et M = max inf g(z)|,| sup g(x)‘ =t
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

Si on ne nous demandais pas la valeur du mazimum, nous aurions pu nous contenter d’appliquer le théoréme
« |g| continue sur le segment [0,1] donc est bornée et atteint ses bornes ».

Comme g est décroissante sur [0, e_l], —g est croissante sur cet intervalle.

Montrons que, sur |0,e"!], 2 < —g(z) :

Soit h(x) = x+g(x), h est dérivable sur |0, 1] d’aprés 1) et '(z) = 1+ ¢'(x) = 2+1Inz. D’ott le tableau

z |0 o2 o1

° liIJ]rrlh =0
0 W (z) - 0 + 1

e h(e7})=0

Donc Va €]0,e™ ], h(x) < 0, c’est-a-dire = < —g(z).
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Montrons par récurrence que la propriété :
-1
Hp: to<tp <tpi1<e

est vraie pour tout n > 0.
e Ho : D’aprés ci-dessus, x < —g(z) sur |0, e~ '] donc en particulier pour t. Ainsi tg < —g(to) = t1.
De plus, d’apres le tableau de variation de g, Vx € [0, 1], —g(x) < e . Donc t; <e L.
Finalement : tg <tp <t < 671, et Hg est vraie.

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie : tg < t,, < tpy1 < e !

—  —g(to) < —9(tn) < —g(tns1) < —g(e™!) (en appliquant —g, croissante sur |0, e~ '])
= t1 <tni1 <tppo <e !
— to <ty <tpyr <t <e! (Ho)

Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn >0 to <tp <tpg1 < e !

1
4) La fonction ¢’ est dérivable sur I = [tg,e”'] C R* , et ¢”(x) = —. Cette fonction vérifie 'encadrement

1
Yu el 0<g"(u)<t—
0

Soit x € [tg, e '] fixé. En intégrant cet encadrement entre z et e~ ' (z < e '), il vient

-1

e 1
0< [ J@du=ge)—g@) < e -a)

x 0

Or ¢’(e71) = 0 donc
/ 1 -1
0<—g(z) < (e — )
to

Puis en intégrant de nouveau entre z et e

—1 —1

e 1

0<—gle ) rgl) = [ —gdr< [ et -ndi=
x T 0 0

e

Donc, en prenant des valeurs absolues :

—-1)2
—gle | < lz—e|
l9(e) — g™ < 5

5) Soit n € N*. D’apres 3), t, € I = [tg, e ']. Donc, d’aprés 4), avec = = t,,

B B t —6_12
s — 7] = lo(t) — o)) < 2L
0

Montrons par récurrence que la propriété :

. on
_ e —tlo
Hn: ‘tn—e 1’ <2t0 (27’;0)

est vraie pour tout n > 0.

o Hy est immédiate.
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o H, = Hpy1 : Supposons H, vraie. D’apres ci-dessus,

b e1y2
ltnt — e~ < (tn —e™ )"

Donc en appliquant 'hypothése de récurrence :

2n\ 2 2% 2
1 1 o to o (2t0)2 el — to x o el — to
lthe1 —e | < =— |2t | ——— = =2y | ——
2t9 2t 2t9 2t0 2to

Donc Hp41 est vraie.

1 2"
e —1
e Conclusion : |Vn > 1 Itn — e b < 2t <O>
0

-1 2 el —t >
6) Comme ty € ] e—,e_1 l, [ty — e < ge_l <e!'<1. Donc lim <O> =0.

3 n—-+0o

D’apres 5), par encadrement, lim |t, — e !| existe et égal 0.
n—-+o00

1

En conclusion | La suite (t,), converge vers e

FIN DE L’EPREUVE



