Lycée St Joseph Lundi 4 septembre 2017
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 1

Durée 2 h

L’usage des calculatrices est interdit.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés
ne seront pas pris en compte.

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Exercice 1 .

. . 2im 2t . 2w
Soit le nombre complexe j = e 3 = cos 3 + ¢sin 5

1) a) Calculer pour k =3p, k=3p+1et k=3p+2 oupeN, la valeur de la somme

S(k) =1+ %+ (73"

n
b) Soit P € C[X] un polynome & coefficient complexes, de la forme P = Z apX*.
k=0
Calculer P(X)+ P(jX) + P(j2X), on exprimera le résultat en fonction des coefficients ay, de P.
Indication : On pourra éventuellement distinguer les différents cas : n = 3N, n = 3N + 1 et
n=3N 4+ 2.

2) a) Soit k € C. Développer et simplifier le polynéme
Ry(X) = (X = k)(jX — k)(5°X — k)

b) Soit le polynéme Q(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 3)(X — 4). On lui associe le polynéme T(X) =
Q(X)Q(iX)Q(52X). Montrer que T est un polynéme en X3.

c) En posant Y = X3, déterminer un polynéme H tel que H(Y) = T'(X). Déterminer les racines du
polynéme H(Y).

d) Déterminer de deux fagons différentes les racines du polynéme T

Exercice 2
n(n+1)(2n+1)
Rappel : z k* = .
k=1 6

Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général — converge.
a

7
n

Le but de cet exercice est de prouver que la série de terme général u, = converge
ay+ag+---+an

“+o00 —+00 1
n=1 n=1
1) Etude d’un exemple : pour tout entier n € N*, on pose a, = n(n+1).

1
a) Déterminer «a et [ tels que — = gt p
A, n n—+1

également et que, de plus, on a

pour tout n € N*, puis en déduire que la série de

terme général — converge et donner sa somme.
an

b) Pour tout entier n € N*, déterminer u,, en fonction de n.
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+00
c) Etablir la convergence de la série de terme général u,, et donner sa somme Z Uy, puis en déduire
n=1
I'inégalité (). demandée.
2) Etude d’un deuxiéme exemple : pour tout entier n € N*, on pose a, = n!.
a) Ecrire une fonction Python récursive qui calcule n!
b) Montrer que la série de terme général — converge.
an
1
c) Montrer que, pour tout entier n € N*, on a u, < m
n—1)!
+oo “+o0o 1
d) En déduire que la série de terme général u, converge et que l'on a Z Up < 2 Z —
a
n=1 n=1""
On revient au cas général
3) Montrer, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwartz, que
1 4 n?
WneN, (1424 +n)?< (e +apt o an)(—+ — o —)
ap a2 Qn
4) a) Utiliser le résultat précédent pour établir que
2n+1 1 1 ° k2
Vn € N, EYTENE N o)
a1+ as + -+ ay n (n+1) = ay
N N
2n+1 1
b) En déduire, par sommation, que VN € N*, Z + <4 Z —
o tazttap 1 Ok
- o 2n+1 s .
¢) Montrer enfin que la série de terme général converge puis établir le résultat

a1 +ag+---+an
demandé.

Exercice 3
1) Montrer que, pour tout k € N*,

™ [ 2? 1
/0 (271_ - :v) cos(kx) dz = 72

2) Soit x €]0, 7]. Montrer que, pour tout n € N*,

- _ sin(nx/2) cos((n + 1)x/2)
kzzzl cos(kz) = in(z)2)

3) Soit ¢ de classe €' sur [0, 7]. Montrer que lim / (x) sin(mz) de = 0.
0

m—>—+0oo
4) Soit g : [0, 7] — R définie par
2

Vz €]0, 7], g(x) = 2517;1(;;:2) et ¢(0)=-1

a) Montrer que g est continue sur [0, 7).
b) Montrer que g est €' sur [0, 7].
5) a) Montrer que, pour tout n € N*,

" B - . B 7T2 T . (2n+ 1)(13
]; i /0 2sin(nz/2) cos((n + 1)z /2)g(z) de = 3 +/0 g(z)sin (T) dz

+00 1 71'2
b) En déduire que kX::l =R

FIN DE L’EPREUVE



