Exercices : Suites |

Exercice 1
Soit (uy) € RY une suite.

1) Si (u2,) et (u2nt1) convergent, est-ce que (u,) converge ?
2) Si (u2n), (usn) et (ugn41) convergent, est-ce que (u,) converge ?

Exercice 2
Soit (uy,) une suite décroissante dont une suite extraite converge. Montrer que (uy,) converge.

Exercice 3
Convergence et limites éventuelles des suites suivantes :

2 n
— (—1)"(Inn) D" Ceos [ _ < ff)
1) up, = (—1)"(Inn) 2) uy cos( e 3) uy 1+n z€eR
p 5 2 n
4) u, = % oup € N fixé. 5) up, = <\/ﬁ + gsin n) 6) u, =sin(mrvn?+1)

Exercice 4
1) Soit f: R4 — R définie par f(z) =z + sinz.
Soit (uy) € RY la suite définie par ug €]0, 7| et upi1 = f(uy).
a) Montrer que, pour tout n € N, u,, € [0, 7] (Indication : Montrer f(]0,n]) C [0, 7]).
b) Montrer que (u,) est croissante (Indication : Etude de f(z) — z).
c) En déduire que (u,) converge, et déterminer sa limite.

2) Sur le méme modele, étudier les suites suivantes. On pourra commencer par résoudre f(z) = z pour
distinguer des cas.

1
a) up € R et upy1 = Arctan (u,,) (CCINP). b) uy € R et upt1 = 3(4 —u?)

c) up=1cet upp1 = 1—}—1511&i
2 Up
Exercice 5

1) Soit f: R — R définie par f(x) = cosz. Soit (u,) € RY la suite définie par ug = 1 et upy1 = f(un).
a) Montrer que, pour tout n € N, u,, € [0, 1].
b) Montrer que I’équation f(x) = x a une unique solution dans [0, 1]. On notera ¢ cette solution.
c) Montrer que 3k € [0,1[/Vn € N |upt1 — €| < k|uy, — .
d) En déduire que (u,) converge vers /.

2) Sur le méme modele, étudier les suites suivantes

3

a) up E Ret upp; =€ “» b) ug € R et up11 = W

Exercice 6 (Vrai-Faux)
Soit (uy,) et (v,) € RY. Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse (et le prouver) :

1) (up) majorée = lim wu,, existe.
n—-+00

2) (|un|) converge = (u,) converge.
3) Soit f: R — R n’ayant pas de limite en +o0o. limu, = +00 = (f(uy)) n’a pas de limite en +oc.

4) ngrfoo UpVy = 0 = nglfoo u, = 0 ou ngrfoo v, = 0.
5) (Vn € N |uy| < |v,| et (v,) converge) = (u,,) converge.

6) V(up) up ~ upy1. Puis sous les hypothéses suivantes : 11111 Up = +00; (uy,) converge.
n—-+0oo

7) lim U,=¢eR= lim (U,41 —U,) =0 (et réciproquement ?)
n——+o0o

n——+o0o
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n
8) (Z uk> converge —>

lim wu, = 0. (et réciproquement ?)
=0 ——+o00

n

Exercice 7

4 2
Soit (uy,) € RY la suite définie, lorsque c’est possible, par ug € R et upy1 = %
Un,
1) Pour quelles valeurs de ug la suite est-elle constante ?
2) Montrer que si ug # —2, alors u,, # —2 ¥n € N.
WUy — .
3) On suppose uy # —2 et on définie (v,) € RY par v, = ———. Etudier (v,), en déduire ’expression

Uy + 2
de u,, en fonction de n et finir I’étude de (uy,).

4) Pour quels ug la suite (uy,) est-elle définie 7

Exercice 8

1
Soit a,b € R’ fixés. On consideére les suites définies par { ZO B g et Vn € N, { 1T i(an +bn) )
0= bpt1 = Vanby

Montrer que les suites (a,) et (by,) sont convergentes de méme limite.

Exercice 9
Convergence et limite des suites suivantes :

1) Un:inQZkQ 2) un:(fn)')i

k=0

Exercice 10
Limite et équivalent en +o0o des suites suivantes :

1\" 1\"
1) u, = (1 — 2) 2) u, =e— <1 + ) 3) u, vérifiant encadrement nm < u, < nw + g
n n
Exercice 11 (Oral petites mines 2012)
Pour tout n € N, soit f,, : R — R la fonction définie par f,(x) = 2" — nz + 1.

1) Montrer que, pour tout n > 3, 'équation f,(z) = 0 admet exactement une racine dans |0, 1] et une
racine dans |1, +o00[. On les notera z,, et y, respectivement.

2) Déterminer la limite et un équivalent de (x,).
3) Déterminer la limite ¢ de (y,), puis un équivalent de y,, — £.
Exercice 12

Soit (un), (vn), (ul) et (v],) des suites de réels strictement positifs. Montrer que, si u, ~ v, et u,, ~ v),, alors
Up, + ul, ~ vy, + v,. Contre exemple dans le cas ol les réels ne sont pas strictement positifs.



