Lycée d’Alzon Pour le vendredi 6 novembre 2026
Classe de MPI

Devoir de Mathématiques numéro 2

Exercice 1 (Fonction Zéta de Riemann)
On note (¢ la fonction de la variable réelle x définie par

+001

((z) = ne’
n=1

On note D¢ son ensemble de définition.
Pour tout entier n € N*, on considere la fonction f,, définie sur |1; +oo] par :

Va 6]1; +OO[7 fn(x') = —

1) Domaine de définition et continuité de .
a) Montrer que D¢ =]1, 400].
b) La série Z fn converge-t-elle normalement sur D¢ ?
c) Soit a > 1. Montrer que Z fn converge normalement sur [a, +o0o].
d) Montrer que la fonction ¢ est continue sur De.
2) Variations de ( et conséquences.

a) Soit f: I — R, avec I C R. Rappeler la définition de f décroissante sur I, et celle de f croissante
sur [.

b) Etudier le sens de variations de (.

c) Justifier que ¢ admet une limite en +oco.

3) Etude aux bornes.

ntl dt 1 nodt
a) i) Soit x € D¢ et soit n € N tel que n > 2. Montrer : / —g—g/ —.
n tT n< n_1 t%
ii) En déduire, que pour tout x € D,
f— @i+
T o1 x0T X
(x —1)27-1 x—1

b) Etude au voisinage de = = 1.
i) Etudiez la limite de ¢ lorsque z tend vers 1 par valeurs supérieures.
ii) Déterminer un équivalent de ((x) lorsque = tend vers 1 par valeurs supérieures.

c) Etude au voisinage de +oo : déterminer la limite de ¢(x) lorsque z tend vers +oco.

4) [Fonction de Dirichlet. On pose :

= (_1)71, ! n 1
Vo €]0; +oof,  Flz)=) ——= Z ful@
n=1
a) Montrer que la série z:(—l)"*1 fn converge simplement sur 0, +o00].

b) Montrer que, pour tout x > 0,


https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_%C3%AAta_de_Dirichlet
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c) Soit a > 0. Montrer que la série z:(—l)”_1 fn converge uniformément sur [a, +00].
d) En déduire que F' est continue sur R .

e) Montrer que :
Va €]1, +oof, C(z) — F(z) = 217%¢(2)

5) Dérivabilité de (.
(- ()"

a) Soit n € N*. Montrer que : f, est de classe € et Vk € N*, Vo € Dy, FiR) () = ~
n

(1
b) Soit > 1 et k € N*. Déterminer la nature de la série Z (lnn)* .
n®

¢) Montrer que la fonction ¢ est de classe %', et retrouver les variations de ( obtenues plus haut.
d) Montrer que la fonction ¢ est de classe C*° sur |1; +oo[ et donner 'expression de ¢ (k) (z) pour
tout k € N* et tout « €]1; 400 sous forme d’une série.

6) (d’apres centrale 2026) Soit P I’ensemble, infini, des nombres premiers. Notons p; < ps < pg < -+ <
Pn < Ppn+1 < -+ la suite des nombres premiers rangés dans 'ordre croissant. Ainsi, p1 = 2, py = 3,
ps = 5, etc.

a) Soit z > 1 fixé. Soit n € N*. Justifier que la famille ( est une famille

mi

)
(pl o lﬂ?n)$ inrnﬂnn)EN"

sommable et que la somme de cette famille, notée S, (z) est donnée par

0115

Pi”
b) Pour n € N*, on note N,, ’ensemble des entiers naturels non nuls dont la factorisation en nombres
premiers ne fait intervenir que les nombres p1, ..., py.

En considérant la somme Z exprimer la limite de (S, (x) lorsque n tends vers +o0o a l'aide
keNy,

d’une valeur de la fonction (.

k,iz’

Ce résultat peut aussi se montrer a 'aide des probabilités, en utilisant la loi zéta.
Exercice 2 (type Mines, Centrale)

On rappelle que (Z) désigne le coefficient binomial « k& parmi n ».

1) Justifier que, pour tout z € [0, 1] et tout n € N,

i (Z)xk(l —x)"k =1,

k=0

2) Montrer que, pour tout z € [0,1] et tout n € N,

Zk( ) (1—2)"" =na.

3) Montrer que, pour tout = € [0,1] et tout n € N,

Zk‘2<> (1—2)" % =nz+n(n—1)z2

4) En déduire que, pour tout x € [0,1] et tout n € N :

pour une constante C' > 0 a préciser.
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On se donne maintenant f : [0,1] — R continue et € > 0. On admet l'existence de a > 0 tel que, pour tout
(z,y) € 0, 1]%,
[z -yl <a=|[f(z) - f(y)| <e. (1)

Pour n € N, on définit la fonction polynomiale :

Vz €R, By(z)= f: (Z) 21— 2k f (i) .

k=0

Pour z € [0,1] on partitionne les entiers k naturels entre 0 et n en :

X:{kE{O,l,...,n}:

x—z‘<a} etY:{k‘G{O,l,...,n}:

5) Montrer que, pour tout = € [0,1] et tout n € N,

| By (z) — f(x)| < z": (Z) xk(l _ x)n_k

k=0

6) En déduire que, pour tout = € [0,1] et tout n € N,

Ba(e) = F@)] < e+ 20l 3 (Z)x’fa -2,

key

ou on rappelle que || f||coc = sup |f(z)].

\x\
7) En utilisant la définition de I'ensemble Y et les questions précédentes, conclure qu'’il existe n suffisam-
ment grand tel que :
| Br, — flloo < 26.

8) En déduire le théoreme de Weierstrass : toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme d’une
suite de fonctions polynomiales.



