Lycée d’Alzon Samedi 3 octobre 2026
Classe de MPI

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (CCINP MP 2022)

Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

1)

2)

3)

Du x dans une borne d’intégrale ¢ « primitive ». Et une primitive F de f, c¢’est F' = f. Ni plus, ni moins. Pas
de formule folklorique.

H est une primitive de h : 2 — eie?,

Comme h est définie et €°° sur R,

‘ La fonction H est définie et de classe C*° sur R

De plus, par définition d’une primitive, H = h :

2

VzreR, H'(z)=e"

Pour étudier la parité, vous remplacez x par —x. C’est tout. Rien d’autre. Ensuite, on s’attaque a la formule
écrite (pas a un autre qui vous arrange) avec les outils habituels : intégration par parties ou changement de
variable ¢

Soit € R. On effectue le changement de variable u = —t, donc dt = — du, et sans oublier de changer
les bornes,

Donc

La fonction H est impaire ‘

Soit 2 > 0. Effectuons le changement de variable u = ¢(t) = t*. La fonction ¢ est €, strictement
croissante donc bijective de R’ dans R .

du=¢'(t)dt =2t dt

du et t=x+—u=1t>=2z>
dt = ——
2\/u
x x2  Jiu
; e
Donc le théoréme de changement de variable nous dit que les deux intégrales / ¢ dt et qu
0 0 u

sont de méme nature, et égales si elles convergent. Comme la premiere est une intégrale sur un segment,
elle converge, et

x 1 2 s
Hz)= [ ®dt== | “=du
(z) /0 e ) a U

1. T faut utiliser le théoréme dés que les intégrales sont généralisées. Or, ici, 1/y/u n’est pas définie en 0 : I'intégrale donnée
par I’énoncé est généralisée en 0.
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4) Soit & > v2m. D’apres ci-dessus,

u = i = f% v = leit = —jett
\/{ 1
u/:—lt_% :—i3 v':e”
2 22

2 .4

2
1 _ipit]® x it
1l vient H(z) — H(V2m) = = lw] - / o
2
2

2 \/7E ™ 2t%
. i’ T i et it
~ o —HQ\/%_Z o ?%dt
eir? i i T et

H(z) — HWV2m) = —i - du.

-+ i
2 22 4 Jox 43

5) Etudions chacun des termes de Pexpression précédente :

ix? 1 1
e Comme |—1% =—et lim — =0,
2z 2z az—+o0 2z
ix?
lim —¢ existe et vaut 0
x—+4-00 2z
. —+o0 eiu
e Etude de lintégrale / — du
2 uz
an
La fonction g : u — —5 est continue donc continue par morceaux sur [2m, +00|.
uz2
, 1
Etude en 400 : [g(u)| = —.
uz2
+oo 1
Or / — du converge (Riemann, o =3/2 > 1).
1 uz2

+oo
Donc / g(u) du converge absolument donc converge.
2

z2 Jiu
Ainsi, lim — du existe.
T—+00 Jor u2

Donc, comme combinaison linéaire de limites convergentes, lim H(x) existeﬂ
T——+00

+oo 5
L’intégrale généralisée / e dt converge
0

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel

b - \\‘2
Aprés passage du module |.|, les « i » ne repoussent plus : avec a,b € R?,

la +ib| =  a?+ b2
—_———

Il 'y a plus de 1

2. L’intégration par parties ne peut pas se faire sur ]0, a:2], le crochet n’a pas de limite en 0.

. . +oo i
3. et vaut H(V2m) + ! L / ¢ du, mais peu importe.
2

Wer 4),

3
2
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2t2 ;2

6) Soit (x,t) € R?. Comme o G P

Y >0, il vient

.2 2.2
LT —x°t
e

2042
‘61(15 1) SN

_ ‘6—12152

Et

[ —i| = Vit 1

€—$2 (t2—i)
7) a) La fonction ¢ e est paire sur R, donc

x2 (t2—i)

5 “+o00 e~ d
= —_—mm t
9(@) /0 2 —q

b) Meéthodes de majoration : a < b=— e® < eb.

Rien d’autre, rien de magique. Ne sautez pas d’étapes.

On a le cas particulier, avec souvent a = —x, a = f.'rzz‘, ete..., a <0 = e < V=1
St vous vous étes trompés une fois, repartez toujours de a < b= ....
Etude de l'intégrabilité de ¢ : Soit ¢ : Ry — R définie par ¢(t) = AT

t* 4

La fonction ¢ est continue et positive sur R,..

. 1 +oo 1
Etude en 400 : ¢(t) ~ 2 Or / 2 dt converge (Riemann, a =2 > 1).
1
“+oo
Donc, par théoreme de comparaison, / ©(t) dt converge.
0

Ainsi, la fonction ¢, positive, est intégrable sur R,..

Majoration :

V(z,t) eRxR,  [|f(z,1)] =

Ainsi,

[Oa +OO[ — RJr
La fonction ¢: 1 convient

t
t+1

c) Soit x € R. Par théoréme de majoration :

Vie Ry, |f(z,t)] <ept) = / |f(z,t)| dt converge
Ry

©(t) dt converge
R+

+00
Donc l'intégrale g(z) = 2 / f(x,t) dt converge absolument donc converge :
0

‘ La fonction g est définie sur R
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On admet qu’un théoreme du cours nous montrera qu’elle est aussi continue sur R. Et qu’on peut
déterminer les limites de g en +00 et —oo : on trouve que g a une limite nulle en +o00 et —oo.

8) Pour tout = € R, pour tout t € [0, +o00],

of
ox

(z,t) = —2ge (1P =0)

Posons ¢, 5 : R — R4 définie par

VEERL, @ap(t) =2be™""

Majoration
vz eab], VIR, gZ(m,t)‘ = 9fa o=
= 2ze Car 0 <a <bet6)
< 2be "t Car z < b et 22 > a?
= @a,(t)

400
Montrons que / |©a,p(t)| dt converge : La fonction ¢, est positive et continue sur R.
LSOO A% J, _Converge

Fltude en +oo : par croissance comparée,

lim 2pap(t) =0

t——+o0

+oo

1
Donc ¢, p(t) = o(1/t?). Or / 2 dt converge (Riemann, o =2 > 1).
1

“+00
Donc, par théoreme de comparaison, / ©ap(t) dt converge.
0

9) Sur R, la fonction g est paire car x — 22 Dest. Donc la question 8, oll nous avons montré que g est €
sur R, entraine

La fonction g est €' sur R*

10) Soit = > 0. Il vous manquait lexpression de g', donc cette question n'était pas faisable — désolé pour ce trou

s@ =[S

dans l’énoncé.

—0o0
= /+OO —owe T el gy
—0o0
“+oo
= 26””2/ ey dt
— 0o
Effectuons le changement de variable u = xt, €' strictement croissant (z > 0) et bijectif de R dans
“+o0o +00
R. Le théoréeme de changement de variable nous dit que les intégrales / e~y dt et / e dt
—0o0 —00

sont de méme nature, convergentes d’apres 10 et ’énoncé, et que
+oo 242 +oo 2
/ e ” :Udt:/ e Vdt=+7
—00 —00

Ainsi,

Ve >0, ¢(z)=—2y/me®
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11) a) Vous avez droit au cercle trigo. Par contre, vous n’avez pas le droit... de ne pas trouver.

lil=1 et arg(i)= g
; 2
b) Une racine carrée de i sera, par exemple, z = e/t = \2[(1 +1).

s e 2 27 /4 iT/2 .7 \ .
Vérifions : 2= = e~ M=em? =4 apres ci-dessus.

Alors X2 —i=X? — 22 = (X — 2)(X + 2), et il existe A, B € C? tels que

1A n B
X2—i X-z X-+z
B(X —
En multipliant par X — z, il vient =A+ M Puis on fait tendre X — z :
+ z X+ =z
1
— =A+40
2z +
im/4 1 1 —im/4
Or z =¢€"/% donc — = —e¢ , donc
2z 2
2
A= ‘4[(1 — i)

De méme, en multipliant par X + z puis en faisant tendre X — —z, il vient

V2,
B = —T(l—z)

D’ou
1 V2 , 1 1
— Y20 -) -
X2 -4 4 X—2 X+=z

Valeur de I o ! d

¢ e Valeur de 1 = —Fd?

) ! /_oo 2 -2t +1

Nature : A =2 — 4 = —2 < 0 donc le dénominateur ne s’annule pas, et I'intégrale converge

en +00 et —oo par comparaison a une intégrale de Riemann (o = 2 > 1). Pour une intégrale
généralisée, toujours commencer par étudier la nature. Ici, on vous demande la valeur de [’intégrale :
on peut étudier la nature trés rapidement, surtout que l’on a déja montré que l'on savait faire ce genre
d’étude dans les questions qui précédent.

Pour tout t € R,

1 1
2

+oo 2
h:/ S dt
—m(wﬁ—g +1

+oo 2 0/
= \/5/ \[ 5 dt On reconnait . _, on veut du V2 au numérateur
oo 1+ u?
V2t —1) +1

+
=2 [Arctan (\/it — 1)] - Or lim Arctan = T et lim Arctan = T
—o0 +oo 2 +oo 2
= 7r\/§
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Val d e 1 d
e Valeur de — dt
/m 2+ V2t +1

Le changement de variable u = —t est €', strictement décroissant et bijectif de R dans R,
donc le théoréme nous donne la nature équivalente (donc convergente d’apres ci-dessus) des
intégrales, et

/+oo 1 gt /foo 1 d /+oo 1 d
N — — — u = U
—co 1242t +1 too (—u)2 —V2u+1 oo u2—\2u+1

Ainsi,

+o0 1
/ L at=m2

—oo 2412t 41

e Calcul de g(0) : C’est calculatoire : soyez méthodique et rigoureuz dans votre présentation, pour
pouvoir vous relire, ne serait-ce que d’une ligne a la sutvante. Et en présentant méthodiquement, on

voit apparaitre les symétries des formules.

L ‘oo 2t — /2 oo 2t 4+ 4/2
On remarque que les intégrales / — dt et / -
—co t2—1/2+1 —oo 12 +tV/241
calcule, & part du reste de la formule, ces intégrales. La différence des deux fractions ration-

dt divergent. On

nelles est équivalente & — (ou bien elle est égale & g(0) moins les autres intégrales, qui, elles,

t2
convergent).

oo 2t — /2 2t 2
Ainsi, 'intégrale / V2 V2 dt converge et

oo 2 tV24+1 24tV2+1

dt = [ln‘tQ—t\/i—l— 1‘ —ln‘tg—i-tﬁ—l— 1H+°°

— 00
l 2 —tv/24+1
= |In
2 —tvV2+41 t2

24 tv/2+1
=1—s1
t2+t\f+1 T

/+O° 2% — /2 2t + /2
oo 2—tV241 £2448V/24+1

2 t—+o0
=1In(1) —In(1)
=0

2% — /2 2t + /2
2—t/24+1 24t/2+1

et conclure immédiatement que son intégrale sur R est nulle par symétrie.

La fonction ¢ — est impaire, donc on pouvait s’épargner le calcul

9(0)=/+00 "

1—i<\/§/+00 2 — /2 2t + /2

14 \ 2 | tz_t\/i+1_t2+t\@+1

+o00o
—H/ dt+/ dt
00 t2—t\f+1 o0 t2+t\f+1 )
:1_Z<\@x0+ix2><7r\/§>

2
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12)

Vous pouvez garder un peu de temps a la fin pour chercher les éventuelles questions faciles qui se trouveraient en
fin de sujet. Normalement, la difficulté du sujet est progressive, mais parfois on ne peut pas, mathématiquement,
cviter de laisser des questions faciles assez loin dans le sujet. Typiquement, cette question est partiellement

facile : il suffit d’intégrer la dérivée trouvée a la question 10 — et d’admettre la valeur de g(0).

D’apres la question 10, pour tout z > 0, ¢'(x) = —QﬁeixQ. Dong, en intégrant entre € > 0 et x > 0,
il vient, par définition de H

9(z) = g(e) — 2vm(H(z) — H(e))
La formule n’est vraie que pour x > 0, il faut donc prendre ses précautions.
Or, d’apres la question 7, g est continue sur R donc en 0, et d’apres la question 1 H est continue sur
R donc en 0 : en prenant la limite lorsque € — 0, il vient

g(x) = 9(0) — 2v/mH (z)

D’apres 11c, on a donc

(A +d)r
Vr >0, T) = —2v/mx H
gla) = S~ 2y x H)
+oo 4
e Valeur de / e dt : Cette intégrale converge d’apres la question 5.
0

+oo |
Par définition de H, / et dt = lim H (x). De plus, d’apres la question 8, 11}141_1 g(z) =0.
0 x oo

T—+00
Dong, en prenant la limite lorsque x — 400 dans la formule ci-dessus, il vient

0_(1% \/_/m "

too 1+z’\/?
it?

dt = —,/=

/0 ¢ 2 \/2

= cos 6 + isin 6, donc nous venons d’écrire

+o0
/ cos(t?) + isin(t?) d \/ —i—z \/
0

Par linéarité et continuité des fonctions z — R(z) et z — J(z), les intégrales convergent et valent

/O+oo cos (t2> dt = /O+oo sin <t2> dt = %\/g

Ainsi,

e Valeur des intégrales de Fresnel : et

Partie III - Etude d’une série de fonctions

13)

a) Cette égalité s’appelle une transformation d’Abel, c’est une sorte d’intégration par parties pour les suites :
n—1

posons I : (uy,) < E uk>, D : (up) = (Upt1 —uy) et s: (uy) = (upt1), linéaires. On remarque que
k=0

Dol =idgy, ToD((uy)) = (un —ug) comme pour la dérivation et l'intégration. En notant u = s(u), on a

D(uv) = D(u)v + uD(v)

Ce qui nous permet de retrouver une formule d’intégration par parties pour les séries, en composant par I
a gauche.
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Soit N € N*.

N N N
Z Qan (bn - bn—l) = Z anby — Z anbn—1
n=1 = n=1

n=1
N _
= Z anby, — Z Gn41bn Savoir décaler les indices !
n=1
N N
= Z anby, — |a1bg + Z Gnt+1bn — an+1bN Les pointillés sont vos amis
n=1 n=1

-

(an, — ant1) by + an+1by — arbo

n=1
Conclusion :
N N
VN € N*> Z ap (bn - bn—l) = Z (an - an—i—l) by +any1by — arbg
= n=1

b) Le CSSA est une conséquence, un cas particulier, du résultat de cette question. On prend la suite bornée

" 1= (=1t
bu - Z(*l)l‘ - ) )

k=0

e Etude de Z(an —pt1) -

(an) est décroissante donc ‘Vn eN, ap—an1 > 0‘

De plus, Z(an — ap41) est une série télescopique :

VN > 1, — Gpt1) = a1 — AN41

||M2

Donc l'existence de lim ap1 entraine la convergence de la série :
N—+400

La série Z — an+1 converge

e Convergence de Z an (by, —bp_1) :
Soit N € N*. D’aprés la transformation d’Abel obtenue en 13a,

N
> an (by — bn1) Z — ap41) by + an+1by — arbo

Montrons que chacun des termes du membre de droite a une limite quand N — +o0.

o Soit u, = (ap — apt1) by. Comme (a, — an4+1) est positive et (b,) bornée (par exemple,
|bn| < M avec M € R),

[un| = lan — any1| X byl
< (an - anJrl)M

Or Z(an — ap+1) converge d’apres ci-dessus.

Donc, d’apres le théoréme de majoration, E Uy, converge absolument, donc converge.

N
Ainsi, Nlim Z (an — ant1) by existe et est finie.

—+00 el
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14)

15)

o Par hypothese, lim ani1 =0et |ant1bn] < Mlayii]
N—+400
Donc, par majoration, lim an41by existe.
N—+o00

Attention :

sin n\ < 1 —— 1 mais, comme vous le savez, lim sinn n’existe.
n——+oo " n—oo

o —aibg est une constante.

Conclusion, la limite des sommes partielles existe comme somme de limites finies, ainsi

La série Z ap, (by, — by—1) converge

Dans ce genre de question aux multiples hypotheses, tout sert. Vous pouvez donc vérifier que vous
avez utilisé toutes les hypothéses. Sinon, vous avez sans doute oublié un argument a un endroit.
Par exemple, pour la convergence de g Unp, il faut mettre des valeurs absolues (pour le théoréme de

majoration) mais les enlever autour de a, — a,+1 (pour la convergence de g (an — ans1)).

Tactique : encore une question abordable, garder un peu de temps pour la faire. Par contre, attention aux bornes
de la somme : si vous ne trouvez pas le bon résultat, ne tordez pas les formules (2 erreurs = 2 fois plus de points

perdus). Passez par des pointillés, vous auriez sans doute remarqué que la somme commengait d k = 1.

n n—1
Z etkr — Z eilk+1l)e Une somme fréquentable commence a k =0
k=1 k=0
ol k ;
=Y () Or g = ¢ # 1 car z €0, 2r]
k=0
1= eina:
= ewW Somme géométrique avec q # 1

B 2
—21 sin%
_ ei(n-gl)z y Si.n (?)
sin (3)
Conclusion,
zn: gike _ e Sifl (%)
= sin (%)
0in,f1:

1l faut étre méthodique. On vous dit tout : appliquer a Z W
convergence), i.e. Z ap, (b, — bp—1) converge. La question est : qui est (ay,) et qui est (b, — byp—1) ¢
On veut que (ay) soit positive, décroissante et de limite nulle : il n’y a plus beaucoup de choix naturel.
Soit = €]0, 2[. Posons,

1 n
vn eN =— t  YneN, b,=) e
neclN, ap \/ﬁ e n e N, n kgle
N « i(n+1)x Sin (%)
D’apres 14, pour tout n € N*, b, = e — -~ donc
sin (3)
sin (%F) 1
[bn] = in (%) |sin £
2 2

Donc (by,) est bornée.

la question 13b (celle des deuzx qui parle de
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De plus, (ay,) est positive, décroissante et de limite nulle, donc, d’apres 13b, Z an(bp —bp—1) converge.
1 n " n—1 " emm
Or, pour tout n > 1, ap(by, — bp—1) = —= ( ettt — e x) = —.
’ ’ &) T
einz
Ainsi, nous venons de montrer la convergence de —
g > 7

‘ La fonction S est définie sur ]0, 27| ‘

16) Tactique : encore une question abordable, surtout la (non) convergence absolue.

e Non convergence absolue : Pour tout ¢ € [1, 400,

ezta:

NG

1
W

+infty ]
Or, d’apres Riemann, / 7 dt diverge (« = 1/2 < 1). Donc
1

itx
Vit

e (est une question typique d’un probléme de concours — par opposition aux petits exercices : il faut savoir

“+o0o
L’intégrale / dt ne converge pas absolument
1

relire les questions précédentes.

D’apres la question 3,

1o e
H(x):§/0 \/adu

400 ezu

Et d’apres 5, ll)ril H(x) existe. D’ou / du converge.
xX [o.¢]

0o Vu
Effectuons le changement de variable u = xt, €', strictement croissant (z > 0) et bijectif de
10, +o0[ dans ]0, +oo[. Le théoréme de changement de variable nous dit que les intégrales suivantes

sont de méme nature : ) )
/+oo et 4 /+oo et q
U et x dt
0 \/a 0 \Y xt

+oo pixt
Donc / dt converge et
0

Vit

itx

Vit

dt converge

+o0
L’intégrale /
1

De plus,

i [T e [T qu= [T - H(va
x — t:/ u:/ e’ dt — x
[ AL (ve)

17) Soit = €]0, 27[. Posons, pour k € N*,

pilk+ D)z _ gika k+1 gita
T
izVk Kk Vi
Ainsi,
o1
< e

10
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La série de Riemann Z 13 /2 converge (o = 3/2 > 1), donc, par théoreme de majoration, Zuk

converge absolument donc converge. De plus, en sommant la majoration,
2w < 2l <52 5 < 12
k=1 k=1 k=1

k3/2
La constante C' ne dépend pas de x, donc elle est valable pour tout = €]0, 27[. De plus

+

=C

»-lk\’i
NH

Vn>1

B
Il
—

<ei(k+1)x _ gika k+1

Py S \/i) a

I
=
N
[]=
m@
%%\
| &
g
|
S F
N——
|
»—\:
J’_
=
mﬁ
N
2

Comme 'intégrale converge d’apres la question 16, et les séries convergent vers S(x) d’apres la question
15, on passe a la limite lorsque n — 400

+o00 eztm

+o00 1 i
kz::luk:m(e S(m)—S(z:))—/l \/Edt

Ainsi, la majoration obtenue ci-dessus, lorsque n — 400 s’écrit

T 1 +o0 itz
C " S - / Y
i 1 Vit

Comme C est indépendant de x, il vient

3C > 0, Va €0, 2n],

18) D’apres le changement de variable effectué a la question 16,

[ e [
T t= e’ - T
1Vt 0

Or H est continue sur R, donc z — H (/) est continue sur R,. Comme H(0) = 0, lin%) H(/x)
T—

+o0 eit:v +oo 42
li / dt :/ et
Lm Ve L Vi , €

D’apres la question 12,
oo 1+ \/F

it2
dt = ——,/ =
/0 ‘ > V2

Ainsi,

=0:

113
lim I(z) existe et vaut hall \/ =
z—+00 2 2

11
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19) Tactique : une limite, vous savez faire! ~, o ou <.
Comme e =1+izx + o(iz) en x = 0, il vient

T
-1
lim €

z—0t X

=1

1
D’aprés la question 18, lim +/z / \/ ;_Z\/g donc

T—>—+00
+oo itz 1—1—2'\/?
T dt = — 4+ 0o(1

La majoration de la question 17 s’écrit

e —1 too ¢
——5() —/1 =0

D’ou, toujours lorsque x — 0+,
T 1 +o0
T S() :/ " 4+ o)
1

1
:< ;—Z —+0

1

-

5 +ol)

14+ /7 1
=3 \/2x+0<\/5
1+ [«
2 2x

~ 1 d’apres ci-dessus,

1
Car — non bornée au voisinage de 07

Jz

1T

Comme
1T

144 [m

Exercice 2 (Centrale MP 1 2026, partie I, tres partiel)
1 Groupes d’exposant fini

1) Montrons que m = Card (G) convient. Soit € G. L’ordre d’un élément divise le cardinal du groupe :
en notant d € N* 'ordre de z, on a Card G = dq et

xCard (@) — .qu —el—¢

Donc

G est d’exposant fini

2) Comment trowver ¢ Déja, on cherche par exemple un groupe ol x? = 0 pour tout x € G. En notation additive,
20 =0 : Z/27Z. Mais il n’est pas infini : prenons des suites, il sera forcément infini.
Posons G = (Z/QZ)N muni de laddition. Il est infini car il contient e; = (0,...,0,1,0,...) la suite
nulle sauf au i-ieme terme, ot elle vaut 1 : il y a un nombre dénombrable de telles suites. Donc G est
de cardinal au moins dénombrable[] Ainsi

((Z/QZ)N, —l—) est un groupe infini d’exposant 2.

4. On peut montrer que Card ((Z/ 2Z)N) est strictement plus que dénombrable.

12
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2 Croissance d’un groupe

1) Inverse : Soit g € G. Soient k € N, (a1,...,ax) € ZF et ($1,...,8k) € S* tels que

k
53(9)=Z|a¢| et g=s"...s0F
i—1

k

Alors, en posant ¢’ = s, % .. 57"

. 81 9
99’ =gg=c
Donc ¢’ = g~ *. De plus, on vient d’écrire g~

k
ls(g™") <D l—ail = £s(g)
=1

En appliquant ce résultat & g, il vient £s((¢7 ")) = £s(g) < £s(g™!). Ainsi,

V(g,h) € G*, ts(g™") =ts(g)

(a1,...,ax) €ZF et (s1,...,s) € S*

Produit : Soient (g, h) € G*. Soient k, k' € N?, { " o
(bl,...,bk/)EZ et (tl,...,tk/)ES

k k'

b,/

ls(g) = lail, g=sP...spv et Ls(h)=D ||, h=t.. .4}
=1 =1

b
Alors gh = s{! ...szktlil ...ty donc

8 K
ls(gh) < lail + > |bil = £s(g) + Ls(h)
=1 =1

Ainsi,

V(g,h) € G*, ls(gh) < ls(g) + Ls(h)

avec des éléments de S, donc, par définition du minimum,

tels que

2) Encadrement : Si G est réduit a ’élément neutre e, alors {s(g) = ¢x(g) = 0 pour tout g € G, et tout

choix de constante C' > 0 et C' > 0 convient.
Sinon, G # {e}. Soit g € G. Soient k € N, (ay,...,a;) € ZF et (s1,...,s;) € S* tels que

k
ls(g) = lai| et g=s{.. . sp*
i=1

Posons C' = max{/x(s) | s € S}, bien définie car S finie, et strictement positive car S # {e}.
Alors, en notant ¢; = —1 si a; < 0 et &; = +1 si a; > 0 pour tout i € [1, k],

ls(g) = Le(si" ... s)

k
< 252(8?) D’apres 2.1
i=1
k
<Y laglls(s5) Idem, avec une récurrence
i=1
k
<Y laills(si) Car lx(g7") = tx(9)
i=1
<O ag Par définition de C’
i=1
k
< C'ls(g) Car ls(g) = _ |ail
i=1

13
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Par symétrie des roles joués par S et X, il vient
ls(g) < Cslx(g) avec Cs =max{lx(s) | s€S} >0

En posant C = 1/Cs > 0, et en remarquant que C et C’ ne dépendent pas du choix de g,

dC eRY, 3C" e Ry, Vg e G, Cls(g) < Ix(g9) < C'ls(g)

Croissance polynomiale : Soit p € N*. On remarque que Card (Vs(p)) < Card (S)? : Vs(p) est fini.
Les constantes C et C’ trouvées ci-dessus sont des entiers, donc parler de Vs(C'p) (etc) a un sens.
Montrons que Vs(p) C Vs (C'p) : Soit g € G.

g €Vs(p) = Ls(g) <p
= lx(g) < C'ls(g) < C'p
= g € Vx(C'p)
Donc Vs(p) Cﬁ1%g((7&ﬁ. Montrer une inclusion doit étre de la routine, y compris la rédaction
Montrons que Vs (Cp) C Vs(p) : Soit g € G.

g € Vs(Cp) = Cls(g) < ls(g) < Cp
= ls(g) <p Car C > 0
= g € Vs(p)

Donc Vs5,(Cp) C Vs(p). Ainsi,
Vs(Cp) C Vs(p) C Vs(C'p)

Conclusion : Supposons G a croissance polynomiale de degré d € N pour ¥, et notons o € R et
f € RL tels que,

vpeN, ap? < |Vu(p) < Bp”
En passant aux cardinaux, les inclusions précédentes nous donnent

aCh? < Vs (Cp)| < Vs(p)| < [Ve(C'p)| < BC"p°

Donc, avec o’ = aC% et f/ = BC", G est aussi & croissance polynomiale de degré d pour S.
En conclusion,

Le fait que G soit un groupe a croissance polynomiale de degré d ne dépend pas
du systeme S de générateurs choisis.

Exercice 3 (Centrale MP 1 2024, partie I)

Exercice 4 (X-ENS MP C 2024 — partiel)
1 Lemme de Cesaro

1) up—f=o(1)et Z 1 est une série divergente positive, donc, par théoréme de sommation des équivalents,

n

> (u, = £) = o(n)

k=0

n n

Or Z(uk —/) = (Z uk> — (n+1)¢, dou 0, — £ = o(1) puis

k=0 k=0
<lim un:€>:>(lim anzﬁ)
n—-+o0o n—-+o0o

14
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2) e Supposons lim wu, = +oo : Par définition de lim wu, = +o0,
- n—>+toco— n—+o0o
VA >0, dng e NVn > ng, up, > A
Soit A > 0. Soit ng € N qui convient.
1 no—1 n
VYn = ng, op= u + U Par définition de n
= 10 n n+1 Z k Z k 0
k=0 k=ngo >A
-1
C n—ng+1 e
A Avec C = ug constant par rapport a n
“hn+l n+l kz:% k bat rapp
C n—ng+1
Or lim 0 A=A
n—+oon + 1 n+1
On va écrire la définition de la limite ci-dessus avec des eps, et donc avoir une expression |v, — A| < e.
; C n— 1
Quel € prendre ¢ Dans le calcul général, le but est de minorer v, = = not A par A, ou, a
n—+ 1 n+1
défaut, par A/2 ou par une fraction de A.
Avec € = A/2, il existe ny tel que, Vn > ng,
A C n—no+1 A
A——< + A< A+ —
2 " n+1 n+1 h 2
Soit n1 > ng qui convient :
C n—ng+1 A
Yn>n Op 2 A>—
= N1, n = n+1 n+1 = 9
Ainsi, nous venons de montrer que
( lim u, :—i—oo> = ( lim Un:+OO>
n—-+0o0o n—-+00
e Supposons lim wu, = —00:
————— n—>+toco—
1 n
Comme (—uy,) a pour limite +o00, d’apres ci-dessus (—o,) = ( 1 Z —uk> a pour limite +oo0.
n
k=0
Ainsi,
( lim wu, = —oo) — ( lim o, = —oo)
n—+oo n—+0o00
Applications
1 1 n+1 1
3) a) Posons u, = —— pour tout n € N. Alors 0, = —— — = Up+1. D’apres le théoreme de
n+1 n+1 P! k
Cesaro,
. . 1
lim v,= lim — =0
n—-+4oo n—+oo n

15
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L 1 *
b) Par décroissance de u — — sur RY,
U
Vk e N*, Vt € [k, k+1] -
) b ) k—|— 1 ~ t ~ k
. 1 k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
= vk € N*, 7:/ dtg/ fdté/ —dt = - i d/
P A 3 . E k: (croissance de |[)
= Vn € N*, —— < / —dt < -
okl Tt ok
. ntly n+lq
=2
— Vn € N¥, (n+ vyt — 1 <In(n+1) < no,
(On rajoute le terme manquant pour faire apparaitre vy, 1).
nv, — 1 <lIn(n
= Vn € N*¥, " (n)
In(n+1) < no,
(On décale les indices a gauche. Ecrire les inégalités pour n = 1,2, 3,4 pour comprendre).
= Vn € N*, In(n+1) <nv, <ln(n) +1
In(n+1) n 1
" In(n) In(n) Un + In(n)
O | (U 1
Or In(n+1) =In(n) +In(l + 1/n) = In(n) + o(1), d’ou nll}gloo () ngI—&I-loo 1+ () 1.

16

) n
Par encadrement, lim ——v, =1, et

n——+o0 ln(n)

4) On reconnait une somme télescopique :

n n
Zek = Z“kﬂ — Ug = Up41 — U0
k=0 k=0

1 n
Par hypothese, lim e, = a. Donc, d’apres le théoreme de Cesaro, lim Z e =«
o na+oon+1k:0
1 n
Z er =a+o(1)
n+1 =0

Or ! Zn: ep = —ntl 0 el o(1), car ( 4o ) est de limite nulle

n+1 Tl n+l n+1 ’ n+1 ’

k=0

Donc I'égalité précédente s’écrit

Un+1 1 L
n+1 n+1k§)€’“+0( ) =atoll)
Or a # 0, donc, en décalant les indices ( lim w, /n = hl‘ll Unt1/(n+1)=a)
Un
hal RN
n
Ainsi,
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5) Dans cette question, nous avons des quotient ou des racines n-iéme, alors qu’il était question de sommes. De
plus, les termes sont strictement positifs : le logarithme nous tend les bras, qui va transformer les produits en

sommes, etc.

a) Posons u,, = Inwu,, bien défini car u,, > 0. Par continuité de In, et comme £ > 0,

lim (uy,,q —uy,) =In¢

n— 0o
n—1
D’aprés Cesaro, lim — up g —ul) =In.
p an_wng( k+1 k)
k=0
u/ /
La somme étant télescopique, et comme, de méme qu’au 4b, —2 = o(1), il vient lirf 2 =1In/.
n n——+o0o N

Par continuité de ’exponentielle,

lim u, =4

n——+00

b) « En déduire » : vous pouvez toujours voir si vous réussissez a appliquer le résultat de la question précédente

i.e. vérifier les hypothéses pour le bon u,. Méme si vous n’avez pas su faire la question précédente.
n
n
Posons u,, = - > 0 pour n € N.
n!

e Limite de (up+1/uy) : Pour n € N,

Uny1  (n+1)"Tnl
u,  (n+1)!nn

(n+ )t
(n+1)nn

()
()

el In(14+1/n)

Or In(1 + 1/n) ~ 1/n, donc, par continuité de I’exponentielle,

. Un+1
lim =e
n—+00 Uy

e Conclusion : D’aprés [bal,

. n/n" . Un+1
lim — = lim
n—-+oo n' n—+00  Up

c) Avec les notations de la question
Le cas £ = 0 correspond au cas £ = —oo de Cesaro, prouvé au 2. Comme ugy/n = o(1), (ul,/n)
diverge vers —oo, puis

lim Yu,=0=1/¢

n——+0o

Le cas ¢ = +o0 correspond au cas £ = 400 de Cesaro, et se traite de méme. Ainsi,

Le résultat de la question [pa] subsiste si £ =0 ou ¢ = +o0.

d) Posons u, = n!. Comme u,i1/u, =n+1 —T 400, le cas £ = 400 de la question nous
n o

donne

lim V/n! = 4o

n—-+o00

17
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6) e Supposons a =b=0 : Cest sans doute la question la plus délicate de ['exercice, ne pas hésiter a la

laisser pour la fin.

1
Posons v,, = — Z apb,_y pour tout n € N*. Soit € > 0.
n
k=0

Comme lim a, = lim b, =0, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, |a,| < e et |b,| <e
n—-+00 n—-+o0o

Soit ny qui convienne.

1 n
v 2 2no, ol < > larbn—il
~0

no—1

Z |ak||bn—k| + Z |ak| |bn—k|

kno <e

N
S

L ()
Pour (%), comme k < o et n > 2ng, alorsn —k > 2ng—ng =ng : |by—i| <e

1 no—1
< = az lag| + ¢ Z [br—k|
n L k=ng
n n—no
Or VTL 277,0, Z ’bn,k| = Z ‘bk’
k=ngo k=0
no—1 n—no
= Z bk | + Z |bx| Avec A constante par rapport a n
k=0 k=no >
<e
=A
no—1
D’ou, avec B = Z |ak| constante par rapport a n aussi,
k=0
1 n—ngo
Vn > 2ng, |up| < = |[eB4+ecA+e¢ Z €
n
k=ng
A+ B -2 1
< ( + )5 i n no + €2
n n
A+ B)e
Avec € < 1 (que l'on peut imposer sans perte de généralité), et EIE u = 0, il vient
n [e'e] n

I’existence de ni > 2ng tel que
Vn>=ny, |upl<ede=2

Ainsi, lim wv, =0, c’est-a-dire
n—-+o0o

. 1<
Jin (3 X i) =0
k=0
e Cas général : Posons a,, = a, — a et b}, = b, — b. En remplacant,

%Zakbn,szz a+ak (b+b )
k=0

IcO

= Z ab + alb 4 abl, . + aibl, .
k=0

:—ab—i— Zak—i- Zb A Zakb

18
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Or, d’apres Cesaro, hm Z aﬁc lim a;L =0.

n—+oo N, n—+o00
n
Et, aprés changement d’indice, lim =N bW .= lim b =0.
» ap & +OO7’L];) n—k n—+oo "
De plus, d’apres ci-dessus, lim 1 z”: apbl =
) ’n—H—OOTLk_O kYn—k

Donc, en conclusion,

Réciproques partielles

7) Posons u, = (—1)" pour tout n € N. Comme lim wug, =1 # —1 = lim wug,y1, la suite (u,) ne
n—+o0o n—+oo
converge pas.
1 2n+1 n _—
=— -1 —1)% A+ =0
Pt = gy 2 ()= - P2 [0 ]
De plus, pour tout n € N, 1 2n 1 2n-1
=Y (-1)F=— 1= = ——
o2n 2n k:O( ) 2n kz::o( )y 2n n—+oo
0
Comme les suites extraites des termes pairs et impairs ont la méme limite, Erf on = 0. Ainsi,
n oo

‘ La réciproque du théoréeme de Cesaro n’est pas toujours vraie

Preuve de : Si (us2y) et (uspt1) ont une méme limite £, alors (u,) converge.
Soit (uy) € RY telle que £ = lim wus, = lim wug,yq.

n— oo n—-+oo

Soit € > 0 et ng € N tels que

Vn > ng, lug, — 0 < e et |ugni1 — ] < e
Soit n = 2ng + 1. Sin =2p+1 est impair, alors p = ng et |u, — | < &
Sinon, n = 2p est pair, et p > ng, donc |u, — €| < e
Ainsi, Yn = 2ng + 1, |u, — €| < e. En conclusion

(up) converge

8) Cas d’une limite réelle : Soit (u,) une suite monotone telle que ll}r}rl on =0 €eR.
n (o9}

Quitte & considérer (—uy), on suppose (u,) croissante.

D’apres le théoreme de la limite monotone, si (u,) est majorée, alors elle converge. Et si (u,) n’est
pas majorée, lim wu, = +oo.
n—-+0oo

Dans les deux cas, le théoreme de Cesaro nous dit que lim o, = lim wu,. Ainsi
n—+400 n—+00

lim wu, =/
n—-4o00

Nous venons de prouver que

( lim o,=0¢ et (uy) monotone) = ( lim w, = €>
n—-+00 n—-+00

Cas d’une limite infinie : Soit (u,) une suite monotone telle que lirf opn € {—00, +00}.
n—-+00

Comme (uy,) est monotone, par le théoréme de la limite monotone elle converge vers ¢ € R, donc par
le théoreme de Cesaro (0,) converge aussi vers la méme limite /.

19
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10)

20

Donc lim wu, = lim o, € {—o0,+o0}. Ainsi,

n—-+o0o n—-+o0o

n——400

( lim o, =0 et (up) monotone) — ( lim u, = E)
n—-+00

On pouvait directement adapter la preuve du cas réel : le théoréme de la limite monotone nous prouve que (uy,)

monotone a une limite dans R, et Cesdro que, si (u,) a une limite dans R, alors (o,) aussi, et elles sont

identiques.

9) Théoréme de Hardy faible.

a)

b)

a)

Soit n > 1.
n n
Z ke, = Z |:k'LLk+]_ — kuk}
k=0 k=0
n n
= kupyr — Y kuy
k=0 k=0
n+1 n
= (k—Duy — Z kuy, Décalage d’indices, et 0 X ug =0
k=1 k=1
n
= NUp+1 + Z [(k‘ — Dug — k‘uk]
k=1
n
= NUnp+1 — Z Ug
k=1
Conclusion :

n n
Vn > 1, Zkek = NUnp+1 — Zuk
k=0 k=1

Toujours la méme idée : télescopique ? Télescopique! (décalage d’indices, ce qui est la méme chose).

Il y a une question a : se laisser porter par cette indication.

1
Supposons que lim o, =¥ et que e, =0 (—) Soit n > 1. D’apres a), en divisant par n,
n—-+oo n

1 & 1&
Uptl = Ezkek‘f‘ Ezuk
k=0 k=1

Or ker = o(1), c’est-a-dire khT ker = 0. Donc le théoreme de Cesaro (appliqué a la suite
—400

ul, = (n + 1)ep41) nous donne

. 1 &
nEToog;)’“ek—O

De plus, (uy,) converge vers ¢, donc le théoréme de Cesaro, appliqué & u,, = uy,41, nous donne
1

n
lim up =4
n—+oo N ];1 k

Ainsi, (up+1) converge vers 0 + ¢. Finalement,

< lim o, =/ et en:o<l>> :>< lim unzﬁ)
n—-+o0o n n—+400

Les formules du 9a et du 10a se ressemble : pourrait-on déduire 10a de 9a ? 11 faut essayer, faisant apparaitre

un membre de 10a d’un coté, et si l’idée fonctionne, tout va se simplifier dans [’autre membre.
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D’apres 9a en n et m,

n n m m
Z ke = nup41 — Z U, et Z ke = mupmy1 — Z Uy,
k=0 k=1 k=0 k=1
En soustrayant, il vient
m m
D> kep = mumi1 — g1 — Y U
m
=(m—n)u, — Z g + m(Umt1 — Up) — NUp41
k=n+1
D’ou (on écrit le membre de gauche de l’égalité en passant ce qu’il faut du bon coté)
m m m
Z up — (m—n)u, = — Z ker +m(tumi1 — up) —Nupy1 OF Uppy1 — Uy = Z e;
k=n+1 k=n+1 j=n
m m

:—Zjej+mZej
j=n j=n

—
= Z(m_j)ej

J=n

=

En conclusion,

m m—1
> we—(m—n)un = 3 (m = e,
Jj=n

k=n+1

b) Par définition du grand O, e, = O(1/n) nous donne l'existence de C' > 0 telle que |e,| < C/n
pour tout n > 1. Soit un tel C' > 0.

Soit 1 < n < m. D’apres 10a,

—_

m

(m+1)om — (n+1)o, — (M —n)uy, = Z (m —j)e;
j=n
D’ou
Do — 1 1|
(m+ Vom =t Dow _, | _ (m — e,
m-—n m—n |4
j=n
- m—j C
< O <let e < —
Zm—n|€j| rm— et |e;] ;
J=n
m—1 ;
1 1 71
<C - Orn>2doncf§/ —dt
= J o Jit
mfll 1
<C dt:Cln(m )
n—1 t n—1

Ainsi,

Il existe une constante C' > 0 telle que pour tous 2 < n < m on a

m—1
<
\Cln( 1>

_un

m—-—n n —

‘ (m + Dom — (n + Doy,
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et (méthode du +1 — 1, comme pour le théoréme de continuité avec convergence uniforme)

fy — ] < un_(m—l—l)am—(n—i—l)an +’(m+1)am—(n+1)an_€’
m-—n m-—n
-1 =) — -
<Cln(m )+'(m+1)(a ) —(n+1)(o Z)‘
n—1 m—n
-1 1 1
gcm(m mt \am—zy+"+ lo — £
n—1 m—n m-—n
Et finalement, comme n+1 < m + 1,
-1 1
\un—£|<Cln<m )+m+ (lom — £ + |on — £])
n—1 m—n
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