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Exercice 1 (Algebre linéaire)

1) Une premiére étude.

a) Un conseil de rédaction : utiliser des <= pour rédiger une résolution de systéme linéaire, et uniquement

une résolution de systeme linéaire.

Soit . I’ensemble des solutions cherchées.

z r—2y+32=0
X=|yles <= Ly ¢— Ly — 2L,
20 —y =0
z
r—2y+32=0
<
3y—6z2=0
{x:2><22—32:z
<
Yy =2z
Conclusion :
1
& = Vect |2
1

— X =

N e R

<= X € Vect

b) L’application f est 'application linéaire canoniquement associée a la matrice

1 -2 3
A= (2 -1 O)
Remarquons que

X
X=\y 6Kerf<:>{
z

Donc il vient

1
Ker f =.% = Vect | 2
1

Comme Ker f # {0},

‘L’application f n’est pas injective

r—2y+32=0
20 —y =10

2
1

1
=z|2
1
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D’apreés le théoréeme du rang, avec E = #51(R) l’espace de départ,
dim F = dim Ker f + dimIm f

OrIm f C #51(R), donc dimIm f < 2, alors que dim E = 3 : forcément dimKer f > 1 et f n'est pas
injective.
En phrase : il n’y a pas la place d’injecter, de facon linéaire, un espace de dimension 3 dans un espace de

dimension 2.

2) Seconde étude.

a)
x —y—z —y —z
X=|ly|leKer f < AX =0 — X = Yy =1y |+] 0
z z 0 z
= z+y+2=0 -1 -1
= r=-y—=z2 =yl 1 [+=2[0
0 1
-1 -1
< XeVect(| 1 |,] 0]
0 1
Conclusion :
-1 -1
Ker f=Vect(| 1 |, 0 |)
0 1
Comme Ker f # {0},
‘ L’application f n’est pas injective ‘
b) D’apres le théoreme du rang, avec E = #51(R),
dim £ = dimKer f 4+ dimIm f
Or dim F = 3 et dim Ker f = 2, d’ou
‘rgf:dimlmle‘
1 1 1
De plus, Im f est engendré par les vecteurs colonnes, c’est-a-dire Im f = Vect ([ 1|, [1]|,|1]):
1 1 1
1
Im f=Vect |1
1
Ici, le calcul est immédiat. Mais, en toute généralité, lorsqu’on a v = dimIm f, il suffit d’extraire une

famille de r vecteurs libres des vecteurs colonnes de A pour trouver une base de limage.

Exercice 2 (Analyse)
1) Préliminaires.
2 2n n J,‘2k

a) cos(z) =1— % Lt (_1)”% + 0(x2n) _ ];)(_l)k(Qk)!

La fonction x — cos(x) est la partie réelle de z — e®. De plus (vérifications) : c’est une fonction
paire (donc que des puissances paires) et cos(0) = 1.

+ o(x®™).
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2

b) 1 (1+ )_ _2_,_ +(_1)n+1x zﬂ: k+1mk ( n)
n r)=x 9 n 2 +o(x").

1
Via la série géométrique, puis z +— In(1 4+ x) est la primitive de x — T+ 2 qui s’annule en 0.
T
Ainsi (vérifications) : In(1 4 0) = 0, le terme constant est nul.

1
c) La série E — converge si et seulement si a > 1.
n
n=>1

2) Application. On étudie towjours le terme général.

a) Soit u, =1In (1+ > pour n > 1.

1
ny/n
un:1n<1+f>
1 1
:nYﬁ+O(nJﬁ>

~
n3/2

1
Or Z —3j3 converge (Riemann, = 3/2 > 1), donc, par théoreme de comparaison des séries
n

positives (u, > 0),

E Uy converge

1
b) Soit u, = In (cos (nz>> pour nn > 1.

Un DL, presque toujours, commence de l'intérieur (la variable) vers l'extérieur, en composant.

1 1 1 1
:—ﬁ—{—o(?) In(14u) =u+ o(u) avecu:—ﬁ—i—o(ﬁ) m()

1

n2

Ainsi, |up| ~ o

1
Or Z —5 converge (Riemann, o = 2 > 1), donc, par théoréme de comparaison des séries positives,
n

g uy, converge absolument donc converge

Exercice 3 (Algebre linéaire)
1) Montrons que f est linéaire : Soit A € R, M, N € E.

fAAM +N)=—(AM+N)+Tr (AM + N)I,
=AM — N+ \XTr(M)I, + Tr (N)I, Par linéarité de la trace
= Af(M) + f(N)

Conclusion :
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‘ L’application f est linéaire

Montrons que f: E — E : Soit M € E, f(M) € E comme combinaison linéaire de matrices. Donc
f:E—FE.
Conclusion :

feZ(E)

2) Soit M € E.

MeKer f= f(M)=0
— M +Tr (M)I, =0
= Tr(-M +Tr (M) 1I,) =—Tr(M)+ Tr (M) Tr(I,) =0
——
=AeR
= (n—-1)Tr(M)=0
= Tr(M)=0 Carn > 2

Une hypothése qui ne sert pas, c’est louche : « n > 2 » doit étre la pour une raison...

Conclusion

| M € Ker f = Tr (M) = 0|

Reprenons :

MeKer f= f(M)=—-M+Tr(M)I, =0
— -M=0 Car Tr (M) = 0 d’apres ci-dessus
= M =0

Donc Ker f C {0}. Or {0} C Ker f (sous-espace vectoriel), donc

3) D’apres 2, f est injective. Or f est un endomorphisme en dimension finie, donc

’ L’application f est bijective ‘

Exercice 4 (Analyse)

Pour tout n € N, définissons la fonction f,, sur Ry par f,(z) = 2" —nx + 1.

1) Soit n > 2. La fonction f,, est polynomiale donc dérivablelﬂ et

Vo € Ry, fi(x)=nz" ' —n=n("1-1)

n

o fn(O):l X 0 1 —+00

e fu(l)=2-—n () _ 0 +
o fu(x) ~joo z™ carn > 1.

Donc xkrfoo fn(z) = F00.

1. C’est toujours plus poli de le dire avant de dériver, surtout si la justification est immédiate.



DST 1

2) La fonction f, est continue, strictement monotone, sur l’intervalle [0,1], et f,,(0) > 0, fn(1) < 0 (car
n>=2).
Donc, d’apres le théoreme de la bijection,

‘ L’équation f,(x) = 0 a une unique solution sur [0, 1] ‘

3) Dans les études de suites implicites fn(x,) = 0, tout placer dans le tableau de variation aide souvent d com-
prendre.

fn(g) <0
I 2—n
Si fn(e) <0, la stricte décroissance de f,, impose 0 < x,, < €.
a) Comme € €]0,1], lim €"=0et lim —ne= —oo. Ainsi,
n—-+o0o n—-+o0o
lim €) =—00
n—-+o0o fn( )

Par définition de la limite,
VAeR, IngeN, VneN, n>2ny= fn(e) < A4

Avec A =0, il vient

‘ 11 existe ng € N tel que, pour tout n > ng, fr(g) <0 ‘

b) Soit n > ng. D’apres le tableau de variation de la question 1, f,, est strictement décroissante sur
[0, 1], donc f,, () < 0 entraine x,, < €.
c) Par construction, z,, € [0,1] pour tout n € N. Donc, pour e > 1, 0 < =, < ¢.
Pour ¢ €]0, 1], on vient de montrer qu’il existe ny € N tel que, pour tout n > ng, 0 < =, < ¢
(question 3b).
Ainsi,
Ve € R} dng e N/ Vn €N, {n}noﬁxn:]mnlge}

Par conséquent,

‘ La suite (x,,) converge vers 0 ‘

FIN DE L’EPREUVE



