Suites numeériques
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I Généralités
A Introduction

Exemple 1. [Si vous travaillez chaque mois, vous recevez un salaire : un nombre.]
Juillet Aot Septembre Octobre Novembre Décembre Janvier Février Mars Avril

On a obtenu une suite de nombres : ug, uy, us, ...

Exemple 2 (Si pas d’autre bonne idée dans 1'assistance). A chaque anniversaire, vous vous mesurez
(en cm). ug =[taille & la naissance|, u; =[taille & un an|, etc...

Remarque 3. e Pour une suite quelconque, on ne peut pas deviner u;y en connaissant ug, ou en
connaissant tous les autres u,,.

e Une suite ne s’arréte jamais : elle est infinie (on ne meurt jamais). Pour tout nombre n, aussi grand
qu’on le prenne, u,, existe.

B Définitions

Définition 4. Si, & chaque entier n > 0, on associe un nombre réel wu,, on dit que ’ensemble
(ordonné) des nombres wu,, forme la suite de terme général u,, que 'on note (u,,).

|Les indices sont en ... indice, bien en bas.]

Remarque 5. On s’intéressera plus particuliérement aux suites dont les termes ont des liens logiques
entre eux.

Vous verrez, dans ce cas, deux fagon de définir une suite :

— Par récurrence

— Par une formule en fonction de n. (qui permet de calculer directement un terme).

Remarque 6. Toujours tester les formules obtenues : est-ce que, si on remplace n par 0, 1, 2 ou 3,
on obtient bien la méme valeur que par le calcul direct ?
C Représentation graphique

Il n’y a que des points isolés, car u, n’existe que pour n entier (n =0, n =1, n =2, ...).
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D Variations
Définition 7.
— La suite (u,) est croissante si et seulement si, pour tout n, u, 1 > uy, (i.e. Upy1 —uy > 0).
— La suite (u,) est décroissante si et seulement si, pour tout n, u,11 < u, (i.e. Upt1 —up <0).

— La suite (u,) est constante si et seulement si, pour tout 7, U, 1 = Uy,.

(les définitions pour strictement croissant et décroissant sont laissées en exercice au lecteur)

II Suites arithmétiques

A Définition

Dans une suite arithmétique, chaque terme s’obtient en ajoutant un nombre r constant au terme
précédent :

Ug ﬁXé,
Upyl = Up T+ 7T

Vocabulaire : le nombre r est appelé la raison.

Exemple 8. La suite de 'exercice 1 est définie par :
up = 1460

Uiy = i + 20 C’est une suite arithmétique de raison 20.

B Expression du terme général en fonction de n

Si (uy,) est une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r, alors, pour tout entier n positif,

’un:uo%—rxn‘

Exemple 9. Le terme général de la suite de 'exercice 1 s’exprime ainsi : u, = 1460 + 20 X n

faire Dexercice 4



C Variations

Une suite arithmétique (u,,) de raison r est
— croissante sir > 0

— décroissante sir <0

— constante sir =0

Exemple 10. 1) La suite de lexercice 1 est croissante.

2) La suite de l'exercice 4 est décroissante.

D Somme des termes d’une suite arithmétique
D.1 La somme des n premiers entiers naturels :

On cherche a calculer 14+2+3+4+---+n. On essaye donc d’obtenir une formule (qui dépendra de
n) permettant de calculer directement la valeur de cette somme. Pour cela, on considére des petits
carrés D de taille 1 x 1. Chercher a calculer la somme 1424344, c’est la méme chose que chercher
a calculer I'aire de I'objet suivant :

|

C’est le triangle inférieur d’un carré de coté 4, plus 4 demi-cases (ce qui dépasse de la diagonale). Or
4x4 4

5

l’aire du carré est 4 x 4, donc 1 +2+4+3+4 =
On procéde de méme pour 1 +24+34+4+---+n:

\)

| Nk

1 2 3...n

Donc1+2+34+4+4+---+n=
On factorise et on obtient finalement le résultat suivant :

nxn n

+1
1+2+3+4+...+n_n<n2 )
D.2 Cas général :

Soit, (u,) une suite arithmétique de raison r.

(2ug +nr)(n+1)
2

UQ+U1+U2+U3+"‘+U”:

Démonstration.



up+ur +ugtug oo Fu, = ug+ (ug + 1)+ (g +2r) + (uo +3r) + - + (ug + nr)
u(n+1)+1r+2r+3r+---+nr
(2ug +nr)(n+1)

2

IIT Suites géométriques

A Définition

Dans une suite géométrique, chaque terme s’obtient en multipliant par un nombre ¢ constant le terme
précédent :

Ug fixeé,
Upy1 = ¢ XUy

Vocabulaire : le nombre ¢ est appelé la raison.

Exemple 11. La suite de 'exercice 2 est définie par :
Ug = 1

C’est une suite géométrique de raison 2.
Upr1 = 2 XUy

Exemple 12. La suite de 'exercice 3 est définie par :

ug = 100
9 C’est une suite géométrique de raison —.
Up+1 1—0 X Up 10

B Expression du terme général en fonction de n

Si (u,) est une suite géométrique de premier terme ug et de raison ¢, alors, pour tout entier n positif,

’un:UO an‘

Exemple 13. Le terme général de la suite de I'exercice 2 s’exprime ainsi : u,, = 2"

9 n
Exemple 14. Le terme général de la suite de 'exercice 3 s’exprime ainsi : u,, = 100 X (E)

faire l’exercice 6

C Variations

Une suite géométrique (u,) de raison g > 0 et de premier terme ug > 0 est
— croissante si ¢ > 1

— décroissante si ¢ <1

— constante si ¢ = 1

Exemple 15. 1) La suite de I'exercice 2 est croissante.

2) La suite de Pexercice 4 est décroissante.



D Somme des termes d’une suite géométrique

Dans toute cette partie, on suppose que la suite n’est pas constante, c’est-a-dire g # 1.

D.1 Calculde 1+q¢+¢@F+¢@+--+¢"
On cherche & calculer la somme S, =1+ ¢+ ¢*+ ¢+ -- -+ ¢". L’idée, c’est de multiplier S, par ¢ :

qx S, = ¢(l+q+F+¢+-+4q")
= qg+(gxq)+(gx®)+(gxg)+-+(gxq"
— q+q2+q3+q4++qn+l

Ecrivons S, et ¢S, l'un au-dessus de l'autre, en alignant les puissances :
S, =1+ ¢ + ¢& + ¢ + U

+ q"
¢S, = g + ¢ + ¢ + ¢ + + ¢ + ¢

Donc, si on fait la différence des deux lignes, on obtient : S, — ¢S, =1 — ¢".
De plus S, — ¢S, = (1 — q)S,, donc (1 —¢)S, =1 —¢"". Dot le résultat :

D.2 Cas général :

Soit (u,,) une suite géométrique de raison g # 1 et de premier terme ug :
Up = Uy X q"

On cherche a calculer la somme S,, = ug + w1 + us + ug + - - - + Uy,.

Sp =1ty +us +us+uz+-+u, = up+ (uoq) + (uog®) + (uog®) + -+ + (uoq™)
= w(l+q+F+3++4q")

1 — g™
= Ug X q




