Bac blanc Samedi 10 octobre 2009

Mathématiques

Correction
Question de cours. Voir cours.
Exercice 1 _ _ _
T—1 T+1—(e"—1 2
1) Soit z € R, 1 — ‘ _ T (e ) = Ainsi
e+ 1 e 41 e 41
e’ —1 2e® 2 2e"  2e” 2e” 0
e?4+1 er4+1 eT+1 er+1 1+4er ev+1
Donc 'égalité est vraie.
2) Tableau de signe :
x —00 0 1 +00
e’ — 1 — 0 + +
1—=x + 0 -
(e —1)(1—x) — 0 + 0 —
L’affirmation est fausse.
3) Pour tout u € R, e* > 0, donc laffirmation est fausse.
1
4) Pour x = —1, Iégalité s’écrit e '™ = e’ = 1 = e + =, ce qui est faux. Donc Paffirmation est
e

fausse.

5) La fonction z — —x +1 est décroissante sur R et la fonction exp est croissante, donc la fonction
z — e ™! est décroissante sur R. L’affirmation est vraie.

6) Soit f(z) = ze* — 1 sur R. Alors, pour tout # € R, f'(x) = €** + x(2e**) = (1 + 2z)e**. Ainsi
f'(=1/2) = 0 # 2e>*“Y2) 1a formule est fausse.

Exercice 2 (QCM)
1) c) 2) ¢ 3) c) 4) c) 5) ¢)

Les auteurs des sujets éviteront que cette situation se reproduise.



Exercice 3 (Pondichery, mars 2003)
Partie A : Conjectures

1) La fonction f semble strictement croissante sur [—3;2].

2) Il semble que la courbe soit sous axe des abscisses pour tout x € [—3;0[ et au-dessus pour
tout x €]0; —2[.

Partie B : Controdle de la premiére conjecture
1) Pour tout x € R, f'(z) = 2z + 2%)e* ' —z = x(x + 2)e* ! — 2 = 2g(x)

2) a)e lirf r+2=+00et hIJ{l e"*! = +oo donc hgl g(x) = +oo.

e Pour tout z € R, g(z) = (ze”)/e+2e*"! —1. Or, par croissance comparée lim ze® = 0.

r——00

De plus lim 2¢* ' =0, donc lim g(z) = —1.

r——00 Tr——00

b) et ¢) Pour tout x € R, ¢'(x) = (1+x+2)e” ' = (v +3)e” . La fonction exp est toujours
positive donc il vient

T —00 -3 +00
el + +
x+3 — 0
J(x) — 0 +
-1 +00
g \ 4 /
—e =1

Car g(—3) = —e™* — 1.
d) e Sur intervalle | — oo; —
g(z) < lim g(z) =
] — o0; —3].
e Sur lintervalle [—3; +o0o[, la fonction ¢ est continue (car composée de fonctions conti-
nues), strictement croissante, g(—3) < 0 et lir}ra g(x) = +o00. Donc, d’aprés le théoréme

3], la fonction g est décroissante, donc, pour tout x €] — oo; —3],
—1 < 0. Donc I'équation g(x) = 0 n’a pas de solution sur I'intervalle

de la bijection, I’équation g(z) = 0 posséde une unique solution sur l'intervalle [—3; +o0].
En conclusion, I'équation g(z) = 0 posséde une unique solution dans R.
De plus ¢(0,20) ~ —0,011 < 0 et g(0,21) ~ 0,003 > 0. Donc, toujours d’aprés le théoréme
de la bijection, a €]0,20;0,21].

e) De la question précédente, on déduit

x —00 « —+00

g(x) — 0 +

3) a) et b) On dresse le tableau de signe de f’, et on en déduit le sens de variations de la
fonction f. D’aprés la réponse a la question 2)d), a > 0.



T —00 0 Q +00
g(x) - - 0
x — 0 + +
f'(x) + 0 - 0 +
0 +00
; / \ . /

Les limites sont données & titre indicatif et sans justifications.

c) La premiére conjecture est fausse : la fonction continue f est strictement décroissante sur
[0; ], done f(a) < 0. Ainsi la fonction f va franchir une seconde fois Paxe (zz') aprés a.

Partie C : Controle de la deuxime conjoncture

1) Pour montrer que deux quantités sont égales, on montre que la différence est nulle.

3 2 3 2 3 2
T 9 a1 Q7 o _ 2.a-1_ & (a+2) o 2 a1 20
M= = "3 302~ " 2a72 Tary Y T2ar9

1
Or, par définition de a, g(a) = (a +2)e* ! —1 =0, cest & dire e*™! = st Ainsi,
Q
_ A3 2 2 2 92 2
fla) - a® _ 2a-1_ o« _ o 28
2(a +2) 200+2) a+2 2a+2)
—as
En conclusion, f(«a) = Nat2)

2) a) Soit x € [0;1].  + 2 # 0 donc h est bien définie, et dérivable car composée de fonctions
dérivables. Dérivons le quotient.

W(x) = —3222(w +2)) — (—2%) x 2 —62° —122%+22° —a®—32> —a’(x+3)

(2(z +2))? o Ae+2?2 (@422 (z+2)

Un carré est toujours positif, donc h'(z) est du signe de —(z + 3). Or ici x €]0; 1], donc
—(x +3) < =3 <0, donc h est strictement décroissante sur ]0; 1].

b) Appliquons le résultat de la question précédente a l'encadrement trouvé a la question
B.2.d : h est décroissante, donc

0,20 < a < 0,21 — h(0,20) > h(a) > h(0,21)
D’aprés le résultat de la question C.1), f(a) = h(«). Ainsi, h(0,20) > f(a) > h(0,21)

3) a) La courbe % coupe P'axe des abscisses en o € R vérifiant f(x) = 0. Or f(x) = 22" —

72
: . 2’
donc I’équation s’écrit
(e —=1/2) =0
Les solutions sont z = 0 et = (3 tel que e’ ! = 1/2. Nous verrons dans un chapitre
ultérieur que ( peut s’exprimer a ’aide du logarithme.
b) D’aprés le tableau de variation de la question B.3.b, la courbe est sous 'axe des abscisses

sur | — 00; 0[U]0; 3], et au-dessus sur |3; +o0.
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c¢) La seconde conjecture est donc fausse.

Exercice 4
1) Pour tout x € R, f'(z) =2 — cosx. Or

-1 < coszx < 1
= -1 < —cosz < 1
= 1 < fi(z) < 3

En particulier f'(x) > 0. Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur R.

Pour tout z € R, —1 < sinz < 1, donc, de méme,

2 —1 < f(x) <2z +1

Procédons par comparaison :

2)0

lim 2z — 1 =400 et 2z — 1 < f(z) pour tout z € R, donc lim f(z) = +oo.

z—+00 T—+00
lim 2z 4+ 1= —oc0et f(x) <2x+1 pour tout € R, donc lim f(z) = —o0.

€ N 2. Le point M(z, f(x)) de € est sur la droite Z; si et seulement si f(z) = 2z — 1.
flz)=2r—1<=2r—sinr=2r—1<=sinz =1

Or sinz = 1 si et seulement si x = 7/2 + 2k7, avec k € Z.
Donc les points commun a € et % sont les points d’abscisses z, = /2 + 2k7, avec k € Z.
Soit k € Z. La tangente en x = x a la courbe € a pour équation

y = [flow)(@—xp) + f(on)
= (2 —cos(m/2+ 2knm))(x — x1) + 2x) — sin(w/2 + 2km)
= 2z —ap) + 20, — 1
20 —1

La droite 2, est donc tangente & € aux points My(xg, f(xx)) pour tout k € Z.
% N Py. On procéde de méme. Le point M (x, f(x)) de € est sur la droite 2, si et seulement
si f(x) =2z + 1, c’est-a-dire sinz = —1.
Donc les points commun a € et %, sont les points d’abscisses 2, = —m/2 + 2k, avec k € Z.
Soit k € Z. La tangente en x = z. a la courbe € a pour équation

y = [l — ) + fz))
(2 — cos(—7/2 + 2km))(x — x},) + 2}, — sin(—7/2 + 2km)
= 2(x —x)+ 22, + 1
= 2x+1

La droite 2; est donc tangente & 4 aux points M (z}, f(z})) pour tout k € Z.

3) Pour tout z € R, f(—z) = 2(—x) —sin(—z) = —2z +sinzx = — f(x).
Donc la fonction f est impaire.
4) Pour tout z € R,

flz+2m) =2(x + 27) + sin(x + 27) = 2z + 47 +sinx = f(x) + 47

Une translation de 27 selon les = translate de 47 selon les f(z) : la courbe € est stable par
translation de vecteur W = 2777 + 477 .

En conclusion, on passe de la partie de & représentant la fonction f sur [—m; 7| & la partie de
% représentant la fonction f sur [—m +2km; m+2k7] (k € Z) par la translation de vecteur k.
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Exercice 5

1) — La courbe € passe par Dorigine O signifie f(0) = 0. Or f(0) =2+ a x 0+b=2+b. Ainsi
b= —-2.
— La tangente a € en O a pour coefficient directeur 3 signifie f'(0) = 3. Or f'(z) = 2¢" + a et
f'(0)=2"+a=2+a. Ainsia=1

2) Pour tout z € [0;1], f'(x) = 2e" + 1> 2" +1 > 0. Ainsi

T —1 1
f'(x) +
2e — 1
/ —
2¢ -3

Question ouverte
Pour prouver une inégalité entre deux termes, on suit le méme modéle que pour une égalité : on

étudie le signe de la différence!

T
Premiére inégalité. Pour tout x € [0; Z]’ posons f(z) = tan(z) — x.

La fonction f est définie et dérivable pour tout x € [0; ﬂ et f/(z) = 1+tan®(z)—1 = tan?(x) > 0

La fonction f est donc croissante sur cet intervalle, et pour tout = de cet intervalle 0 = f(0) < f(x).
Ce qui nous donne
r <tanx

Seconde inégalité. Pour tout x € [0; ﬂ, posons g(x) = tan(z) — 2.
La fonction g est définie et dérivable pour tout = € [O; ﬂ ,et g'(r) = 1+tan®(z) — 2 = tan®(z) — 1.

T
Or, sur 'intervalle [O; ﬂ , la fonction tangente est strictement croissante et comprise entre tan 0 = 0

et tanm/4 = 1. On dresse le tableau de signe de ¢'(x) = (tan(x) — 1)(tan(z) + 1), dont le tableau
de variation de g se déduit.

x 0 /4
tan(z) — 1 - 0
tan(x) + 1 +

g (x) - 0
0

9 \

g(m/4)

™

4}, 0=g(0) > g(z) = tan(x) — 2z. Ce qui nous donne

Ainsi, pour tout x € [0;

tanzx < 2z



