
Ba blan février 2010
Mathématiques

CorretionAttention, es orretions viennent du site de l'APMEP.
Exerie 1 (5 points)1) F(1 ; 0 ; 1), G(1 ; 2 ; 1), H(0 ; 2 ; 1)2) a) Le volume V est égal à : AFGH × AE

3
.FGH est un triangle retangle en G, don AFGH =

FG×GH
2

=
2× 1

2
= 1 et omme AE= 1, V =

1× 1

3
=

1

3
.b) On a I(0 ; 1 ; 0), −→FI = (−1 ; 1 ; −1),

−→IH(0; ; 1 ; 1),
−→FI · −→IH = 0+ 1− 1 = 0. Les veteurssont orthogonaux don (FI) et (IH) sont perpendiulaires en I. En prenant omme basele triangle FIH, V =

FIH× d

3
, où d est la distane du point G au plan (FIH). Le triangleFIH étant retangle en I, son aire est égale à FI× IH

2
.

• FI2 = 1 + 1 + 1 = 3 ⇒ FI = √
3 ;

• IH2 = 0 + 1 + 1 = 2 ⇒ IH =
√
2.Ainsi AFIH =

√
3×

√
2

2
=

√
6

2
.En onlusion : V =

1

3
d'après a) et V =

1

3
×

√
6

2
× d. Don d =

2√
6
=

√
6

3
.3) a) On alule : −→n · −→FI = −2 + 1 + 1 = 0, et −→n · −→IH = 0 + 1− 1 = 0.Ainsi−→n est orthogonal à deux veteurs non olinéaires de (FIH), don −→n est orthogonal à e plan .b) L'équation du plan (FIH) est don de la forme : 2x+ 1y − 1z + d′ = 0.Comme F ∈ (FIH) ses oordonnées véri�ent l'équation i-dessus soit 0 + 1 − 0 + d′ = 0,don d′ = −1. Une équation du plan (FIH) est don :

M(x ; y ; z) ∈ (FIH) ⇐⇒ 2x+ y − z − 1 = 0) On sait que la distane d de G au plan (FIH) est :
d =

|2xG + yG − zG − 1|√
22 + 12 + 12

=
|2 + 2− 1− 1|√

6
=

2√
6
=

√
6

3On retrouve la même valeur qu'au 2. b.1



4) a) La droite (AG) est perpendiulaire au plan (FIH) si et seulement si −→AG est olinéaire à
−→n . Or −→AG(1 ; 2 ; 1) n'est manifestement pas olinéaire à −→n , les oordonnées n'étant pasproportionnelles.b) M(x ; ; y ; z) ∈ (AG) ⇐⇒ −−→AM = α

−→AG qui se traduit par :
M(x ; y ; z) ∈ (AG) ⇐⇒







x = t

y = 2t
z = t) Remplaçons les oordonnées de M(t, 2t, t) ∈ (AG) dans l'équation du plan (FIH) :

2t+ 2t− t− 1 = 0 ⇐⇒ 3t = 1 ⇐⇒ t =
1

3Les oordonnées de K sont don (1

3
;
2

3
;
1

3

).5) Le rayon de la sphère est GK.Or GK2 =
4

9
+

16

9
+

4

9
=

24

9
⇒ GK =

√

24

9
=

2
√
6

3
.Or la distane d de G au plan (FIH) est égale à √
6

3
; elle est don inférieure au rayon de lasphère et par onséquent la setion de la sphère par le plan (FIH) est un erle.Exerie 2 (5 points)A - Étude d'une fontion1) La fontion f est le produit de deux fontions dé�nies et dérivables sur R : elle est don dé�nieet dérivable sur R et f ′(x) = e−x− (x+1)e−x = −xe−x qui est du signe de −x, puisque e−x > 0quel que soit x ∈ R.La fontion est don roissante sur R− et déroissante sur R+.Le maximum est obtenu pour x = 0, f(0) = 1× e−0 = 1.Limites :

• f(x) = xe−x + e−x.Par roissane omparée et par produit et somme de limites : lim
x→+∞

f(x) = 0.
• lim

x→−∞

(x+ 1) = −∞ et lim
x→−∞

e−x = +∞, don par produit de limites : lim
x→−∞

f(x) = −∞.On a don le tableau de variations suivant :
x −∞ 0 +∞
f ′ + −

f(x)

−∞

1

02) Traer la ourbe (C). On fera apparaître les résultats obtenus préédemment. Voir i-dessousB - Étude d'une famille de fontions1) a) On a f0(x) = x+ 1 : 'est une fontion a�neb) Les points ommuns à C0 et C1 ont des oordonnées qui véri�ent : y = x+1 et y = (x+1)ex,e qui nous donne l'égalité x+ 1 = (x+ 1)ex. Résolvons.
x+ 1 = (x+ 1)ex ⇐⇒ (x+ 1) (ex − 1) = 0 ⇐⇒

{

x+ 1 = 0ex − 1 = 0

⇐⇒
{

x = −1ex = 1
⇐⇒

{

x = −1
x = 02



On a don deux points ommune : le point (0 ; 1) et le point (−1 ; 0).On remarque que quel que soit k, fk(−1) = 0, don le point (−1 ; 0) appartient à toutesles ourbes Ck.De même, quel que soit k, fk(0) = 1, don le point (0 ; 1) appartient à toutes les ourbes
Ck.2) Tableau de signes :

x −∞ −1 0 +∞

x+ 1ex − 1

(x+ 1) (ex − 1)

− 0 + +

− − +

+ − +00

0On a don :
fk+1(x)− fk(x) = (x+ 1)e(k+1)x − (x+ 1)ekx = (x+ 1)ekx (ex − 1) qui est du signe du produiti-dessus ar ekx > 0 quel que soit x ∈ R. On en déduit que :
• pour x < −1 et pour x > 0, Ck+1 est au dessus de Ck
• pour −1 < x < 0, Ck+1 est au dessous de Ck
• les deux ourbes se oupent en x = −1 et en x = 0.
fk produit de fontion dérivable est dérivable et f ′

k
(x) = ekx + k(x+ 1)ekx = ekx(kx+ k + 1).Comme ekx > 0 quel que soit x et quel que soit k, le signe de f ′

k(x) est elui de kx+ k + 1.
• Si k > 0, alors kx + k + 1 = 0 ⇐⇒ x = −k + 1

k
, don f ′

k(x) > 0 si x > −k + 1

k
, donla fontion est roissante sur et intervalle et f ′

k
(x) < 0 si x < −k + 1

k
, don la fontion estdéroissante sur et intervalle.

• Si k < 0, alors kx+ k + 1 = 0 ⇐⇒ x = −k + 1

k
.

f ′

k
(x) > 0 ⇐⇒ kx + k + 1 > 0 ⇐⇒ k + 1 > −kx ⇐⇒ x < −k + 1

k
. La fontion fk estdon roissante sur ]−∞ ; −k + 1

k

[ et déroissante sur ]−k + 1

k
; +∞

[.3) En utilisant la question préédente, on peut dire que E et F orrespondent à des valeurs de knégatives.Plus préisement la ourbe E roît sur ]−∞ ; 0[ e qui orrespond à la valeur k = −1.Don E représente la fontion f−1 et par onséquent F représente la fontion f−3.Pour les valeurs de k positives on utilise les résultats de la question 2. : pour x > 0, on onstateque que K est au dessus de H ; don H représente f1 et K représente f2.
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Exerie 31) D'après l'énoné, � le test est positif pour 70% des érans neufs sortis diretement des haînesde fabriation �, don p(T1) = 0,7.Pour aluler p(C), modélisons la situation par un arbre.
T1 C

0,7

T 1

T2 C0,65

T 20,35

0,3

Après le premier test, les érans ayant éhoués (T 1) sont réparé, puis de nouveau testés (test� T2 �). Si e test éhoue (T 2), l'éran �ni à la poubelle. Dès que le test réussi, l'éran estommerialisé.La leture de l'arbre nous donne p(C) = 0,7 + 0,3× 0,65 = 0,895.2) Par dé�nition pC(T1) =
p(C ∩ T1)

p(C)
=

0,7

0,895
. Détails : p(C∩T1) = p(T1), tous les érans véri�ant

T1 ont été ommerialisés.3) Notons A l'évènement � au moins un éran passe le test la première fois �. L'évènement ontraireest plus simple à étudier : A, � auun éran ne passe le premier test �, est l'évènement T 1 pourhaun des 5 érans. C'est-à-dire � T 1 et T 1 et T 1 et T 1 et T 1 �. Or le résultat pour haqueéran est indépendant. Traduisons en aluls.
p(A) = p(T 1 ∩ T 1 ∩ T 1 ∩ T 1 ∩ T 1) = p(T 1)× p(T 1)× p(T 1)× p(T 1)× p(T 1) = (0,3)5 = 0,00243En onlusion, p(A) = 1− p(A) = 1− 0,00243 = 0,99757 .4



4) Les érans passant le premier test prourent un � gain � de a − 1000 ; eux passant le seondtest un � gain � de a− 1050 et les autres un � gain � de −1000.a) D'où la loi de probabilité :
1ertest 2etest refusés

p(X = xi) 0, 7 0, 195 0, 105� gain � a− 1000 a− 1050 −1050b) E(X) = 0, 7× (a− 1000) + 0, 195× (a− 1050) + 0, 105× (−1050) =
E(X) = 0, 895a− 1015.) L'entreprise peut espérer un béné�e si l'espérane de gain est positive, soit E(X) >

0 ⇐⇒ a >
1015

0, 895
≈ 1134, 08 euros. (à un entime près par exès)Exerie 4 (5 points)1) Cf. ours.2)

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5−1−2−3

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

++

+

+

+

+

AB
C

D E Ω

E′3) a) On obtient zA′ = 5i = zC et zB′ = −3− 3i = zD.b) M(z) est invariant par f si et seulement si z′ = z = (1 + 2i)z − 2 − 4i ⇐⇒ 2iz =
2 + 2i ⇐⇒ z = 2− i. L'équation ayant une seule solution, f a un seul point invariant Ωd'a�xe ω = 2− i.4) a) On a z′ − z = 2iz − 2− 4i = −2i(2− i− z).5



b) En prenant le module des deux omplexes i-dessus, on obtient MM ′ = | − 2i| × ΩM etsi Ω 6= M,
MM ′

ΩM
= 2.L'égalité trouvée au a peut, si Ω 6= M , s'érire z′ − z

2− i− z
= −2i. En prenant les argumentsde es deux omplexes, on obtient (−−→MΩ,

−−−→
MM ′

)

= −π

2
.) On en déduit que le triangle ΩMM ′ est un triangle retangle en M .d) On a |zE|2 = 1 + 3 = 4 = 22.Don zE = 2

(

−1

2
−

√
3

2
i) = 2

[

cos

(

−2π

3

)

+ i sin(−2π

3

)]

= 2e−i 2π3 .Pour plaer le point E, il su�t de onstruire le erle de entre O et de rayon 2. Le pointE est le point de e erle d'absisse 1.D'après les questions b et  on a EE′ = 2ΩE et (−→EΩ,
−−→
EE ′

)

= −π

2
. On onstruit don laperpendiulaire en E à la droite (EΩ) et on plae sur ette droite le point E′ tel que EE′= 2ΩE et (−→EΩ,

−−→
EE ′

)

= −π

2
.
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