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Chapitre 3: Suites de fonctions
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Exercice 1. Soit f,(z) = P

pour z € R. Montrer que la suite (f,) converge simplement
mais pas uniformément sur R vers la fonction f définie sur R par:

fle)=2siz<0
£(0)=3
fle)=1siz>0

Exercice 2. Soit f,(z) = (1 + 3:")%, pour x € RT. Montrer que (f,,) converge uniformément

sur RT vers une fonction f & déterminer.
Exercice 3. Soit f,(x) = nsin (%), pour z € R.

1) Montrer que (f,) converge simplement sur R.
2) La convergence est-elle uniforme sur R? (On pourra regarder f,(z,) avec z,, = (n +1)%)

Exercice 4. Soit f,(z) = (1+ Z)", pour z € RY.
1) Montrer que (f,,) converge simplement sur R™ vers la fonction f définie sur Rt par f(z) = e®.

2) Montrer que la convergence est uniforme sur [0, A], quel que soit A > 0.
3) A-t-on convergence sur R*?
Exercice 5. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions (f},)

dans chacun des cas suivants.
(i) folz) =n?2*"(1 — z).

:En

() fule) = 2o

Exercice 6. On considere la suite de fonctions (f,,) définies sur [0, 1] par,

Ve [0,1], fulz)= %

1) Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que 'on déterminera.

2) Montrer que, pour tout entier n > 1, et pour tout x € [0, 1],
|fo(@) = f(2)] < :
x)— f(x .
" T nx+1

3) Montrer que (f,,) converge uniformément vers f sur [e, 1], pour tout € €]0, 1[. Converge-t-elle

uniformément sur [0, 1]?



4) Calculer
1

lim / fn(z)dz.
0

n—-4o0o

Commenter le résultat.

Exercice 7. Soit (f,) la suite de fonctions définies sur [0, 1] par,

Vr € [0,1], fn(z) = 2" In(cosz).

1) Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement mais pas uniformément sur [0, 1].

2) Soit 0 < a < 1. Montrer que (f,) converge uniformément sur [0, a| et déterminer

lim /a fu(z)dz.
0

n—-+00

3) Montrer que
1

lim x" In(cos x)dx = 0.
n—+oo Jq

Exercice 8. (Ezamen janvier 2003)

Soit (f,,) la suite de fonctions définies sur R* par

(1- %)n, siz € [0,n],
0siz>n.

ute) = {

1) Montrer que (f,,) converge simplement sur Rt vers la fonction e~?.

2)
a) Soit, pour tout x > 0, h(x) = ze~*. Montrer que, pour tout = > 0,

|h(z)| < e L.

b) Pour n > 1, on pose

B e‘m—(l—%)n, si x € [0, n],
gn(x) = { e % six>n.

Montrer que, pour tout = € [0,n], g/, (x) = e~ *h,(z), avec

) = =1+ (1~ %)"_1.

c¢) Calculer h! (x), pour x € [0,n]. En déduire qu’il existe a,, € [1,n] tel que

g (an) = 0; Vz € [0, anl, gl (z) > 0; Vz €lan,n], ¢,(x) <O0.

d) Montrer que g, (o) = La,e ™ et donner le tableau de variation de g, sur RT.

e) En déduire que (f,) converge uniformément vers e~ sur RT et calculer

+0o0
lim Jn(x)d.

n—-+00 0



Exercice 9. On note I = [0, %] Le but de I’exercice est de construire une application continue
f: I — R, telle que

Veel, flz)=1+ % /0 (f(t) + £(£2) dt.

On considere les applications f, : I — R définies par récurrence:

{ fo(x) =1, Vzel,
fav1(@) =143 [ (fa(t) + fo(t?)) dt.

1) Calculer f; et fo. Montrer que, pour tout entier n, f, est un polynéme.

2) On note, pour n > 1,
Dn = sup |fn(x) - fn—l(x)|
xel

Calculer Dy et Dy. Montrer que

Vn € N*, Vo €I, ’fn-i—l(x)_fn(x)’ < =Dy,

1
2
et en déduire que, pour tout n € N*,

1
Dn§2—n.

3) On pose uy(x) = fr(z) — fr—1(x).
a) Soit x fixé dans I. Montrer que la série numérique ), uy(z) est absolument convergente.

b) On note, pour tout = € I, S(x) = ;5 uk(z). En remarquant que

Su(w) =Y uk(x) = fale) — 1,
k=1

montrer que la suite (f,,) converge simplement sur I vers une fonction que 1'on notera f.
Donner l'expression de f(z) en fonction de S(x).
4) Montrer que, pour tout x € I, et pour tout p > n,

p

> up()

k=n-+1

() = fulz)] =

1
< —.
=on

En déduire que (f,) converge uniformément sur I vers f, et que f répond a la question posée.



