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Introduction

Cadre ensembliste

On utilisera l’axiomatique des univers de Grothendieck (voir [AGV72]). Pour
un univers X, on dira d’un ensemble qu’il est X-petit s’il est élément de X. Une
X-catégorie C est une catégorie telle que pour tout x , y ∈ ObC l’ensemble HomC

�

x , y
�

est X-petit. Une catégorie X-petite est une X-catégorie dont l’ensemble des objets
ObC est X-petit.

Dans tout le document, on fixe un univers U. Pour ne pas alourdir inutilement
le texte, on dira simplement petit pour U-petit. On note Cat la catégorie des petites
catégories. Les axiomes d’univers assurent alors l’existence d’un univers V 3 U tel
que Cat soit V-petite. Dans la même optique que précédemment, on dira large pour
V-petit. Enfin, on introduit un dernier universW 3 V tel que la catégorie CAT des
U-catégories V-petites soitW-petite.

Dans la suite, une catégorie sera par défaut une catégorie large localement pe-
tite, i.e. une catégorie C avec ObC ∈ V et HomC

�

x , y
�

∈ U pour tout couple
d’objets (x , y) de C. Un ensemble sera par défaut un petit ensemble.

Enfin, la catégorie des (petits) ensembles sera noté Set. Le reste des catégories
utilisées seront introduites dans le texte aux moments propices.

Origines

Dans Pursuing Stacks [Gro83], Grothendieck tente de dégager la notion de ca-
tégorie modélisant les types d’homotopies. C’est-à-dire qu’il cherche des conditions
suffisantes sur une catégorie M munie d’un ensemble W ⊆ MorM pour que la ca-
tégorie localisée (au sens de Gabriel-Zisman) W−1M soit équivalente à la catégorie
Hot, dont les objets sont les CW-complexes et les morphismes sont les applications
continues modulo homotopies. Il appelle un tel couple (M,W) un modélisateur
et échoue rapidement à trouver une caractérisation satisfaisante en toute généra-
lité. Cependant, un modélisateur bien connu est (b∆, W

b∆) formé de la catégorie b∆
des ensembles simpliciaux et de l’ensemble W

b∆ des applications d’ensembles sim-
pliciaux dont la réalisation topologique est une équivalence d’homotopie faible.
Partant, Grothendieck concentre son effort de caractérisation des modélisateurs
(M,W) au cas où M est une catégorie de préfaisceaux bA. Il dégage alors la notion
de catégorie test faible : c’est une petite catégorie A qui « se comporte comme » ∆
d’un point de vue homotopique. Plus précisément, le foncteur

iA : bA→ Cat,

1
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associant à tout préfaisceau P la sous-catégorie pleine de bA/ P constituée des HomA (−, a),
admet un adjoint à droite

i∗
A

: Cat→ bA, C 7→ HomCat
�

A/−,C
�

.

Notons W∞ l’ensemble des foncteurs dont le nerf est dans W
b∆, et W

bA les mor-
phismes de bA envoyés dans W∞ par iA. Par définition, iA(W bA) ⊆W∞, induisant
par la propriété universelle de la localisation un foncteur

ιA : W
bA
−1
bA→W∞

−1Cat.

Si de plus i∗
A
(W∞)⊆W

bA et le foncteur induit

ι∗
A

: W∞
−1Cat→W

bA
−1
bA

est un quasi-inverse de ιA, alors A est dite catégorie test faible. Le couple ( bA, W
bA)

est alors un modélisateur. De plus, Grothendieck trouve un critère simple pour
déterminer si une catégorie est test faible ou non : une petite catégorie A est test
faible si et seulement si pour toute petite catégorie C admettant un objet final
l’unique morphisme iAi∗

A
(C)→ e (où e est l’objet final de Cat) est dans W∞.

Grothendieck réalise alors que les preuves des différents résultats obtenus jus-
qu’alors n’utilisent pas W∞ en tant que tel, mais principalement une de ses pro-
priétés « à la Théorème A de Quillen » : si un C-foncteur u: A → B induit des
C/ c-foncteurs A/ c → B/ c dans W∞ pour tout objet c de C, alors u est lui-même
élément de W∞. Il cherche alors une axiomatisation des ensembles W de flèches
de Cat permettant de définir une version relative de W-catégorie test faible. Outre
une abstraction élégante de la notion d’équivalence faible, cette généralisation per-
met de décliner la théorie des catégories tests selon des choix judicieux de W afin
d’établir des catégories de préfaisceaux bA comme modèles de la catégorie W−1Cat.
C’est à l’étude de cette axiomatisation des localisateurs fondamentaux W que ce do-
cument s’attèle, et plus spécifiquement à la preuve par Cisinski du résultat suivant
(conjecturé par Grothendieck dans [Gro83]) :

Théorème. L’ensemble W∞ est un localisateur fondamental, inclus dans tout locali-
sateur fondamental W.

Conséquence notable : on dispose d’une description de W∞, et donc de la caté-
gorie homotopique Hot, entièrement combinatoire, indépendante de toute notion
topologique.

Plan du document

Le document s’articule autour de trois chapitres. Le premier est consacré à l’in-
troduction des localisateurs fondamentaux et à leurs propriétés. C’est en grande
partie une réécriture du premier chapitre de [Cis04]. Il contient cependant plus de
détail et fait les rappels catégoriques nécessaires.

Le deuxième chapitre est dédié à l’introduction des outils de l’algèbre homo-
topique. Il fait notamment la part belle aux techniques simpliciales et définit des
structures de catégorie de modèles sur les catégories utiles par la suite. Beaucoup
de résultats y sont admis, avec néanmoins des références vers les preuves présentes
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dans la littérature. Le choix de ne pas directement référer à la littérature pour les
notions introduites dans ce chapitre peut alors surprendre. Il s’explique en cela
que ce document constitue le premier contact de l’auteur avec le monde homoto-
pique et simplicial. Il lui a donc fallu se familiariser avec ces concepts, et ce second
chapitre résulte de son processus d’appréhension de ces derniers.

Le troisième et dernier chapitre exploite le matiériel des précédents chapitres
pour donner une preuve de la conjecture sus-citée. La première partie est dédiée à
la preuve de minimalité : tout localisateur fondamental contient les∞-équivalences.
La seconde partie montre que W∞ est lui-même un localisateur fondamental, ce
que l’on est en droit d’attendre aux vues des motivations de Grothendieck dans
l’élaboration de la notion de localisateur fondamental.



CHAPITRE 1

Localisateurs fondamentaux

Dans ce chapitre, on se focalise sur la notion de localisateur fondamental, abs-
traction de l’ensemble W∞ des équivalences faibles catégoriques. Après quelques
rappels, on en donne d’abord une définition axiomatique précise, l’axiome clef étant
une version relative du théorème A de Quillen ([Qui73]). On démontre ensuite
certains résultats découlant directement des propriétés combinatoires des locali-
sateurs fondamentaux. En particulier, on verra que les équivalences de catégories
sont toujours éléments d’un localisateur fondamental.

On prouve ensuite le résultat suivant, étonnamment non trivial : un localisa-
teur fondamental contient un foncteur u: A→ B si et seulement si il contient son
foncteur opposé u◦ : A◦ → B◦. Pour ce faire, on introduit les outils nécessaire à la
preuve : les notions de catégorie fibrée et op-fibrée, et la construction de Grothen-
dieck sur un diagramme de Cat. Cette dernière construction fournit des foncteurs
entre catégories (op-)fibrées, qu’on sait facilement être membres d’un localisateur
fondamental ou non en observant leur comportement « local » (plus précisément,
fibres à fibres).

1.1 Axiomatique

Cette première section est pour la plus grande partie une paraphrase avouée
de l’article [Cis04] et trouve sa justification dans l’offre qu’elle fait d’une lecture
continue, évitant ainsi au lecteur de se reporter sans arrêt à l’article de Cisinski.

Étant donné un ensemble W ⊆ MorCat, on appelle W-équivalences faibles (ou
plus simplement équivalences faibles) les éléments de W.

Définition 1.1.1 (Saturation faible). Une partie W ⊆ MorCat est dite faiblement
saturée si elle vérifie les trois conditions suivantes :

FS1 les idendités sont dans W,

FS2 la condition 2-sur-3 : si f , g, h forment un triangle commutatif de Cat

X Y,

Z

f

h
g

4
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et si deux des trois flèches f , g, h sont dans W, alors il en va de même de la
troisième,

FS3 si r : Y → X est une rétraction de i : X → Y (i.e. ri = 1X ), et si ir ∈W, alors
r ∈W.

Remarquons que les isomorphismes sont dans toute partie faiblement saturée :
si g inverse f , c’en est notamment une rétraction et f g ∈W en tant qu’identité.

Rappelons que pour toute catégorie C et tout objet c de C, on a une catégorie
C/ c des objets de C au-dessus de c dont les objets sont les couples (c′, f : c′ → c)
et les flèches (c′, f )→ (c′′, g) sont les morphismes h: c′ → c′′ faisant commuter le
triangle

c′ c′′.

c

h

f
g

Dualement, on a une catégorie c \C des objets de C au-dessous de c définie comme
(C◦/ c)

◦, où −◦ : Cat → Cat est le foncteur catégorie opposée. Ces deux catégories
sont toutes deux équipées de foncteurs d’oubli

C/ c → C, c \C→ C,

définis respectivement par (c′, c′→ c) 7→ c′ et (c′, c→ c′) 7→ c′.
Considérons maintenant un foncteur u: A→B et un objet b de B. On définit la

catégorie A/ b au-dessus de B/ b comme le produit fibré (dans la catégorie complète
Cat) de u le long du foncteur du foncteur d’oubli B/ b →B, i.e. faisant de

A/ b A

B/ b B

u/ b u

un carré cartésien. Il est assez facile de décrire A/ b comme la catégorie dont les
objets sont les couples (a, f ) pour a ∈ ObA et f : u(a) → b ∈ MorB, et dont
les morphismes (a, f )→ (a′, g) sont les morphismes f : a → a′ de A d’image par
u dans HomB/ b

�

(u(a), f ), (u(a′), g)
�

. En effet, notons D la catégorie tout juste
décrite ; alors pour tous foncteurs v : C→A et w : C→B/ b faisant commuter

C A

B/ b B,

w

v

u
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on a un unique foncteur t : C→D faisant commuter

C

D A

B/ b B,

t

w

v

u

à savoir le foncteur défini sur les objects c ∈ ObC par t(c) = (v(c), w1(c)) où
w(c) = (w0(c), w1(c)), et sur les morphismes f : c → c′ de C par t( f ) = v( f ).
Dans cette description de A/ b, le foncteur induit u/ b : A/ b → B/ b s’écrit comme
(a, f ) 7→ (u(a), f ).

Dualement, un foncteur u: A → B définit pour tout b ∈ ObB une catégorie
b \A, isomorphe à la catégorie (A◦/ b)

◦ associée à u◦ : A◦→B◦.
Soient maintenant deux catégories u: A → C et v : B → C au-dessus de C, et

w : A→B un foncteur au-dessus de C, i.e. faisant commuter

A B

C.

w

u
v

Pour tout objet c de C, le diagramme

A/ c A B

C/ c C

u/ c

w

v

se factorise par propriété universel du produit fibré en

A/ c A

B/ c B

C/ c C.

u/ c

w

u

v/ c v

La flèche ainsi induite sera noté w/ c : A/ c → B/ c . Informellement, w/ c est le com-
portement local au-dessus de c du foncteur global w.

REMARQUE 1.1.2. Les définitions de C/ c , A/ c et w/ c ci-dessus sont en fait des cas
particuliers de la notion de catégorie comma. Pour deux foncteurs u: A → C et
v : B→ C avec même codomaine, on définit la catégorie (u↓v) comme la catégorie
dont



CHAPITRE 1. LOCALISATEURS FONDAMENTAUX 7

— les objets sont les triplets (a, b, f : u(a)→ v(b)),

— les morphismes (a, b, f )→ (a′, b′, f ′) sont les carrés commutatifs dans C

u(a) u(a′)

v(b) v(b′)

f

u(k)

f ′

v(`)

(k ∈MorA,` ∈MorB),

— la composition est la concaténation des carrés commutatifs.

Ainsi, en notant par abus c : e → C le foncteur de valeur c ∈ ObC, on a les
isomorphismes de catégories suivant :

— C/ c '
�

1C



yc
�

,

— c \C'
�

c


y1C

�

.

Et pour tout u: A→ C, on a les isomorphismes de catégories suivant :

— A/ c ' (u↓c),
— c \A' (c↓u).

Notamment, si le foncteur u sous-jacent à la notation A/ c est ambigu, on n’hésitera
pas à utiliser la notation (u↓c).

Définition 1.1.3. Soit W ⊆ MorCat. Une foncteur u: A → B au-dessus de C est
dit W-asphérique au-dessus de C (ou plus simplement asphérique au-dessus de C) si
pour tout objet c de C le foncteur induit u/ c : A/ c →B/ c est dans W.

Reprenons le vocabulaire local/global ci-dessus : un foncteur (global) au-dessus
de C est asphérique au-dessus de C s’il est localement une équivalence faible.

TERMINOLOGIE 1.1.4. Tout foncteur u: A → B est en particulier un foncteur au-
dessus de B entre les catégories u: A→ B et 1B : B→ B au-dessus de B. On dit
alors que u est W-asphérique s’il l’est au-dessus de B.

Rappelons ici que Cat, étant complète, admet un objet final e. On peut facile-
ment le décrire comme la catégorie avec un unique objet et un unique morphisme
(l’identité de cet objet). On dira que la catégorie A est W-asphérique si l’unique
foncteur A → e l’est au sens précédent. Si W est stable par isomorphisme (par
exemple si W est faiblement saturée), cela revient à A→ e ∈W.

Définition 1.1.5 (Localisateur fondamental). Une partie W⊆MorCat est un loca-
lisateur fondamental si elle respecte les trois conditions suivantes :

LF1 W est faiblement saturée,

LF2 toute petite catégorie ayant un objet final est W-asphérique,

LF3 tout foncteur W-asphérique au-dessus d’une petite catégorie est dans W.

L’axiome LF3 est primordiale comme cela apparaîtra par la suite. C’est la ver-
sion relative du théorème A de Quillen annoncée, motivation originale de Grothen-
dieck dans l’élaboration de la notion de localisateur fondamental.

EXEMPLE(S) 1.1.6. (i) La partie W = MorCat est un localisateur fondamental,
qu’on dira trivial.
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(ii) La partie W constituée de tous les foncteurs u: A→B avec A 6'∅ et du fon-
teur identité 1∅ est un localisateur fondamental. Ce localisateur fondamental
est dit grossier. On peut montrer que tout localisateur fondamental contenant
le localisateur grossier est soit groissier soit trivial (voir [Mal05]).

(iii) Une partie importante de ce document est consacrée à montrer que la partie
W∞, constituée des foncteurs dont la réalisation topologique est une équi-
valence homotopique faible, est un localisateur fondamental (cf. théorème
3.2.8).

1.2 Quelques propriétés

Afin d’alléger les énoncés, on fixe pour cette section un localisateur fondamental
W. On rappelle la terminologie introduite en début de chapitre : les éléments de
W sont nommés équivalences faibles, ce qui est tout naturel étant données les
motivations de Grothendieck expliquées en introduction. Rappelons également que
Cat est complète et cocomplète.

Proposition 1.2.1. Soit I un petit ensemble. Soit ui : Ai → Bi une famille d’équiva-
lences faibles indexée par I. Alors le foncteur induit

∐

i∈I

Ai →
∐

i∈I

Bi

est également une équivalence faible.

Preuve. Notons encore I la petite catégorie discrète dont l’ensemble des objets est
I . Alors pour chaque i ∈ I , on a des foncteurs ci : Ai → I et c′i : Bi → I constants de
valeurs i ; si bien que commute le diagramme

Ai Bi .

I

ui

ci
c′i

Par la propriété universelle du coproduit, on obtient deux foncteurs
∐

i Ai → I et
∐

i Bi → I faisant commuter

∐

i Ai

∐

i Bi .

I

∐

i ui

Par LF3, il suffit de vérifier l’asphéricité de
∐

i ui au-dessus de I . Mais I étant
discrète, pour tout foncteur v : C→ I et tout i ∈ I , la catégorie C/ i s’identifie à la
fibre en i de v (i.e. la sous-catégorie pleine de C composée des objet de C s’envoyant
sur i par v), et le foncteur v/ i s’identifie à l’unique foncteur C/ i → e. Aussi a-t-on
via cette identification (

∐

j u j)/ i
= ui pour tout i ∈ I , ce qui implique l’asphéricité

de
∐

i ui .
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Proposition 1.2.2. Soient u: A→ B et v : C→ D des équivalences faibles. Alors le
foncteur induit

A×C→B×D

est également un équivalence faible.

Preuve. Le foncteur u× v : A×C→B×D est induit par la propriété universelle du
produit B×D appliquée aux foncteurs

A×C→A
u→B, A×C→ C

v→D,

donc est isomorphe au foncteur composé

A×C B×C B×D.
u×1C 1B×v

Les équivalences faibles étant stable par composition (W a la propriété FS2), il
suffit de montrer le cas particulier où C =D et v = 1C : c’est le contenu du lemme
suivant.

Lemme 1.2.3. Si u: A → B est une équivalence faible, alors il en est de même de
u× 1C : A×C→B×C.

Preuve. Les projections A× C → C et B× C → C font de u× 1C un foncteur au-
dessus de C. Aussi suffit-il de montrer qu’il est asphérique au-dessus de C. Or, pour
c objet de C, on a un isomorphisme (dans la catégorie des flèches de Cat) entre
(u× 1C)/ c : (A×C)/ c → (B×C)/ c et u × 1C/ c

: A × C/ c → B × C/ c . On montre
donc que ce dernier est une équivalence faible. Le carré commutatif

A×C/ c B×C/ c

A B

u×1C/ c

u

et la propriété FS2 montrent qu’il suffit alors d’avoir les projections verticales dans
W. C’est le lemme suivant.

Lemme 1.2.4. Si A est une petite catégorie et C une petite catégorie avec objet final,
alors A×C→A est asphérique (en particulier est une équivalence faible).

Preuve. Soit a un objet de A. La projection A × C → A induit un morphisme
(A×C)/ a → A/ a isomorphe (dans la catégorie des flèches de Cat) à la projec-
tion A/ a × C→ A/ a. Or A/ a a un objet final (à savoir (a,1a)), ainsi que A/ a × C
(à savoir ((a,1a), eC) pour eC l’objet final de C). Donc A/ a × C→ e est asphérique
donc une équivalence faible, et de même pour A/ a → e. La commutativité (triviale)
de

A/ a ×C A/ a

e

associé à la propriété FS2 de W assure que A/ a × C → A/ a est une équivalence
faible.
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Les résultats suivants assurent que notre notion de localisateur fondamental
est raisonnable : quelle que soit la notion généralisée d’équivalences faibles, les
équivalences de catégories se doivent d’en être en particulier !

Proposition 1.2.5. Si α est une transformation naturelle de u: A→ B vers v : A→
B, alors u est une équivalence faible si et seulement si v en est une.

Preuve. Notons [1] la catégorie associé à l’ensemble ordonné {0 < 1}. Alors la
transformation naturelle α induit un foncteur α̃: A×[1]→B tel que le diagramme
suivant commute

A A× [1] A,

B

i0

u α̃

i1

v

où i0 et i1 sont respectivement a 7→ (a, 0) et a 7→ (a, 1). La propriété FS2 montre
que pour conlure il suffit de prouver que i0 et i1 sont des équivalences faibles.
Or [1] a un objet final (à savoir 1), donc le lemme 1.2.4 assure que la projection
p : A× [1]→A est asphérique, donc une équivalence faible. La commutativité des
deux triangles

A A× [1]

A

i0

1A
p

A× [1] A

A

p

i1

1A

assure (encore par FS2) que i0 et i1 sont des équivalences faibles.

Proposition 1.2.6. Un adjoint à gauche est une équivalence faible. Un adjoint à
droite est une équivalence faible. En particulier, une équivalence de catégories est une
équivalence faible.

Preuve. Si u: A → B admet un adjoint à droite v : B → A, l’unité η: 1A → vu
est une tranformation naturelle de l’équivalence faible 1A vers vu. En vertu de la
proposition 1.2.5, vu est une équivalence faible.

On va maintenant montrer que u est asphérique. L’adjonction donne par défini-
tion une bijection

HomB (u(a), b)' HomA (a, v(b))

naturelle en (a, b) ∈ ObA◦×ObB. Étant donné un objet b de B, on a ainsi un iso-
morphisme de catégorie A/ b ' A/ v(b). Mais cette dernière catégorie admet l’objet
final 1v(b), donc est asphérique. Par conséquent A/ b est asphérique. De plus, B/ b
admet un objet final donc est asphérique. Considérant le triangle commutatif

A/ b B/ b

e,

u/ b

la propriété FS2 conclut que u/ b ∈ W. Ce qui prouve l’asphéricité de u, donc son
appartenance à W.
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Enfin, comme u et vu sont des équivalences faibles, FS2 s’applique au triangle
commutatif

A B

A

u

vu
v

pour donner v ∈W.

La preuve semble très asymétrique : l’adjoint à gauche est prouvé asphérique « à
la main », et on en déduit que l’adjoint à droite est (a priori seulement) une équiva-
lence faible. De même, on utilise l’unité de l’adjonction mais la counité n’apparaît
nulle part. On verra que cette asymétrie n’est ici qu’ad hoc et qu’elle ne relève pas
d’une asymétrie de W. Un premier aperçu en est donné par le corollaire suivant,
proposition duale de LF2.

Corollaire 1.2.7. Toute petite catégorie admettant un objet initial est asphérique.

Preuve. Soit A une petite catégorie avec objet initial. Le foncteur e→ A envoyant
l’unique objet de e sur l’objet initial ∅ de A est un adjoint à gauche de A→ e.

1.3 Autodualité

Cette section est destinée à prouver le résultat suivant.

Proposition 1.3.1. Soit W un localisateur fondamental. Un foncteur u: A→ B est
une W-équivalence faible si et seulement si le foncteur opposé u◦ : A◦→B◦ en est une.

Cela nous permettra de dualiser tous nos énoncés concernant les équivalences
faibles d’un localisateur fondamental. Étonnamment, ce résultat n’a rien de trivial
et demande des outils techniques que nous introduisons maintenant.

Catégorie fibrées et op-fibrées. Le premier de ces outils est la notion de fibration
et op-fibration de Grothendieck.

Définition 1.3.2 (Morphisme cartésien). Soit u: A → B un foncteur. Une flèche
f : a→ a′ de A est dite cartésienne 1 relativement à u si pour toute flèche g : a′′→ a′

et tout triangle commutatif de B

u(a′′)

u(a) u(a′),

u(g)

k

u( f )

il existe une unique flèche h: a′′ → a de A telle que u(h) = k et faisant commuter
le triangle de A

a′′

a a′.

g

h

f

1. La notion de morphisme cartésien ici définie diffère de la notion initialement introduite dans
[GR71]. La notion de catégorie fibrée qui en découle sera néanmoins la notion usuelle.
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Définition 1.3.3 (Morphisme cocartésien). Soit u: A→B un foncteur. Une flèche
f : a→ a′ de A est cocartésienne relativement à u si la flèche f ◦ : a′ → a de A◦ est
cartésienne relativement à u◦.

Définition 1.3.4 (Fibration de Grothendieck). Un foncteur u: A → B est une fi-
bration de Grothendieck (on dit aussi A est une catégorie fibrée au-dessus de B) si
pour toute flèche f : b→ b′ de B et tout objet a′ de A tel que u(a′) = b′, il existe
un morphisme cartésien f̃ : a→ a′ de A tel que u( f̃ ) = f .

Définition 1.3.5 (Op-fibration de Grothendieck). Un foncteur u: A → B est une
op-fibration de Grothendieck (on dit aussi A est une catégorie op-fibrée au-dessus de
B) si le foncteur opposé u◦ : A◦→B◦ est une fibration de Grothendieck.

Étant donné une fibration ou op-fibration de Grothendieck u: A → B, on ap-
pelle fibre en b ∈ ObB de u la sous-catégorie Ab de A composée des objets a de A

tel que u(a) = b et des morphismes f : a→ a′ tel que u( f ) = 1b.

EXEMPLE(S) 1.3.6. Pour deux petites catégories A,B avec B non vide, la projection
canonique

p : A×B→A

est une op-fibration. En effet, si f : a→ a′ est une flèche de A et b ∈ ObB, la flèche
( f ,1b): (a, b)→ (a′, b) est cocartésienne : étant donné une flèche (g, i): (a, b)→
(a′′, b′′) de A×B et un triangle commutatif de A

a′′

a a′,
f

g

h

la flèche (h, i): (a′, b)→ (a′′, b′′) s’inscrit dans le diagramme

(a′′, b′′)

(a, b) (a′, b)
( f ,1b)

(g,i)

(h,i)

p
7−→

a′′

a a′.
f

g

h

Proposition 1.3.7. La composée de deux fibrations est une fibration. La composée de
deux op-fibrations est une op-fibration.

Preuve. C’est immédiat.

Lemme 1.3.8. Soit u: A→B une op-fibration de Grothendieck. Pour tout b ∈ ObB,
le foncteur

Ab →A/ b, a 7→ (a,1b)

admet un adjoint à gauche.

Preuve. Notons F le foncteur de l’énoncé et construisons-lui un adjoint à gauche
comme suit. Si (a, f : u(a)→ b) est un objet de A/ b, alors, u étant une op-fibration,
il existe un objet a′ de A et un morphisme cocartésien f̃ : a→ a′ tel que u( f̃ ) = f .
Notons G(a, f ) = a′. Cela définit une application G : ObA/ b → ObAb que l’on va
prolonger fonctoriellement aux flèches.
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Soit h̃: (a, f : u(a) → b) → (a′, g : u(a′) → b) une flèche de A/ b, c’est-à-dire
une flèche h̃: a→ a′ de A faisant commuter

u(a) u(a′)

b.

u(h̃)

f
g

Comme f̃ est cocartésienne, il existe une unique flèche G(h̃): G(a, f ) → G(a′, g)
de A faisant commuter

G(a′, g)

a G(a, f )

a′

f̃

G(h̃)

h̃

g̃

u7−→
b

u(a) b.

u(a′)

f

1b

u(h̃)

g

Cela étend G en une application MorA/ b → MorAb. L’unicité de G(h̃) implique
facilement la fonctorialité de l’application G ainsi définit.

Il reste à prouver que G est un adjoint à gauche de F . Pour tout a ∈ ObAb et
tout (a′, g : u(a)→ b) ∈ ObA/ b, l’application

ιa,(a′,g) : HomAb

�

G(a′, g), a
�

→ HomA/ b

�

(a′, g), (a,1b)
�

,

associant à h̃: G(a′, g)→ a de Ab la flèche composée

a′ G(a′, g) a
g̃ h̃

faisant commuter

u(a′) b

b,

g

u(h̃g̃)

1b

est une bijection. En effet, pour une flèche ˜̀: a′ → a satisfaisant u(˜̀) = g, le
caractère cocartésien de g̃ assure qu’il existe une unique flèche h̃ comme dans

a

a′ G(a′, g)
g̃

˜̀

h̃

u7−→
b

u(a′) b.g

u(˜̀)

1b

La naturalité de ιa,(a′,g) en a ∈ ObAb et (a′, g) ∈ ObA/ b est immédiate.

Ce dernier lemme prouve le résultat bien pratique suivant : un morphisme
asphérique entre catégories op-fibrées se détecte fibres à fibres.

Proposition 1.3.9. Soit W un localisateur fondamental. Soient A→ C,B→ C deux
op-fibrations de Grothendieck, et u : A→ B un foncteur au-dessus de C. Si pour tout
c ∈ ObC, le foncteur induit Ac →Bc est une équivalence faible, alors le foncteur u est
asphérique au-dessus de C.
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Preuve. Pour tout ∈ ObC, le diagramme

Ac Bc

A/ c B/ c

commute. La flèche du haut est par hypothèse dans W ; les deux flèches verticales
également, puisque le lemme 1.3.8 leur assure un adjoint à gauche ; la propriété
FS2 conclut.

REMARQUE 1.3.10. Un cas particulier de la proposition précédente est la suivante :
pour qu’une op-fibration soit asphérique, il suffit que ses fibres le soient.

En effet, si u: A→ C est une op-fibration, on applique la proposition au foncteur
u entre les op-fibrations u: A → C et 1C : C → C au-dessus de C. Par hypothèse,
chacune des fibres Ac est asphérique : Ac → e ∈W. De plus, la fibre en c de 1C est
la catégorie ponctuelle Cc ' e. Donc la flèche induit entre les fibres

Ac Cc

e

'

est une équivalence faible par FS2.

Intégration de préfaisceaux. Étant donné un foncteur F : I → Cat d’une petite
catégorie I à valeurs dans Cat, on va construire une op-fibration canonique au-
dessus de I de fibres F(i), i ∈ Ob I.

Définition 1.3.11 (Construction de Grothendieck). Soit un foncteur F : I → Cat.
La construction de Grothendieck sur F est la catégorie

∫

I
F (parfois notée seulement

∫

F)

— d’objets les couples (i, a) avec i ∈ Ob I et a ∈ Ob F(i),

— de morphismes (i, a)→ (i′, a′) les couples (k : i→ i′, f : F(k)(a)→ a′),

— où la composition de (k, f ): (i, a) → (i′, a′) par (k′, f ′): (i′, a′) → (i′′, a′′)
est définie comme (k′, f ′) ◦ (k, f ) = (kk′, f ′ ◦ F(k′)( f )) :

i i′ i′′,k k′

F(k′k)(a) F(k′)(a′) a′′.
F(k′)( f ) f ′

REMARQUE 1.3.12. La construction de Grothendieck est en fait une généralisation
du produit semi-direct de groupes. En effet, étant donnés deux groupes H et K , on
pose H et K les catégories associées ayant un unique objet, respectivement ?H et
?K , et ayant respectivement H et K comme monoïde d’endomorphismes de ?H et
?K . Un morphisme de groupes ϕ : K → Aut (H) induit un foncteur

Fϕ : K→ Cat, ?K 7→H, k 7→ ϕ(k).
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La construction de Grothendieck
∫

K
Fϕ est alors la catégorie avec un unique objet

? = (?K ,?H), et de morphismes ? → ? les couples (k, h) ∈ K × H. De plus, la
composition y est définie comme (k′, h′)(k, h) = (kk′,ϕ(k′)(h)h′). C’est-à-dire que
∫

K
Fϕ est la catégorie associé au groupe H oϕ K .

La construction de Grothendieck
∫

I
F d’un foncteur F : I → Cat est équipée

d’un foncteur d’oubli

ϑF :

∫

I

F → I, (i, a) 7→ i, (k, f ) 7→ k.

Comme annoncé, ce foncteur ϑF est une op-fibration. En effet, pour toute flèche
k : i→ i′ de I et tout objet (i, a) de

∫

F , la flèche (k,1F(k)(a)): (i, a)→ (i′, F(k)(a))
est cocartésienne : soient (`, g): (i, a) → (i′′, a′′) une flèche de

∫

F et m: i′ → i′′

une flèche de I faisant commuter

i′′

i i′;

g

k

m

la flèche (m, g): (i, a)→ (i′′, a′′) est alors l’unique flèche à s’insèrer dans

(i′′, a′′)

(i, a) (i′, F(k)(a))
(k,1F(k)(a))

(`,g)
(m,g)

ϑF7−→
i′′

i i′.
k

` m

De plus, si µ: F → G est une transformation naturelle de F : I → Cat vers
G : I→ Cat, le foncteur

∫

I

µ:

∫

I

F →
∫

I

G, (i, a) 7→ (i,µ(i)(a)), (k, f ) 7→ (k,µ(i′)( f ))

est un foncteur au-dessus de I, i.e. faisant commuter

∫

F
∫

G

I.

ϑF

∫

µ

ϑG

Ceci définit un foncteur
∫

I
: CatI → Cat/I à valeur dans les objets op-fibrés de

Cat/I. On fera l’abus de noter encore
∫

I
le foncteur composé

CatI
∫

I−→ Cat/I −→ Cat.

Revenons à notre étude des localisateurs fondamentaux. Si W est un localisa-
teur fondamental, on appelle W-équivalence faible étagée (ou plus simplement équi-
valence faible étagée) toute flèche µ de CatI qui est une W-équivalence faible point
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par point, i.e. telle que µ(i) ∈W pour tout i ∈ Ob I. On note WI le sous-ensemble
de MorCatI formé des équivalences faibles étagées.

Proposition 1.3.13. Soit W un localisateur fondamental. Le foncteur d’intégration
∫

I
: CatI→ Cat envoie les équivalences faibles étagées sur des équivalences faibles.

Preuve. Soit µ: F → G une transformation naturelle entre F, G : I⇒ Cat. Le fonc-
teur

∫

µ est un foncteur au-dessus de I entre les catégories op-fibrées
∫

F et
∫

G.

D’après la proposition 1.3.9, pour montrer que
∫

µ est asphérique au-dessus de I

(et donc une équivalence faible), il suffit de vérifier que les foncteurs induits fibres
à fibres

�
∫

µ

�

i

:

�
∫

F

�

i

→
�
∫

G

�

i

sont tous des équivalences faibles. Or il y a un isomorphisme (
∫

H)
i
' H(i) naturel

en H ∈ ObCatI pour tout i ∈ Ob I, à savoir

(i, a) 7→ a, (1i , f ) 7→ f .

C’est-à-dire que pour tout i ∈ Ob I, on a un carré commutatif

F(i) G(i)

�∫

F
�

i

�∫

G
�

i
.

'

µ(i)

'

Ainsi le foncteur (
∫

µ)
i

est isomorphe à µ(i) ∈W, donc est lui-même une équiva-
lence faible.

Avant d’introduire le dernier outil nécessaire à la preuve de la proposition 1.3.1
d’autodualité, faisons quelques rappels sur les catégories discrètes. L’association de
l’ensemble ObA à une petite catégorie A s’étend trivialement aux morphismes de
Cat, donnant ainsi lieu à un foncteur

Ob: Cat→ Set.

Ce dernier admet un adjoint à gauche

Disc: Set→ Cat

associant à tout ensemble S la catégorie dont les objets sont les éléments de S et les
morphismes les seules identités 1s, s ∈ S, et associant à une application ensembliste
S → S′ le foncteur naturel Disc(S) → Disc(S′) qu’elle définit. Le foncteur Disc
permet notamment de définir la construction de Grothendieck pour un foncteur à
valeurs dans Set : si F : I→ Set est un foncteur d’une petite catégorie I à valeurs
dans Set, sa construction de Grothendieck 2

∫

I
F est la catégorie

∫

I
(Disc◦F). Pour

un tel F , la description de la catégorie
∫

F est plus simple (on reprend les notations
de la définition) :

2. La construction de Grothendieck sur un préfaisceaux en ensembles est en fait antérieur à la
construction de Grothendieck introduite plus haut. Elle a été introduite par MacLane sous la termi-
nilogie catégorie des éléments d’un préfaisceaux.
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— les objets sont les couples (i, a) avec i ∈ Ob I et a ∈ F(i),

— les morphismes (i, a) → (i′, a′) sont les flèches k : i → i′ de I telles que
F(k)(a) = a′ (la seule flèche f : F(k)(a)→ a′ dans Disc(F(i′)) étant 1a′),

— la composition est celle de I (la composante f ′◦F(k)( f ) de la définition étant
ici toujours 1a′′ ◦ F(k)(1a′)).

Pour un morphisme u: A→B de Cat, on définit maintenant

Σ(u): B◦ ×A→ Cat

comme le foncteur composé

B◦ ×A B◦ ×B Set Cat.
1B◦×u HomB(−,?) Disc

Le foncteur Σ(u) est un foncteur d’une petite catégorie à valeurs dans Cat, et on
peut donc en prendre la construction de Grothendieck. On note alors S(u) la caté-
gorie

∫

Σ(u) op-fibrée au-dessus de B◦ ×A via le foncteur ϑΣ(u). Composant avec
les projections canoniques du produit B◦ ×A, on obtient un diagramme de Cat :

B◦ S(u) A.

On sent bien que ce processus qui à u associe le diagramme précédent est
quelque part fonctoriel en u. Donnons un sens précis à cette intuition. Rapellons
qu’on a noté [1] la catégorie associée à l’ensemble partiellement ordonné {0 < 1}.
On note aussi t• la catégorie (index des sommes amalgamées) associée à l’en-
semble partiellement ordonné {1< 0> 2}. Définissons alors un foncteur

S : Cat[1]→ Catt•

comme suit. À un objet u: A → B de Cat[1], S associe le diagramme (i.e. l’objet
de Catt•)

B◦ S(u) A.

À un carré commutatif (i.e. une flèche de Cat[1])

A B

A′ B′,

p

u

q

u′

S associe le diagramme commutatif (i.e. la flèche de Catt•)

B◦ S(u) A

B′
◦ S(u′) A′.

q◦ p

Le seul point à préciser est la définition de la flèche S(u) → S(u′) dans le dia-
gramme précédent. On va la décrire explicitement. Les foncteurs Σ(u) et Σ(u′) sont
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à valeurs dans les catégories discrètes, foncteurs pour lesquels on a donné une des-
cription simple de la construction de Grothendieck. Ainsi, la catégorie S(u) est la ca-
tégorie d’objets les triplets (a, b, f : b→ u(a)) avec a ∈ ObA, b ∈ ObB, f ∈MorB,
et de morphismes (a, b, f ) → (a′, b′, f ′) les couples (k : a → a′, h: b′ → b) avec
k ∈MorA, h ∈MorB, tels que f ′ = HomB (h, u(k)) ( f ) = u(k) f h. Une description
similaire tient pour S(u′). On définit alors la flèche S(u)→ S(u′) par

(a, b, f ) 7→ (p(a), q(b), q( f ): q(b)→ u′(p(a))), (k, h) 7→ (p(k), q(h)).

On vérifie facilement que l’application S : Cat[1] → Catt• ainsi définie est foncto-
rielle.

On est enfin prêt à prouver la proprosition d’autodualité.

Preuve de la proposition 1.3.1. Soit W un localisateur fondamental et u: A → B

une équivalence faible. On cherche à montrer que u◦ : A◦→ B◦ est également une
équivalence faible.

On applique la fonctorialité de S à la flèche identité de Cat[1] suivante :

A B

A B.

1A

u

1B

u

On a alors un diagramme commutatif :

A◦ S(1A) A

B◦ S(1B) B.

u◦

s t

u

s′ t ′

Si on montre que s, t, s′, t ′ sont des équivalences faibles, on pourra conclure : des
applications successives de FS2 montrera d’abord que S(1A) → S(1B) est une
équivalence faible, puis que u◦ en est une également.

Par définition, t : S(1A)→A est la composée

S(1A)
ϑΣ(1A)−→ A◦ ×A−→A

de deux op-fibrations (cf. exemple 1.3.6), donc est une op-fibration elle-même (pro-
position 1.3.7). De plus, sa fibre S(1A)a en a ∈ ObA est isomorphe à (A/ a)

◦ :
ayant un objet initial, elle est asphérique (corollaire 1.2.7). La remarque 1.3.10
assure alors que t est asphérique, en particulier une équivalence faible. Le même
argument sur t ′ montre que t ′ est une équivalence faible.

De façon similaire, s est une op-fibration (comme composée de deux op-fibrations)
et ses fibres sont asphériques puisqu’isomorphes aux catégories a \A ayant un objet
initial : s est asphérique, en particulier une équivalence faible. Le même argument
sur s′ montre que s′ est une équivalence faible.



CHAPITRE 2

Outils homotopiques

Ce chapitre est dédié à l’introduction d’outils et méthodes, notamment simpli-
ciales, forts utiles par la suite. Elles constituent la base de la théorie de l’homotopie
classique et le point de départ de la réflexion de Grothendieck dans l’élaboration
des catégories tests (voir l’introduction).

On commence par introduire la notion d’extension de Kan, sorte de générali-
sation des limites et colimites. Étant donné un fonteur p : A → B et un foncteur
F : A→ C, on cherche à « étendre le foncteur F au domaine B via p ». Une exten-
sion stricte G : B→ C (i.e. telle que G ◦ p = F) étant utopique, on cherche plutôt
G : B → C muni d’une transformation naturelle G ◦ p → F ou F → G ◦ p, le tout
universel pour une telle propriété. De telles extensions affluent et leur existence se
prouve dans un cadre très général, permettant par la suite de faire émerger natu-
rellement des foncteurs pertinents. Cette première section est d’ordre technique, et
l’homotopie n’entre pas encore en jeu.

On entre ensuite dans le vif du sujet, d’abord par des rappels sur la catégorie
ordinale et sur les ensembles simplicaux, puis par l’introduction des foncteurs au
centre de la théorie de l’homotopie : la réalisation topologique d’un ensemble sim-
plicial, les simplexes singuliers d’un espace topologique, le nerf d’une catégorie et la
catégorie fondamentale d’un ensemble simplicial. Armés de ces foncteurs, formant
deux paires d’adjonction

Cat� b∆� Top,

nous pourrons alors « remonter » la théorie de l’homotopie de Top dans Cat.
L’étude des nouvelles interprétations de l’homotopie (dans b∆ ou dans Cat)

passe par l’abstraction d’un « cadre homotopique ». C’est le rôle des structures de
catégories de modèles de Quillen. On montrera notamment comment elles peuvent
servir à calculer les limites et colimites homotopiques. On terminera le chapitre en
décrivant certaines structures de catégories de modèles utiles par la suite.

2.1 Extensions de Kan

Les extensions de Kan jouent un rôle central en théorie des catégories, même si
leur usage est parfois caché. Pour souligner leur importance, le mieux est de citer
Mac Lane ([Mac00]) :

19
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The notion of Kan extensions subsumes all the other fundamental concepts
of category theory. 1

Soit C une catégorie quelconque. Tout foncteur p : A→B induit un foncteur

p∗ : CB→ CA, G 7→ G ◦ p.

Définition 2.1.1 (Extension de Kan). Le foncteur d’extension de Kan à gauche (res-
pectivement à droite) le long de p est, s’il existe, l’adjoint à gauche (respectivement
à droite) de p∗. On le note Lanp (respectivement Ranp), ou plus simplement Lan
(respectivement Ran) quand p est sous-entendu.

Moralement, l’extension de Kan (à gauche ou à droite) d’un foncteur F : A→ C

le long de p est la « meilleure approximation » d’un éventuel foncteur G : B → C

étendant le domaine de F :

A C

B

p

F

G

Comme le montre la proprosition suivante, les extensions de Kan affluent. Rap-
pelons à toutes fins utiles qu’on note plus précisément

�

p


yb
�

la catégorie A/ b pour
rappeler sa dépendance au foncteur p (voir remarque 1.1.2).

Proposition 2.1.2. Soient A une petite catégorie, B une catégorie quelconque, et C
une catégorie cocomplète. Pour tout foncteur p : A→B, le foncteur d’extension de Kan
à gauche le long de p existe, et est donné pour tout F : A→ C par

Lanp F : B→ C, b 7→ colim
(p↓b)

(F) .

(Dans l’énoncé précédent, on a bien sûr fait l’abus d’appeler encore F le foncteur
composé

�

p


yb
�

→A
F→ C.)

Preuve de la proposition 2.1.2. Il suffit de vérifier que la formule donnée dans l’énoncé
définit bien un adjoint à gauche de p∗. Soit donc F : A→ C et G : B→ C, et notons
F̃ le foncteur b 7→ colim(p↓b) (F).

On a une application

ιF,G : HomCB

�

F̃ , G
�

→ HomCA

�

F, p∗G
�

définie comme suit : la catégorie
�

p


yp(a)
�

admettant l’objet (a,1p(a)) comme objet
final pour tout objet a de A, une tranformation naturelle α: F̃ → G détermine en
particulier une transformation naturelle ιF,G(α) = (α(a): F(a) → G(p(a)))a∈ObA,
i.e. une transformation naturelle F → p∗G.

Cette application est clairement naturelle en F et G. Elle est de plus bijective.
En effet, une tranformation naturelle β : F → p∗G admet comme antécédent par

1. En français : « La notion d’extension de Kan englobe tous les concepts fondamentaux de la théorie
des catégories. »
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ιF,G la transformation naturelle α: F̃ → G définie comme suit : pour tout objet b de
B, le cocône d’index

�

p


yb
�

donné par les flèches

F(a)
α(a)
→ G(p(a))→ G(b)

donne lieu à une flèche α(b): F̃(b)→ G(b) ; la famille (α(b))b∈ObB est une trans-
formation naturelle par définition (implicite) de F̃ sur les flèches de B. Un tel
antécédent est unique, par unicité dans la propriété universelle des colimites.

Bien entendu, on a également la proposition duale sur les extensions de Kan à
droite.

Proposition 2.1.3. Soient A une petite catégorie, B une catégorie quelconque, et C
une catégorie complète. Pour tout foncteur p : A→ B, le foncteur d’extension de Kan
à droite le long de p existe, et est donné pour tout F : A→ C par

Ranp F : B→ C, b 7→ lim
(b↓p)

(F) .

Application aux préfaisceaux. Une conséquence importante des propositions pré-
cédentes est leur application au cas C = Set. En effet, Set est complète et cocom-
plète. Aussi, pour tout foncteur p : A→B avec A petite, le foncteur induit

(p◦)∗ : bB→ bA

admet un adjoint à gauche Lanp◦ et un adjoint à droite Ranp◦ . En particulier, le
foncteur (p◦)∗ commute aux limites et colimites. Bien entendu, par ce qui précède,
on a les formules explicites suivantes : pour tout F : A◦→ Set,

Lan F : b 7→ colim
(p◦↓b)

(F) , Ran F : b 7→ lim
(b↓p◦)

(F) .

Mais le lemme de Yoneda donne une forme plus manipulable encore de l’exten-
sion de Kan à droite. Notons hB− : B → bB le plongement de Yoneda pour la petite
catégorie B.

Proposition 2.1.4. Dans les hypothèses précédentes, on a pour tout F ∈ Ob bA un
isomorphisme

Ran F ' Hom
bA

�

hB− ◦ p◦, F
�

.

Preuve. Pour tout b ∈ ObB, on a les isomorphismes suivant :

Ran F(b)' Hom
bB

�

hBb , Ran F
�

' Hom
bA

�

(p◦)∗(hBb ), F
�

,

le premier isomorphisme étant donné par le lemme de Yoneda, le second par l’ad-
jonction (p◦)∗ a Ran . Ces isomorphismes sont par définition naturels en b, d’où le
résultat.
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Extension le long du plongement de Yoneda. Considérons une petite catégorie
A et le plongement de Yoneda

hA− : A→ bA.

Soit C une catégorie cocomplète. Alors la proposition 2.1.2 assure que tout foncteur
F : A→ C admet une extension de Kan à gauche Lan F : bA→ C donnée par

Lan F(P) = colim
(hA
− ↓P)

(F) (∀P ∈ Ob bA).

De plus, le plongement de Yoneda hA− est pleinement fidèle. Donc pour tout préfais-
ceau P sur A, la catégorie

�

hA−



yP
�

= A/ P est simplement la sous-catégorie pleine

de bA/ P constitué des objets hAa pour tout a ∈ ObA. Par le lemme de Yoneda, cette
catégorie est isomorphe à la catégorie dont les objets sont les couples (a, x) avec
a ∈ ObA et x ∈ P(a), et dont les morphismes (a, x) → (a′, x ′) sont les flèches
k : a → a′ de A telle que P(k)(x ′) = x . C’est-à-dire que A/ P est isomorphe à la
construction de Grothendieck

�
∫

�

A◦
P→ Set

Disc→ Cat
�

�◦

.

Enfin, le foncteur Lan F : bA→ C admet comme adjoint à droite le foncteur

C→ bA, c 7→ hCc ◦ F.

En effet, considérons l’application

ιP,c : Hom
bA

�

P,hCc ◦ F
�

→ HomC

�

colim
A/ P

(F) , c

�

définie pour toute transformation naturelle η: P → hCc ◦ F comme suit : pour un
objet a de A, le lemme de Yoneda assure que P(a) s’identifie naturellement à l’en-
semble des flèches hAa → P dans bA ; les applications η(a): P(a)→ HomC (F(a), c)
définissent ainsi un cocône de sommet sur c sur le diagramme A/ P → A → C

donné par F , induisant une flèche ιP,c(η): colimA/ P
(F) → c. La naturalité de ιP,c

en P et c est claire, et elle admet un inverse, à savoir l’application qui à une flèche
f : colimA/ P

(F)→ c de C associe la transformation naturelle η donnée pour tout
objet a ∈ ObA par

η(a): P(a)→ HomC (F(a), c) , (hAa → P) 7→
�

F(a)→ colim
A/ P

(F)
f
→ c

�

.

La proposition suivante résume les résultats ci-dessus.

Proposition 2.1.5. Soit A une petite catégorie et C une catégorie cocomplète. Tout
foncteur F : A → C admet une extension de Kan à gauche le long du plongement de
Yoneda hA− donné par

Lan F : bA→ C, P 7→ colim
A/ P

(F) .

De plus, Lan F admet un adjoint à droite donné par

C→ bA, c 7→ hCc ◦ F.
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REMARQUE 2.1.6. Dans le cas présent, l’extension Lan F n’est pas seulement une
approximation d’un foncteur G tel que F = G ◦ hA− , mais est bel et bien un tel
foncteur G. En effet, pour tout objet a de A, la catégorie

�

hA−



yhAa

�

est isomorphe
à A/ a dont l’objet final est (a,1a). On a donc un triangle commutatif :

A C

bA.

hA
−

F

Lan F

2.2 Ensembles simpliciaux

On rappelle ici les notions d’objets simplicaux et cosimpliciaux d’une catégorie.
L’exemple canonique (et motivateur) de ces notions est l’espace topologique co-
simplicial ∆top

• défini comme l’ensemble de données suivant : pour tout n ∈ N, le
simplexe topologique standard de dimension n est l’espace topologique

∆top
n = {(x0, . . . , xn) ∈ [0, 1]n+1 ⊆ Rn+1 :

n
∑

i=0

x i = 1};

pour tout n ∈ N>0, les applications de (co)faces sont les applications continues

d j
n : ∆top

n−1→∆
top
n , (x0, . . . , xn−1) 7→ (x0, . . . , x j−1, 0, x j , . . . , xn−1)

avec 0 ≤ j ≤ n (ce sont les inclusions de ∆top
n−1 comme face de ∆top

n évitant le
j-ième sommet) ; pour tout n ∈ N, les applications de (co)dégénérescences sont les
applications continues

s j
n : ∆top

n+1→∆
top
n , (x0, . . . , xn−1) 7→ (x0, . . . , x j−1, x j + x j+1, . . . , xn−1)

avec 0 ≤ j ≤ n (l’application s j
n est la projection de ∆top

n+1 parallèlement à l’arrête
entre le j-ième et j + 1-ième sommets sur une des deux faces ne contenant pas
l’arrête en question).

Catégorie des simplexes. Rappelons qu’on note [n] la catégorie associée à l’en-
semble ordonné {0 < 1 < · · · < n}. On définit alors la catégorie ∆ des simplexes
comme la catégorie dont

— les objets sont les petites catégories [n] pour n ∈ N,

— les morphismes [n]→ [m] sont les foncteurs entre [n] et [m].

(Alternativement,∆ est la catégorie des ensembles ordonnés finis {0< 1< · · ·< n}
et des applications croissantes entre ceux-ci.)

On rappelle que ∆ est engendré par les flèches

δ j
n : [n− 1]→ [n], σ j

n : [n+ 1]→ [n],

où δ j
n est le foncteur injectif sur les objets ne prenant par la valeur j, et σ j

n le
foncteur surjectif sur les objets prenant deux fois la valeur j. Pour le détails, on
réfère à [GZ67, II.2].
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Objet (co)simplicial. Soit C une catégorie. Un objet cosimplicial de C est un fonc-
teur ∆ → C. Un objet cosimplicial X : ∆ → C étant entièrement déterminé par
les objets Xn = X ([n]), n ∈ N de C et les flèches d j

n = X (δ j
n) (dites cofaces) et

s j
n = X (σ j

n) (dites codégénérescences) de C, on le représente souvent comme :

X0 X1 X2 . . .

les flèches vers la droites étant les d j
n, celles vers la gauche les s j

n. L’exemple de
début de section est en fait l’objet cosimplicial ∆top

• de Top donné par

[n] 7→∆top
n , ( f : [n]→ [m]) 7→









(t0, . . . , tn) 7→







∑

i∈ f −1( j)

t i







0≤ j≤m









Un objet simplicial de C est un foncteur ∆◦→ C. Un objet simplicial X est entiè-
rement déterminé par la donnée des objets Xn = X ([n]) et des flèches d j

n = X (δ j
n)

(dites faces) et s j
n = X (σ j

n) (dites dégénérescences). Il est représenté par

. . . X2 X1 X0

les flèches vers la droites étant les d j
n, celles vers la gauche les s j

n.

Ensembles simpliciaux. Le reste du document fait la part belle aux objets sim-
pliciaux de la catégorie Set. Un tel objet simplicial ∆◦ → Set est appelé ensemble
simplicial. La catégorie Set∆

◦
des ensembles simpliciaux est alors la catégorie des

préfaisceaux en ensembles sur ∆, et est noté en accord b∆.
Étant donné un ensemble simplicial X , les ensembles X ([n]) sont plus simple-

ment notés Xn. Un élément de Xn, n ∈ N est dit un n-simplexe de X . Les objets
simplicaux étant des préfaisceaux en ensembles, toute la machinerie de Yoneda est
à notre disposition. On note

∆[•]: ∆→ b∆

le plongement (covariant) de Yoneda. Notamment, les n-simplexes d’un ensemble
simplicial X s’identifient naturellement avec les flèches ∆[n] → X de b∆, que l’on
appelle donc aussi n-simplexes. On s’efforcera au maximum de faire la distinction
entre ∆ et son image pleinement fidèle dans b∆. Cependant, les abus habituels
permettront parfois d’allèger les notations.

Soit X un ensemble simplicial. Les n-simplexes de X sont de deux sortes :

— les n-simplexes images d’un m-simplexe (m < n) par X ( f ) pour f : [n] →
[m] un épimorphisme de ∆ (i.e. f surjectif sur les objets) ; un tel n-simplexe
est dit dégénéré ;

— les autres ; ils sont dit non dégénérés.

Soit n un entier. L’ensemble simplicial ∆[n] a cela de particulier que son seul
n-simplexe non dégénéré est 1[n]. On appelle bord de ∆[n] le sous-ensemble sim-
plicial ∂∆[n] de ∆[n] dont les k-simplexes sont les flèches f : [k] → [n] non
surjectives (sur les objets).
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REMARQUE 2.2.1. Le vocabulaire (faces, dégénérescences, simplexes, simplexes dé-
générés, bord, etc.) vient de la topologie, et plus précisément de l’homologie, théo-
rie gourmande en objets simpliciaux (du moins dans sa forme moderne). L’origine
de ces termes deviendra sûrement plus claire quand on introduira le foncteur des
chaînes singulières.

Troncation, squelette. Étant donné un ensemble simplicial X et un entier n ∈ N,
on se propose de ne considérer que les X i avec i ≤ n et de voir quelle quantité
d’information cela retire à la donnée de X tout entier.

Plus précisément, soit n ∈ N et C une catégorie. On définit la catégorie ∆≤n
comme la sous-catégorie pleine de ∆ d’objets les [ j] avec j ≤ n. L’inclusion

i : ∆≤n ,→∆

induit le foncteur de n-troncation

trn,C = (i
◦)∗ : C∆

◦
→ C(∆≤n)

◦
, X 7→

�

(∆≤n)
◦→∆◦ X→ C

�

.

Si C est cocomplète, les résultats de la section 2.1 assure que le foncteur d’extension
de Kan à gauche le long de i◦ existe et est donné par

Lani◦ : C
(∆≤n)

◦
→ C∆

◦
, X 7→

�

[k] 7→ colim
(i◦↓[k])

(X )

�

.

Le foncteur n-squelette skn,C est alors défini comme

skn,C = Lani◦ ◦ trn,C : C∆
◦
→ C∆

◦
.

L’objet simplicial skn,C(X ) associé à un objet simplicial X de C est en quelque sorte
« la meilleure approximation (à gauche) possible » de X à partir de sa n-troncation.
La coünité

skn,C→ 1C∆
◦

est la relation de cette approximation à l’objet qu’elle approche.
Dans le cas où C est la catégorie cocomplète Set, on note plus simplement trn

et skn pour trn,Set et skn,Set. Dans la catégorie Set, on sait calculer les colimites
effectivement : aussi le foncteur Lani◦ n’a-t-il plus rien de mystérieux. On peut ainsi
donner une description explicite du n-squelette d’un ensemble simplicial X (voir
[GZ67, II.3.5, Corollaire 1] pour une preuve détaillée) : c’est l’ensemble simplicial
dont les k-simplexes avec k ≤ n sont ceux de X , et dont les k-simplexes avec k > n
sont les k-simplexes dégénérés X ( f )(x) avec f : [k]→ [m] épimorphisme, m ≤ n
et x ∈ Xm. Notamment la counité skn→ 1

b∆ est une inclusion en tout point.

Si les ensembles simpliciaux nous intéressent tant, c’est qu’ils émergent natu-
rellement dans l’observation des espaces topologiques, du moins du point de vue
de l’homotopie/homologie. La section suivante précise en quel sens.

2.3 Types d’homotopies catégoriques

Dans cette section, on va voir que les ensembles simpliciaux codent bien les es-
paces topologiques à homotopie (faible) près. Ils sont même en quelque sorte plus
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aptes à parler d’homotopie que les espaces topologiques générales : les patholo-
gies de la topologie générale disparaissent pour mettre en lumière la combinatoire
intrinsèque de l’homotopie.

On poursuivra ensuite les idées de Grothendieck : si les ensembles simpliciaux
modèlent si bien les types d’homotopie, ce n’est qu’une conséquence d’un fait bien
plus général, à savoir que ce sont des préfaisceaux sur une « bonne » catégorie (ici
∆). On ne se lancera pas dans l’étude de ce qu’est une « bonne » catégorie (c’est
la notion de catégorie test) mais on suit la démarche de Grothendieck dans le sens
suivant : la catégorie naturelle des types d’homotopie doit être la catégorie Cat des
petites catégories.

Homotopie simpliciale. On rappelle tout d’abord la définition d’une équivalence
d’homotopie faible entre espaces topologiques.

Définition 2.3.1 (Équivalence d’homotopie faible). Une application f : T → T ′

continue entre espaces topologiques est dite une équivalence d’homotopie faible si

(i) l’application ensembliste induite

f0,∗ : π0(T )→ π0(T
′)

est une bijection,

(ii) pour tout i ≥ 1, pour tout point t ∈ T , le morphisme de groupes induit

fi,∗ : πi(T, t)→ πi(T
′, f (t))

est un isomorphisme de groupes.

On note W∞ l’ensemble des équivalences d’homotopie faibles.

Toute équivalence d’homotopie est bien entendu une équivalence d’homotopie
faible. La réciproque est fausse en général. Whitehead montre cependant la réci-
proque dans le cas où les espaces domaine et codomaine sont des CW-complexes
([Wit49]).

Rappelons que l’on a défini un espace topologique cosimplicial ∆top
n : ∆→ Top.

Son extension de Kan à gauche le long du plongement de Yoneda ∆[−] (cf. propo-
sition 2.1.5) est notée

|−| : b∆→ Top

et est appelé foncteur réalisation topologique. Il est donné pour tout ensemble sim-
plicial X par :

|X |= colim
∆/X

�

([n], x) 7→∆top
n

�

Mais les colimites dans Top sont connues : si l’on équipe Xn de la topologie discrète,
alors |X | est l’espace topologique

 

∐

n≥0

Xn ×∆top
n

!,

∼

où ∼ est la relation d’équivalence engendrée par (X ( f )(x), t) ∼ (x ,∆top
• ( f )(t))

pour f : [m] → [n], x ∈ Xn et t ∈ ∆top
m . Plus informellement, on juxtapose des

copies de ∆top
n pour chaque n-simplexe de X avec n parcourant N ; puis on identifie
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la copie ∆top
n−1 associée au (n− 1)-simplexe y avec la face évitant le sommet j de

la copie ∆top
n associée au n-simplexe x si X (δ j

n)(x) = y ; de même, on identifie la
copie∆top

n+1 associée au (n+1)-simplexe y avec la copie∆top
n associée au n-simplexe

x en écrasant l’arête du sommet j au sommet j+ 1 si X (σ j
n)(x) = y .

La proposition 2.1.5 donne également un foncteur

Sing: T 7→
�

h
Top
T ◦∆top

• : [n] 7→ HomTop
�

∆top
n , T

�

�

,

adjoint à droite de |−|.
REMARQUE 2.3.2. Le foncteur |−| de réalisation topologique est à valeurs dans les
CW-complexes. Cela a deux conséquences notables :

(1) La réalisation d’un morphisme d’ensembles simpliciaux est une équivalence
d’homotopie si et seulement si c’est une équivalence d’homotopie faible.

(2) Le foncteur composé
�

�Sing (−)
�

� associe à tout espace topologique T un (énorme)
CW-complexe

�

�Sing (T )
�

�, équipé d’une application continue (la counité de
l’adjunction)

�

�Sing (T )
�

�→ T.

Cette application se révèle être une équivalence d’homotopie faible. Ainsi, à
équivalence d’homotopie faible près, tout espace est un CW-complexe.

Définition 2.3.3 (Équivalence faible simpliciale). Un morphisme de b∆ est dit une
équivalence faible simpliciale si sa réalisation topologique est une équivalence d’ho-
motopie faible.

On note W
b∆ l’ensemble des équivalences faibles simpliciales.

Par définition, on a
�

�W
b∆

�

� ⊆ W∞ : le foncteur de réalisation topologique induit
donc un foncteur

‖−‖ : W
b∆
−1
b∆→W∞

−1Top.

On peut également montrer que Sing
�

W∞
�

⊆W
b∆ (cela revient essentiellement au

fait déjà mentionné que la counité
�

�Sing (−)
�

�→ 1Top est une équivalence d’homo-
topie faible point par point). On a alors un foncteur induit

Sing: W∞
−1Top→W

b∆
−1
b∆,

faisant de ‖−‖ et Sing des équivalences de catégories quasi-inverses l’une de l’autre.
Le détails peuvent se trouver dans [GJ99, I.11.4]

Homotopie catégorique. On a vu dans la dernière section que b∆ est un bon
modèle pour les types d’homotopies. Mais d’après Grothendieck, b∆ n’est qu’une
étape intermédiaire dans l’élaboration d’une catégorie décrivant en profondeur les
types d’homotopies. Pour lui, cette catégorie « Graal » est Cat.

Rappelons que la catégorie ∆ a été définie comme une sous-catégorie pleine de
Cat. Notons i : ∆ ,→ Cat cette inclusion. Son extension de Kan à gauche le long du
plongement de Yoneda est notée

$1 : b∆→ Cat,

et est donnée par la formule

X 7→ colim
∆/X

(([n], x) 7→ [n]) .
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Il admet un adjoint à droite (cf. proposition 2.1.5), appelé nerf et noté N: Cat→ b∆,
donné pour toute petite catégorie A par la formule

[n] 7→ HomCat ([n],A) .

Détaillons un peu plus le foncteur nerf. Pour une petite catégorie A, l’ensemble
(NA)n est l’ensemble des chaînes

a0
f1→ a1

f2→ . . .
fn→ an

de n flèches composables de A, les faces NA(δ j
n) sont les applications qui com-

posent f j et f j+1 :

a0 a1 . . . a j−1 a j a j+1 . . . an

a0 a1 . . . a j−1 a j a j+1 . . . an,

a j

f1 f2 f j−1 f j f j+1 f j+2 fn

f1 f2 f j−1

f j

f j+2 fn

f j+1

et les dégénérescenses NA(σ j
n) sont les applications qui insèrent 1a j

entre f j et f j+1 :

a0 a1 . . . a j a j+1 . . . an

a0 a1 . . . a j a j a j+1 . . . an.

f1 f2 f j f j+1 f j+2 fn

f1 f2 f j
1a j f j+1 f j+2 fn

Une description du foncteur $1, en tant qu’adjoint à gauche de N, s’en déduit
facilement. Pour un ensemble simplicial X , la catégorie $1(X ) est isomorphe à la
catégorie X̃ dont

— les objets sont les éléments de X0,

— les morphismes x → y pour x , y ∈ X0 sont les éléments de

Px ,y

À

∼

où l’ensemble Px ,y est constitué des suites finies (u1, . . . , un) ∈ K1
n telles que

X (δ1
1)(u1) = x , X (δ0

1)(un) = y et X (δ0
1)(ui) = X (δ1

1)(ui+1) pour tout i ∈
{1, . . . , n − 1}, et où ∼ est engendrée par X (δ0

2)(v) ◦ X (δ2
2)(v) ∼ X (δ1

2)(v)
pour tout u ∈ K2,

— la composition est la concaténation des suites finies.

En effet, considérons l’application

ιX ,A : Hom
b∆ (X ,NA)→ HomCat

�

X̃ ,A
�

qui envoie un morphisme (ϕn)n∈N : X → NA sur le foncteur X̃ → A donné par
x 7→ ϕ0(x) sur les objets et (u1, . . . , un) 7→ ϕ1(un) ◦ · · · ◦ϕ1(u1) sur les flèches. Elle
est d’une part clairement naturelle en X et A, et d’autre part bijective. En effet, un
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foncteur w : X̃ →A fournit des applications ϕn : Xn→ (NA)n associant à x ∈ Xn la
chaîne de flèches de A

a0 a1 . . . an,
w(X (τ1

n)(x)) w(X (τ2
n)(x)) w(X (τn

n)(x))

où τ j
n : [1] → [n] est la flèche de ∆ définie par 0 7→ ( j − 1), 1 7→ j. Cette famille

(ϕn)n∈N forme un morphisme d’ensembles simpliciaux, antécédent manifeste de w.
Un tel antécédent est nécéssairement unique : un morphisme (ϕn)n∈N : X → NA

est entièrement déterminé par (ϕ0,ϕ1), le morphisme a j−1 → a j dans la chaîne
image de x ∈ Xn par ϕn (n≥ 1) valant ϕ1(X (τ j

n)(x)).

REMARQUE 2.3.4. On appelle $1(X ) la catégorie fondamentale 2 associée à l’en-
semble simplicial X . Cette appellation (et la notation $1) est justifiée par le fait
suivant : pour un espace topologique T , la catégorie $1 ◦ Sing (T ) est isomorphe
au groupoïde fondamental de T . En effet, d’après la description donnée ci-dessus,
$1(Sing (T )) est la catégorie dont

— les objets sont les éléments de Sing0 (T ), i.e. les points de T ,

— les morphismes x → y sont les éléments du quotient

Px ,y

À

∼

où Px ,y est l’ensemble des suites finies (u1, . . . , un), les ui étant des chemins
de T (éléments de Sing1 (T )) concaténables, avec u1 d’origine x et un d’ex-
trêmité y , et où ∼ identifie une face d’un 2-simplexe singulier avec la conca-
ténation des deux autres faces. C’est bien l’ensemble des chemins de x à y à
homotopie près.

Définition 2.3.5 (∞-équivalence). Une∞-équivalence est un foncteur dont le nerf
est une équivalence faible simpliciale.

On note W∞ l’ensemble des équivalences faibles catégoriques.

Le reste du document est dédié à montrer que W∞ est un localisateur fonda-
mental (cf. 3.2), et qu’il est minimal au sens où il est inclus dans tout localisateur
fondamental (cf. 3.1).

2.4 Limites et colimites homotopiques

Motivons tout d’abord les notions ultérieures par un exemple. Considérons dans
Top les deux diagrammes

S1 D2

D2

i

i

et

S1 D2 ∗

D2

∗

i

i

2. La terminologie n’est pas standard. Elle apparaît néanmoins dans certaines références, par
exemple http://ncatlab.org/nlab/show/fundamental+category.

http://ncatlab.org/nlab/show/fundamental+category
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où i : S1 → D2 est l’inclusion du cercle comme bord du disque. D’un point de vue
homotopique, ces diagrammes sont « les mêmes » puisque D2 → ∗ est une équiva-
lence d’homotopie. En revanche, la prise de sommes amalgammées donne lieu au
diagramme

S1 D2 ∗

D2 S2

∗ ∗

i

i

h

où h n’a plus rien d’une équivalence d’homotopie. Les colimites de Top ne sont donc
pas compatibles à la notion d’homotopie. Aussi convient-il de modifier la notion de
recollement.

Un bref rappel sur les limites et colimites classiques est ici nécessaire à la bonne
compréhension des définitions de leurs pendants homotopiques. Soit I une petite
catégorie et C une catégorie quelconque. La catégorie CI est la catégorie des fonc-
teurs (aussi dit diagrammes) I→ C. En particulier, on a un foncteur constant

δ : C→ CI

associant à tout objet c le foncteur I → C constant de valeur c, et à toute flèche
f : c → d la transformation naturelle constante de valeur f . La catégorie C admet
les limites (respectivement colimites) indexées par I si et seulement si δ admet
un adjoint à droite (respectivement à gauche), alors noté limI (respectivement
colimI). Pour faire échos aux notions introduites en section 2.1, la limite (respecti-
vement la colimite) d’un diagramme F : I→ C est, si elle existe, l’extension de Kan
à droite (respectivement à gauche) de F le long de I→ e.

Soit maintenant W un sous-ensemble de MorC. Notons WI le sous-ensemble
de MorCI des tranformations naturelles α point par point dans W , i.e. telle que
pour tout i ∈ Ob I, α(i) ∈ W . Alors, par la propriété universelle de la localisation,
le foncteur composé

C
δ→ CI→WI

−1CI

se factorise en un foncteur

δ : W−1C→WI
−1CI.

Définition 2.4.1 (Limites et colimites homotopiques). Soit C une catégorie quel-
conque munie d’un ensemble W ⊆MorC. Soit I une petite catégorie. Si le foncteur
induit δ : W−1C → WI

−1CI admet un adjoint à droite (respectivement à gauche),
on dit que C admet les limites homotopiques (respectivement colimites homoto-
piques) indexées par I relativement à W et on note cet adjoint holimI (respecti-
vement hocolimI).

Catégories de modèles. Dans [Qui67], Quillen introduit les catégories de mo-
dèles comme un cadre catégorique où définir une homotopie abstraite pertinente.
On rappelle ici, sans preuve, les résultats concernant les catégories de modèles dont
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on aura besoin par la suite. Pour plus de détails, on réfère à [Hov00], [GJ99] ou
même directement [Qui67].

Pour toute catégorie C, on dénote Arr(C) la catégorie C[1] des flèches de C. Une
factorisation fonctorielle dans C est un couple (α,β) de foncteurs Arr(C)→ Arr(C)
tel que soient satisfaites les égalités fonctorielles suivantes :

(i) dom ◦α= dom,

(ii) cod ◦ β = cod,

(iii) cod ◦α= dom ◦ β ,

(iv) pour tout objet f de Arr(C), f = β( f ) ◦α( f ).
Rappelons également qu’un rétracte dans C d’un objet d est un objet c tel qu’il existe
i : c → d et r : d → c satisfaisant ri = 1c (r est alors appelée rétraction). Par abus,
un rétracte d’un morphisme f de C est un rétracte de f comme objet de Arr(C).

Définition 2.4.2 (Catégorie de modèles). Une catégorie de modèles 3 est une caté-
gorie C, équipée de sous-ensembles W, Fib, Cofib de MorC, satisfaisant aux axiomes
suivants :

CM1 la catégorie C est complète et cocomplète,

CM2 pour tout f , g ∈MorC composables, si deux éléments de { f , g, g f } sont dans
W (respectivement Fib, Cofib), alors les trois éléments y sont,

CM3 pour tout f , g ∈MorC, si f est un rétracte de g et si g ∈W (respectivement
Fib, Cofib), alors f aussi,

CM4 pour tout carré commutatif de C

c c′

d d ′,

i p

si i ∈ Cofib∩W et p ∈ Fib (respectivement i ∈ Cofib et p ∈ Fib∩W ), alors il
existe h faisant commuter le diagramme

c c′

d d ′,

i ph

CM5 il existe deux factorisations fonctorielles (α,β) et (γ,δ) telles que pour tout
morphisme f de C,

α( f ) ∈ Cofib, β( f ) ∈ Fib∩W

et
γ( f ) ∈ Cofib∩W, δ( f ) ∈ Fib.

3. Notre définition de catégorie de modèles est celle de catégorie de modèles fermée introduite par
Quillen. La notion non fermée n’ayant que peu d’intérêt pour ce document, on allège la terminologie.
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TERMINOLOGIE 2.4.3. Les éléments de W sont appelés équivalences faibles, ceux de
Cofib des cofibrations et ceux de Fib des fibrations. Un (co)fibration qui est égale-
ment une équivalence faible est dite une (co)fibration triviale.

Suivant cette terminologie, on résume CM4 par : les fibrations ont la propriété
de relèvement à droite relativement aux cofibrations triviales, et les cofibrations
ont la propriété de relèvement à gauche relativement aux fibrations triviales. La
condition CM5 devient : toute flèche de C se factorise fonctoriellement en la com-
posée d’une fibration triviale par un cofibration et en la composée d’une fibration
par une cofibration triviale.

La donnée de du triplet (W, Cofib, Fib) est appelée une structure de catégorie de
modèles sur C.

Proposition 2.4.4. Soit C une catégorie de modèles.
L’ensemble Fib (respectivement Fib ∩W) est exactement l’ensemble des flèches de

C ayant la propriété de relèvement à droite relativement à Cofib∩W (respectivement
Cofib).

L’ensemble Cofib (respectivement Cofib∩W) est exactement l’ensemble des flèches
de C ayant la propriété de relèvement à gauche relativement à Fib∩W (respectivement
Fib).

Preuve. Voir [Hov00, Lemme 1.1.10].

REMARQUE 2.4.5. Pour savoir si la donnée d’ensembles W et Fib (respectivement
W et Cofib) peuvent se compléter en une structure de catégorie de modèles, il
suffit donc de poser Cofib (respectivement Fib) l’ensemble des flèches ayant la
propriété de relèvement à gauche (respectivement à droite) relativement à W ∩Fib
(respectivement W ∩Cofib) et de vérifier si le jeu de données vérifie la définition.

Définition 2.4.6. La catégorie homotopique Ho (C) d’une catégorie de modèles C

est la localisation W−1C.

REMARQUE 2.4.7. La catégorie Ho (C) ne dépend que de l’ensemble W , et pas des
autres données de la structure de catégorie de modèles.

La proposition suivante assure que l’ensemble W est saturé.

Proposition 2.4.8. Soit C une catégorie de modèle. Pour toute flèche f de C, l’image
de f dans Ho (C) est un isomorphisme si et seulement si f est un équivalence faible de
C.

Preuve. Voir [Hov00, Théorème 1.2.10.(iv)].

Définition 2.4.9 (Objets fibrants et cofibrants). Un objet c d’une catégorie de mo-
dèles C est dit fibrant (respectivement cofibrant) si la flèche c→ e vers l’objet final
(respectivement ∅→ c depuis l’objet initial) est une fibration (respectivement une
cofibration).

Soit C une catégorie de modèles, où l’on note (α,β) et (γ,δ) les deux factorisa-
tions fonctorielles données par l’axiome CM5. Remarquons que pour tout objet c,
la factorisation

c c′ e
γ(c→e) δ(c→e)

fournit un objet c′, fibrant par définition, et isomorphe à c dans Ho (C). On appelle
c′ un remplacement fibrant de c. La fonctorialité de la factorisation (γ,δ) assure
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alors que l’association R: c 7→ c′ s’étend en un foncteur R: C→ C à valeurs dans les
objets fibrants. De même, la factorisation

∅ c′′ c
α(∅→c) β(∅→c)

donne lieu à un c′′ cofibrant et isomorphe à c dans Ho (C), appelé remplacement
cofibrant de c. Ceci définit un foncteur Q : C→ C à valeurs dans les objets cofibrants.

Foncteurs dérivés. Les catégories de modèles sont entre autre utiles pour calculer
des limites et colimites homotopiques. Cela demande l’introduction des notions
d’ajonction de Quillen et de foncteur dérivé, par ailleurs importantes en elle-même.

Définition 2.4.10 (Foncteurs dérivés). Soient C une catégorie de modèles et D

une catégorie quelconque. Soit F : C→D un foncteur.
Si F envoie toute équivalence faible entre objets fibrants de C sur un isomor-

phisme de D, alors on définit le foncteur dérivé à droite de F

R F : Ho (C)→D

comme le foncteur induit par F ◦ R: C→D.
Si F envoie toute équivalence faible entre objets cofibrants de C sur un isomor-

phisme de D, alors on définit le foncteur dérivé à gauche de F

L F : Ho (C)→D

comme le foncteur induit par F ◦Q : C→D.

Proposition 2.4.11. Soit une adjonction F : C � D :G entre des catégories de mo-
dèles C et D. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F préserve les cofibrations et les cofibrations triviales,

(ii) G préserve les fibrations et les fibrations triviales,

(iii) F préserve les cofibrations et G les fibrations.

Preuve. L’adjonction F a G assure qu’une flèche F(i) à la propriété de relèvement à
gauche relativement à p si et seulement si i à la propriété de relèvement à gauche
relativement à G(p). La caractérisation 2.4.4 permet alors de conclure.

Définition 2.4.12 (Adjonction de Quillen). Une adjonction F : C�D :G entre des
catégories de modèles C et D est dite une adjonction de Quillen si l’une des trois
assertions équivalentes de la proposition 2.4.11 est satisfaite.

On dit alors que F est un foncteur de Quillen à gauche et G un foncteur de Quillen
à droite.

On rappelle qu’en tant que localisation, la catégorie homotopique Ho (C) d’une
catégorie de modèles C est équipée d’un foncteur canonique πC : C→ Ho (C).

Proposition 2.4.13. Soient C et D deux catégories de modèles. Soit F : C � D :G
une adjonction de Quillen. On note F le foncteur πD ◦ F et G le foncteur πC ◦ G. Les
foncteurs LF et RG existent alors et forment une adjonction

LF: Ho (C)� Ho (D) : RG.
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Preuve. Le premier point consiste à montrer que F envoie les équivalences faibles
entre objets cofibrants de C sur des équivalences faibles de D et que G envoie
les équivalences faibles entre objets fibrants de D sur des équivalences faibles de
C. Ce résultat est connu sous le nom de « lemme de Ken Brown » (voir [Hov00,
Lemme 1.1.12]). Le deuxième point, à savoir l’adjonction des foncteurs dérivés, est
le contenu de [Hov00, Lemme 1.3.10].

REMARQUE 2.4.14. On fait souvent l’abus d’écrire L F (respectivement RG) à la
place de L (πD ◦ F) (respectivement R (πC ◦ G)).

La proposition 2.4.13 permet de calculer des (co)limites homotopiques dans
une catégorie de modèles. Soient C une catégorie de modèles et I une petite caté-
gorie. En particulier, C étant complète, elle admet les limites indexées par I, don-
nant lieu à une adjonction δ : C � CI : limI. Supposons de plus que CI admette
une structure de catégorie de modèles dans laquelle

— les équivalences faibles sont exactement les équivalences faibles point par
point, i.e. une flèche α de CI est une équivalence faible si et seulement si
toutes les flèches α(i), i ∈ Ob I sont des équivalences faibles de C,

— les cofibrations sont exactement les cofibrations point par point, i.e. une
flèche α de CI est une cofibration si et seulement si toutes les flèches α(i),
i ∈ Ob I sont des cofibrations de C.

Alors le foncteur δ préserve les cofibrations et les cofibrations triviales. Aussi l’ad-
jonction δ : C� CI : limI est-elle une adjonction de Quillen. La proposition 2.4.13
assure alors une adjonction localisée

Lδ : Ho (C)� Ho
�

CI
�

: R lim
I

. (2.1)

Le foncteur δ respectant les équivalences faibles, il envoie un remplacement co-
fibrant d’un objet c sur un objet isomorphe à δ(c) dans Ho

�

CI
�

. Ainsi, Lδ est
isomorphe au foncteur δ : W−1C→ WI

−1CI introduit plus haut. Donc l’adjonction
(2.1) montre par définition que les limites homotopiques indexées par I (relative-
ment à W ) existent et qu’on en a une formule :

holim
I
(−)' R lim

I
.

Ainsi, pour de telles catégories C et I, la limite homotopique d’un diagramme
F : I → C s’obtient comme la limite (dans C) d’un diagramme F̃ : I → C, rem-
placement fibrant de F dans CI, cette limite étant vue comme objet de Ho (C).

On établit un discours dual pour le calcul des colimites homotopiques. On a
donc la formule

hocolim
I

(−)' L colim
I

.

quand la catégorie CI admet une structure de catégorie de modèles dans laquelle
les équivalences faibles et les fibrations sont définies point par point. Cela permet
de calculer une colimite homotopique d’un diagramme comme la colimite du rem-
placement cofibrant du diagramme dans la structure en question.

EXEMPLE(S) 2.4.15. Soient C une catégorie de modèles et S un ensemble qu’on
considère comme une catégorie discrète. On vérifie facilement que CS admet une
structure de catégorie de modèles : celle où les équivalences faibles, les cofibrations
et les fibrations sont définies point par point. Par ce qui précède, C admet alors tous
les (co)produits homotopiques.
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REMARQUE 2.4.16. Attention ! En général, on ne sait pas construire sur la catégorie
de diagramme CI une structure de catégorie de modèles avec équivalences faibles
et fibrations (ou équivalence faibles et cofibrations) définies point par point. Il
faut pour cela des hypothèses sur la catégorie de modèles C ou sur la catégorie
I. On ne cherche pas ici à faire une étude systématique des structures de catégories
de modèles sur les catégories de diagrammes : on se contentera d’étudier les cas
particuliers qui nous intéressent (principalement C = b∆). Le curiosité du lecteur
pourra se satisfaire de [Lur09, Appendice 2.8].

Équivalence de Quillen. Dans le cadre des catégories de modèles, les équiva-
lences de catégories ne nous importent guère : on veut raisonner « à homotopies
près », i.e. au niveau des catégories homotopiques associées.

Définition 2.4.17 (Équivalence de Quillen). Soient C et D deux catégories de mo-
dèles. Une adjonction de Quillen F : C� :G est une équivalence de Quillen si l’ad-
jonction induite

L F : Ho (C)� Ho (D) : RG

est une équivalence de catégories.

2.5 Quelques catégories de modèles

Dans cette section, on va exhiber quelques structures de catégories de modèles
sur les catégories qui nous intéressent. La plupart du temps, on se contentera d’af-
firmer qu’un jeu de données définit une structure de catégorie de modèles, en se
référant à la littérature pour les preuves. En effet, il est souvent long et fastidieux
de prouver qu’un triplet (W, Cofib, Fib) forme une structure de catégorie de mo-
dèles. Le but de cet exposé n’étant pas les catégories de modèles en elles-mêmes
mais l’utilisation de celles-ci dans le chapitre suivant, on s’abstiendra de donner les
preuves ici. En revanche, on prendra bien soin de décrire exactement les équiva-
lences faibles, les fibrations et les cofibrations à chaque fois.

Modèles topologiques. Le vocabulaire « équivalence faible », « fibration » et « co-
fibration » vient bien entendu de la topologie. La catégorie Top, complète et cocom-
plète, admet en effet une structure de catégorie de modèles, qu’on définit mainte-
nant.

Rappelons qu’une fibration de Serre est une flèche p : X → Y de Top relevant
les homotopies entre applications de domaine les simplexes standards, i.e. telle que
pour tout carré commutatif

∆top
n X

∆top
n × [0, 1] Y

(1
∆top

n
,0) p (n ∈ N),
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il existe h: ∆top
n × [0,1]→ X faisant commuter le diagramme

∆top
n X

∆top
n × [0, 1] Y.

(1
∆top

n
,0) ph

Proposition 2.5.1. La catégorie Top admet une structure de catégorie de modèles
dans laquelle

— les équivalences faibles sont les équivalences d’homotopies faibles,
— les fibrations sont les fibrations de Serre,
— les cofibrations sont les flèches ayant la propriété de relèvement à gauche relati-

vement aux fibrations triviales.

Preuve. Voir [Hov00, Section 2.4].

Le but étant de modéliser les types d’homotopies, on a bien entendu mis une
structure de catégorie de modèles dont les équivalences faibles sont les équiva-
lences d’homotopie faibles. De cette façon, on a Ho (Top) = Hot.

Modèles simpliciaux. La structure de catégorie de modèles sur Top était, pour ce
document, d’ordre culturel. La structure à venir sur b∆ est en revanche primordiale
pour le chapitre 3.

Pour n ∈ N et k ∈ {0, . . . , n}, on définit le k-ième cornet de dimension n comme
le sous-ensemble simplicial Λk[n] de ∆[n] dont les m-simplexes sont les flèches
f : [m]→ [n] évitant au moins un j 6= k. Une inclusion du type Λk[n] ,→∆[n] est
dite une inclusion de cornet. Les réalisations topologiques des inclusions de cornet
de basses dimensions justifient la terminologie adoptée :

Λ0[1] :
1

0
⊆ Λ1[1] :

1

0
⊆

Λ0[2] :
1

0

2

⊆ Λ1[2] :
1

0

2

⊆

Λ2[2] :
1

0

2

⊆

Une flèche f : K → L d’ensembles simpliciaux est dite une fibration de Kan si elle
a la propriété de relèvement à droite relativement aux inclusions de cornet, i.e. si
pour tous entiers n, k avec 0≤ k ≤ n et n> 0, les carrés commutatifs

Λk[n] K

∆[n] L
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admettent un relèvement h: ∆[n]→ K :

Λk[n] K

∆[n] L.

h

Proposition 2.5.2. La catégorie b∆ admet une structure de catégorie de modèles dans
laquelle

— les équivalences faibles sont les équivalences faibles simpliciales (les éléments de
W
b∆),

— les cofibrations sont les monomorphismes, i.e. les morphismes simpliciaux f : K →
L tels que fn : Kn→ Ln soit injectif pour tout n ∈ N,

— les fibrations sont les fibrations de Kan.

Preuve. Voir [Hov00, Section 3.2].

Dans cette structure de catégorie de modèles, l’adjonction |−| : b∆� Top : Sing
devient une équivalence de Quillen : l’équivalence de catégories induite

L |−|: Ho
�

b∆
�

� Hot : RSing

est alors celle déjà énoncée en section 2.3.

REMARQUE 2.5.3. Pour un ensemble simplicial K , toutes les applications ; → Kn
sont injectives. Ainsi, tout ensemble simplicial est cofibrant.

Modèles bisimpliciaux. La catégorie des ensembles bisimplicaux est Ù∆×∆. Un
ensemble bisimplicial K peut donc se représenter par

.. .
...

...
...

. . . K2,2 K2,1 K2,0

. . . K1,2 K1,1 K1,0

. . . K0,2 K0,1 K0,0,

(2.2)

toutes les lignes Kn,• et colonnes K•,n étant des ensembles simpliciaux. Le but de ce

paragraphe est de décrire une structure de catégorie de modèles surÙ∆×∆, appelée
structure de Reedy, où les équivalences faibles sont les morphismes f : K → L tels
que les morphismes d’ensembles simpliciaux induits sur chaque ligne fn,• : Kn,• →
Ln,• soient des équivalences faibles simpliciales.
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La première chose à remarquer est qu’on a une équivalence de catégories entre
Ù∆×∆ et b∆

(∆◦)
donnée par

K 7→
�

[n] 7→ Kn,•
�

.

Via cette équivalence, les morphismes f : K → L induisant sur chaque ligne une
équivalence faible simpliciale fn,• : Kn,• → Ln,• sont précisément les équivalences
faibles point par point. On va donc pouvoir utiliser la théorie générale des struc-
tures de catégorie de modèles de Reedy (voir [Lur09, Appendice 2.9]).

Notons ω la catégorie
0→ 1→ 2→ . . .

associée à l’ensemble ordonné N. La petite catégorie ∆ est équipée de deux sous-
catégories ∆L et ∆R contenant chacune tous les objets de ∆ et où

— les flèches de ∆L sont les flèches [n]→ [m] surjectives,

— les flèches de ∆R sont les flèches [n]→ [m] injectives,

et d’une factorisation fonctorielle (α,β) définie pour tout flèche f : [n]→ [m] par
la factorisation canonique

[n]
α( f )
→ [k]

β( f )
→ [m]

où k est le cardinal de l’image de f . De plus, ces données vérifient que

— α est à valeurs dans les flèches de ∆L et β dans celles de ∆R,

— il existe deux foncteurs degrés ∆L → ω◦ et ∆R → ω tous deux définis sur les
objets par [n] 7→ n et sur les flèches par

�

[n]
f
→ [m]

�

7→ (n→ m).

(Attention : pour le premier foncteur m ≤ n et donc n → m est bien une
flèche de ω◦, tandis que pour le deuxième foncteur n≤ m d’où n→ m est un
flèche de ω.)

Cela fait de ∆ une catégorie de Reedy ([Lur09, Appendice 2.9]). Par conséquent ∆◦

en est une également, avec comme sous-catégories distinguées ∆◦R et ∆◦L , comme
factorisation fonctorielle (β̃ , α̃) factorisant la flèche f̃ : [m]→ [n] de ∆◦ associée à
f : [n]→ [m] ∈Mor∆ comme

[n]
α̃( f )
← [k]

β̃( f )
← [m]

et avec comme foncteurs degrés les foncteurs ∆◦R → ω◦ et ∆◦L → ω opposés aux
foncteurs degrés de ∆.

Soit m ∈ N. On va définir deux foncteurs Lm : Ù∆×∆→ b∆ et Mm : Ù∆×∆→ b∆.
Pour ce faire, on note iL,m : ∆<m

L ,→ ∆L et iR,m : ∆<m
R ,→ ∆R les inclusions pleines

des objets [k] avec k < m. On définit alors les foncteurs Lm et Mm comme

Lm : K 7→ colim
(iL,m

◦↓[m])
(K) et Mm : K 7→ lim

([m]↓iR,m
◦)
(K)

où un ensemble bisimplicial K , vu comme l’ensemble simplicial simplicial [n] 7→
Kn,•, dénote encore abusivement les diagrammes

�

iL,m
◦


y[m]
�

→∆◦ K→ b∆ et
�

[m]


yiR,m
◦
�

→∆◦ K→ b∆.
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REMARQUE 2.5.4. Cette construction des foncteurs Lm et Mm n’est pas spécifique à
notre étude. Elle existe dans le contexte plus large des diagrammes indexés par une
catégorie de Reedy dans une catégorie de modèles. On renvoit encore une fois à
[Lur09, Appendice 2.9] ou à [Hov00, Section 5.2] pour plus de détails.

Par définition de Lm et Mm, on a deux tranformations naturelles

λm : Lm→ m∗ et µm : m∗→Mm,

où m∗ est le foncteur d’évaluation K 7→ Km,•. En particulier, pour tout morphisme
f : K → K ′ d’ensembles bisimpliciaux, on a deux carrés commutatifs

Lm K Km,•

Lm K ′ K ′m,•

Lm f fm,• et

Km,• Mm K

K ′m,• Mm K ′

fm,• Mm f

induisant respectivement les flèches

vm( f ): Lm K ′ tLm K Km,•→ K ′m,• et wm( f ): Km,•→ K ′m,• ×Mm K ′ Mm K .

La théorie générale des catégories de Reedy donne la structure de catégorie de
modèles cherchée sur Ù∆×∆.

Proposition 2.5.5. La catégorie Ù∆×∆ admet une structure de catégorie de modèles
dans laquelle

— les équivalences faibles sont les morphismes f : K → K ′ tels que pour tout m ∈ N,
fm,• : Km,•→ K ′m,• est une équivalence faible de b∆,

— les fibrations sont les morphismes f : K → K ′ tels que pour tout m ∈ N, la flèche
induite wm( f ): Km,•→ K ′m,• ×Mm K ′ Mm K est un fibration,

— les cofibrations sont les morphismes f : K → K ′ tels que pour tout m ∈ N, la
flèche induite vm( f ): Lm K ′ tLm K Km,•→ K ′m,• est un cofibration.

Preuve. La proposition [Lur09, Appendice 2.9.19] prouve le cas général d’une ca-
tégorie CI où I est une petite catégorie de Reedy et C une catégorie de modèles
quelconque.

TERMINOLOGIE 2.5.6. La structure de catégorie de modèles de la proposition 2.5.5
est appelée structure de Reedy sur Ù∆×∆. Une (co)fibration de cette structure sera
parfois appelée (co)fibration de Reedy.

Les définitions de Lm et Mm, et donc celle des fibrations et cofibrations de Reedy,
peuvent sembler absconses. On va voir qu’on peut en donner une description plus
simple. Commençons par le foncteur Lm. Tout d’abord, la catégorie

�

iL,m
◦


y[m]
�

est
isomorphe à la catégorie ∂m∆L

◦, où ∂m∆L est la sous-catégorie pleine de [m]\∆L
contenant tous les objets sauf ([m],1[m]). L’ensemble simplicial Lm K est donc la
colimite du diagramme K : ∂m∆L

◦→ b∆. Ce dernier étant à valeurs dans la catégorie
de préfaisceaux b∆, sa colimite se calcule point par point : autrement dit, Lm K est
l’ensemble simplicial

[n] 7→ colim
∂m∆L

◦

�

K•,n
�

.
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Lemme 2.5.7. Soit X un ensemble simplicial. Alors

colim
∂m∆L

◦
(X )' colim

([m]\(∆<m))
◦
(X ) .

Preuve. L’inclusion i : ∂m∆L ,→ [m]\(∆<m) induit une flèche canonique

colim
∂m∆L

◦
(X )→ colim

([m]\(∆<m))
◦
(X ) .

Pour montrer qu’elle est surjective, il suffit de montrer que pour toute flèche [m]→
[k] avec k < m, il existe une surjection [m] � [k′] avec k′ < m et une flèche
[k′]→ [k] tel que commute le triangle

[m] [k′]

[k].

La factorisation canonique de [m] → [k] (en tant qu’application ensembliste)
convient. Pour montrer qu’elle est injective, il suffit de voir que pour toute flèche
[m]→ [k] avec k < m, il existe une chaîne

a0→ a1← a2→ ·· · ← an

pour tout couple (a0, an) d’objets de la catégorie (i


y[m]→ [k]). La factorisation
canonique de [m]→ [k] est par définition un objet initial de cette catégorie, ce qui
suffit.

Pour tout n ∈ N, l’ensemble (Lm K)n est ainsi la colimite sur
�

[m]\(∆<m)
�◦

du
diagramme K•,n, i.e. est exactement (skm−1K•,n)m. Notons rþ : b∆→ Set l’évaluation
K 7→ Kr pour tout r ∈ N. La transformation naturelle λm,n : nþ Lm → nþm∗ induite
par λm en degré n n’est alors rien d’autre que l’inclusion naturelle mþskm−1→ mþ

induite par la coünité skm−1→ 1
b∆ en degré m.

REMARQUE 2.5.8. Le lemme 2.5.7 est en fait un cas particulier d’un fait bien plus
général. Un foncteur u: A→B est dit final si le morphisme canonique de foncteurs

colim
A
◦u∗→ colim

B

est un isomorphisme. On a alors la caractérisation suivante des foncteurs finaux :
un foncteur u: A→ B est final si et seulement si, pour tout objet b de B, la caté-
gorie b \A est 0-connexe (i.e. non vide et connexe).

Dans le cas particulier du lemme 2.5.7, le foncteur u est l’inclusion pleine
∂m∆L

◦ ,→
�

[m]\(∆<m)
�◦

. Et pour tout objet b : [m] → [k], la preuve s’applique
à montrer que la catégorie (u◦↓b) (qui est la catégorie opposée à b \A) est non vide
et contractile, donc en particulier 0-connexe.

Passons maintenant au foncteur Mm. La catégorie
�

[m]


yiR,m
◦
�

est isomorphe à
la catégorie ∂m∆R

◦, où ∂m∆R est la sous-catégorie pleine de ∆R/ [m] contenant tous
les objets sauf ([m],1[m]). Étant donné un ensemble bisimplicial K , la limite du
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diagramme induit K : ∂m∆R
◦→ b∆ se calcule point par point : l’ensemble simplicial

Mm K est donné par
[n] 7→ lim

∂m∆R
◦

�

K•,n
�

.

Pour un entier n ∈ N, identifiant Kr,n avec Hom
b∆

�

∆[r], K•,n
�

, l’ensemble (Mm K)n
est la limite sur ∂m∆R

◦ du diagramme ([r]← [m]) 7→ Hom
b∆

�

∆[r], K•,n
�

: toute
injection [r] → [m] se factorisant par une des δ j

m, cette limite est l’ensemble
Hom

b∆

�

∂∆[m], K•,n
�

.

La description explicite de Lm mène à une caractérisation simple des cofibra-
tions de Reedy. Commençons par les lemmes suivants.

Lemme 2.5.9. Soient f : K → K ′ une morphisme d’ensemble simpliciaux et m≥ 0. Si
fm est injective, alors pour tout m-simplexe x de K, fm(x) est dégénéré si et seulement
si x l’est.

Preuve. Soit x ∈ Km. Si x est dégénéré, il est clair que fm(x) également (indépe-
demment de l’injectivité de fm). Réciproquement, supposons que fm(x) est dégé-
néré : il existe une surjection τ: [m] � [k] et y ∈ K ′k tel que fm(x) = K ′(τ)(y).
Remarquons alors que τ, étant surjective, admet une section σ : [k]→ [m]. Ainsi,

y = K ′(τσ)(y) = K ′(σ)( fm(x)) = fm(K(σ)(x)).

Si l’on montre que K(τ)(K(σ)(x)) = x , alors x est bien dégénéré. Par injectivité de
fm, il suffit de montrer l’égalité sur les images :

fm(K(τ)(K(σ)(x))) = K(τ)( fm(K(σ)(x))) = K(τ)(y) = fm(x).

Lemme 2.5.10. Un morphisme f : K → K ′ d’ensembles simpliciaux est un monomor-
phisme si et seulement si, pour tout m ∈ N, le carré commutatif d’ensembles

�

skm−1K
�

m Km

�

skm−1K ′
�

m K ′m

(skm−1 f )m fm

induit une application f̃m : (skm−1K ′)m t(skm−1K)m Km→ K ′m injective.

Preuve. Rappelons tout d’abord que le morphisme f : K → K ′ est un monomor-
phisme si et seulement si chaque fm : Km→ K ′m est une injection. En effet, f est un
monomorphisme si et seulement si le carré

K K

K K ′

1K

1K

f

f

est cartésien. Les limites de b∆ se calculant point par point, on a l’équivalence an-
noncée.
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On montre tout d’abord que si f est un monomorphisme, alors f̃m est injective
pour tout m ∈ N. Pour un carré commutatif d’ensembles constitué d’inclusions

A B

C D,

la flèche induite C tA B → D est injective si et seulement si B ∩ C = A. Dans notre
situation, on dispose d’une inclusion K ⊆ K ′ d’ensembles simpliciaux (en identifiant
f à une inclusion point par point). Aussi s’agit-il de montrer que pour tout m ∈ N,
un m-simplexe de K est dégénéré en tant qu’élément de K ′m si et seulement si il
l’est en tant qu’élément de Km. Il suffit d’appliquer le lemme 2.5.9 en chaque degré
m≥ 0.

Réciproquement, on va montrer que si f̃m est injective pour tout m, alors f est
un monomorphisme. Tous les 0-simplexes de n’importe quel ensemble simplicial
étant non dégénérés, le diagramme de l’énoncé pour m= 0 est

; K0

; K ′0.

f0

La flèche f0 s’identifie alors à la flèche induite f̃0, injective par hypothèse. On rai-
sonne alors par récurrence : soit m > 0 et supposons fk injective pour tout k < m.
Dans le diagramme

(skm−1K)m Km

(skm−1K ′)m (skm−1K ′)m t(skm−1K)m Km

K ′m,

(skm−1 f )m im fm

jm

f̃m

l’injectivité de f̃m assure que fm est injective si et seulement si im l’est. De plus, dans
Set, les images directes respectent les monomorphismes : il suffit donc de montrer
que (skm−1 f )m est injective. Soient x0, x1 ∈ Km deux m-simplexes dégénérés tels
que fm(x0) = x ′ = fm(x1). Les simplexes x i étant dégénérés, il existe deux épimor-
phismes hi : [m] � [ki] dans ∆ avec ki < m et deux simplexes yi ∈ Kki

tels que
x i = K(hi)(yi). Le lemme d’Eilenberg-Zilber ([GZ67, II.3.1]) permet de prendre y0
et y1 non dégénérés. Alors le m-simplexe dégénéré x ′ de K ′ s’écrit

x ′ = K ′(hi)( fki
(yi)) ∀i ∈ {0, 1}.

Mais le lemme 2.5.9 montre que les simplexes fki
(yi) sont non dégénérés dans

K ′ : fki
étant injective par hypothèse de récurrence, si fki

(z) est dégénéré dans K ′,
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le simplexe z l’est déjà comme simplexe de K . L’unicité dans le lemme de Eilen-
berg-Zilber (appliqué au simplexe x ′ de K ′) permet alors de conclure : k0 = k1,
h0 = h1 et y0 = y1, donc en particulier x0 = x1.

Corollaire 2.5.11. Les cofibrations de Reedy de Ù∆×∆ sont exactement les mono-
morphismes.

Preuve. Par définition, une cofibration de Reedy est un morphisme f : K → K ′ in-
duisant, pour tout m ∈ N, une cofibration vm( f ): Lm K ′ tLm K Km,• → K ′m,• de b∆.

Or une cofibration de b∆ est un monomorphisme (cf. 2.5.2). Ainsi, f est une cofi-
bration de Reedy si et seulement si (vm( f ))n est injective pour tout (m, n) ∈ N2.
Les colimites de b∆ étant calculées point par point, l’application (vm( f ))n est cano-
niquement isomorphe à la flèche (Lm K ′)n t(Lm K)n Km,n → K ′m,n induite par le carré
commutatif

(Lm K)n Km,n

(Lm K ′)n K ′m,n.

(Lm f )n fm,n

La description de (Lm K)n comme l’ensemble (skm−1K•,n)m et le lemme 2.5.10 per-
met de conclure : f : K → K ′ est une cofibration de Reedy si et seulement si
f•,n : K•,n → K ′•,n est un monomorphisme pour tout n ∈ N, i.e. si et seulement si
f est un monomorphisme.

REMARQUE 2.5.12. Le lecteur familier des catégories de modèles, et notamment
des structures de catégories de modèles sur une catégorie de diagrammes à va-
leurs dans une catégorie de modèles combinatoire, remarquera que la structure

de Reedy sur Ù∆×∆ ' b∆(∆
◦)

coïncide avec la structure injective. En effet, sur une
catégorie donnée, il ne peut exister qu’une seule structure de catégorie de modèles
admettant des équivalences faibles et cofibrations fixées (cf. proposition 2.4.4).

On peut maintenant décrire plus simplement la structure de Reedy sur Ù∆×∆.

Proposition 2.5.13. La structure de catégorie de modèles de Reedy sur Ù∆×∆ admet
la description suivante :

— les équivalences faibles sont les flèches f : K → K ′ telles que fm,• : Km,• → K ′m,•
est une équivalence faible simpliciale pour tout m ∈ N,

— les cofibrations sont les monomorphismes,

— les fibrations sont les flèches f : K → K ′ telles que, pour tout m ∈ N, le mor-
phisme induit

wm( f ): Km,•→ K ′m,• ×Mm K ′ Mm K

est une fibration de Kan.



CHAPITRE 3

Localisateur fondamental minimal

Dans ce chapitre, on aborde enfin la preuve de la conjecture de Grothendieck
énoncée en introduction. Une première observation très simple est la suivante :
l’intersection d’une famille quelconque de localisateur fondamentaux est encore
un localisateur fondamental. On définit donc le localisateur fondamental minimal
comme l’intersection de tous les localisateurs fondamentaux. La conjecture de Gro-
thendieck s’énonce alors comme suit.

Théorème (Cisinski). Le localisateur fondamental minimal est l’ensemble W∞ des
∞-équivalences.

Dans la première partie de ce chapitre, on montre que quelque soit la notion
d’équivalence faible de Cat définie par un localisateur fondamental W, les ∞-
équivalences en sont toujours. Autrement dit, W∞ est inclus dans tout localisateur
fondamental (donc dans le minimal). Pour ce faire, on prouve d’abord un théorème
de Grothendieck : étant donné un localisateur fondamental de Cat, dans une ca-
tégorie de préfaisceaux bA, l’ensemble des monomorphismes f : P ,→ Q induisant
une équivalence faible A/ P → A/Q est stable par images directes et compositions
tranfinies. Ce sera le résultat clé dans la preuve de l’inclusion de W∞ dans tout
localisateur fondamental.

La deuxième partie, quant à elle, est dédiée à montrer que W∞ est un locali-
sateur fondamental. Les propriétés LF1 et LF2 sont quasiment immédiates et on
passera très rapidement à la propriété LF3, qui est ici le théorème A (relatif) de
Quillen. La preuve fera un usage intensif des structures de catégories de modèles
posées sur b∆ et Ù∆×∆. En particulier, on exploitera un foncteur colimite homoto-
pique, qu’on décrira explicitement.

3.1 Les∞-équivalences comme équivalences faibles

Étant donnée un petite catégorie A, on a un foncteur iA : A → Cat défini par
a 7→A/ a sur les objets et par

( f : a→ a′) 7→
�

(b
p
→ a) 7→ (b

p
→ a

f
→ a′)

�

sur les flèches de A.

44
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La catégorie Cat étant cocomplète, on a une extension de Kan à gauche le long
du plongement de Yoneda (cf. proposition 2.1.5)

Lan iA : bA→ Cat

qu’on notera encore iA pour plus de simplicité (il n’y a pas de risque à le faire
puisque Lan iA ◦ hA− = iA). De plus, on sait que iA : bA → Cat admet alors un
adjoint à droite donné par

i∗
A

: B 7→ HomCat
�

A/−,B
�

.

Ce qui donne en particulier la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Le foncteur iA : bA→ Cat commute aux colimites.

Détaillons un peu le foncteur iA. Pour un préfaisceaux P, la proposition 2.1.5
donne

iA(P) = colim
A/ P

�

A/ P →A
iA→ Cat

�

.

Cette colimite est la catégorie A/ P elle-même. En effet, posons pour toute section
x : ha → P le foncteur

ιx : A/ a →A/ P ,
�

a′
f
→ a

�

7→
�

ha′
h f
→ ha

x→ P
�

.

Alors ι = (ιx)x∈A/ P
est tautologiquement un cocône sur le diagramme considéré. Il

reste à montrer son universalité : pour tout cocône κ = (κx : A/ a → B)x : ha→P , le
foncteur

A/ P →B, (x : ha → P) 7→ κx(a,1a)

factorise le cocône κ à travers ι. Finalement, le foncteur iA : bA→ Cat est le foncteur

P 7→A/ P ,
�

P
α→Q
�

7→
�

α ◦−: A/ P →A/Q

�

.

On donne ici un lemme qui nous servira par la suite. (Attention : la preuve
fait implicitement appel au lemme de Yoneda en identifiant systématiquement les
éléments de P(a) et les sections ha → P pour un préfaisceau P sur A.)

Lemme 3.1.2. Pour toute petite catégorie A et tout préfaisceau P sur A, on a un
isomorphisme de catégories entre ÔA/ P et bA/ P .

Preuve. Soit F : ÔA/ P → bA/ P le foncteur qui, à un préfaisceau Q̃ sur A/ P , associe le
morphisme α: Q→ P de bA où

Q : a 7→
∐

x : ha→P

Q̃(x)

et où α(a) est pour tout objet a la flèche induite par les flèches constantes Q̃(x)→
P(a) de valeurs x .

Alors F admet un quasi inverse, à savoir le foncteur G : bA/ P →ÔA/ P défini pour
tout morphisme α: Q→ P par

G
�

Q
α→ P
�

: (x : ha → P) 7→ α(a)−1 ({x}) .
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On rappelle qu’on dispose d’un foncteur nerf N: Cat→ b∆ défini par

NA: [n] 7→ HomCat ([n],A) .

En le composant par le foncteur i∆ : b∆ → Cat défini comme ci-dessus, on obtient
un endofoncteur

i∆ ◦ N : Cat→ Cat, A 7→∆/NA.

Par abus, on notera plutôt ∆/A pour ∆/NA.
Pour toute petite catégorie A, on pose le foncteur αA : ∆/A → A défini sur

les objets par αA(x : ∆[n] → A) = x(n) et sur les morphismes f : x → x ′ avec
x : ∆[n]→A et x ′ : ∆[m]→A par αA( f ) = x ′( f (n)→ m). Autrement dit, dans la
catégorie ∆/A dont les objets sont les diagrammes linéaires finis de A, le foncteur
αA focalise sur le « bout du diagramme ». De plus, on voit facilement que la famille
α= (αA)A∈ObCat est une transformation naturelle i∆ ◦ N → 1Cat.

Un théorème de Grothendieck. Soit I une petite catégorie. En section 1.3, on
a construit un foncteur d’intégration

∫

: CatI → Cat, associant à tout foncteur

F : I → Cat une catégorie
∫

F op-fibrée au-dessus de I, via une op-fibration de

Grothendieck ϑF :
∫

F → I, et dont la fibre en i ∈ Ob I est F(i). Dualement, on a un
foncteur de coïntégration

∇ : Cat(I
◦)→ Cat

associant à tout foncteur F : I◦→ Cat la catégorie

∇F =

�
∫

�

I◦
F→ Cat

−◦→ Cat
�

�◦

fibrée au-dessus de I, et dont la fibre en i ∈ Ob I est F(i). C’est-à-dire que la caté-
gorie ∇F est la catégorie dont

— les objets sont les couples (i, a) avec i ∈ Ob I et a ∈ Ob F(i),

— les morphismes (i, a) → (i′, a′) sont les couples (k, f ) avec k : i → i′ une
flèche de I et f : a→ F(k)(a′) une flèche de F(i),

la composition étant donnée par (k′, f ′) ◦ (k, f ) = (k′k, F(k′)( f ′) f ). On notera
ζF : ∇F → I la fibration de Grothendieck associée (i.e. le foncteur opposé à la
op-fibration ϑ−◦◦F ).

Soient maintenant A et B deux petites catégories et F : A◦ × B → Cat un
foncteur. On va construire des fonteurs d’intégration et de coïntégration termes
à termes. Pour tout objet a de A, on a un foncteur

ja : B→A◦ ×B, b 7→ (a, b), ( f : b→ b′) 7→ (1a, f ).

On étend facilement a 7→ ja en un foncteur j : A◦ → (A◦ ×B)B en envoyant une
flèche f : a→ a′ de A sur la transformation naturelle (( f ,1b): (a, b) 7→ (a′, b))b∈ObB.
Ceci définit le foncteur d’intégration terme à terme

∫

B

F : A◦
j
→ (A◦ ×B)B

F◦−→ CatB
∫

→ Cat.
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De même, on a un foncteur k : B → (A◦ ×B)(A
◦), associant à tout b le foncteur

kb : a 7→ (a, b), qui induit le foncteur de coïntégration terme à terme

∇A◦ F : B
k→ (A◦ ×B)(A

◦) F◦−→ Cat(A
◦) ∇→ Cat.

Si l’on note abusivement A: B → Cat et B: A◦ → Cat les foncteurs constants de
valeur respective A et B, on a deux transformations naturelles

ϑBF :

∫

B

F →B et ζA
◦

F : ∇A◦ F →A

définies respectivement par la op-fibration ϑF◦ ja et la fibration ζF◦kb
en tout point.

Appliquant le foncteur ∇ : Cat(A
◦) → Cat à la flèche ϑBF d’une part et le foncteur

∫

: CatB→ Cat à la flèche ζA
◦

F d’autre part, on obtient deux flèches de Cat

∇ϑBF : ∇
�
∫

B

F

�

→∇B et

∫

ζA
◦

F :

∫

�

∇A◦ F
�

→
∫

A.

Les descriptions données pour l’intégration et la coïntégration assurent que ∇B et
∫

A sont isomorphes à A× B. Elles donnent également des descriptions

— de ∇
∫

B
F comme la catégorie dont les objets sont les triplets (a, b, x) avec

a objet de A, b objet de B et x objet de F(a, b), et dont les flèches de la
forme (a, b, x) → (a′, b′, x ′) sont les triplets (h,`, f ) avec h: a → a′ flèche
de A, `: b→ b′ flèche de B et f : (F ◦ ja)(`)(x)→ (F ◦ kb′)(h)(x ′) flèche de
F(a, b′),

— de
∫

∇A◦ F comme la catégorie dont les objets sont les triplets (b, a, x) avec
b objet de B, a objet de A et x objet de F(a, b), et dont les flèches de la
forme (b, a, x) → (b′, a′, x ′) sont les triplets (`, h, f ) avec `: b → b′ flèche
de B, h: a→ a′ flèche de A et f : (F ◦ ja)(`)(x)→ (F ◦ kb′)(h)(x ′) flèche de
F(a, b′).

Le foncteur ∇
∫

B
F →

∫

∇A◦ F défini par

(a, b, x) 7→ (b, a, x), (h,`, f ) 7→ (`, h, f )

est donc un isomorphisme de catégories faisant commuter le diagramme

∇
∫

B
F

∫

∇A◦ F

A× B.

∼

∇ϑBF
∫

ζA
◦

F

Revenons au cas d’une petite catégorie I. Un foncteur F : I→ Cat est un petit
diagramme dans la catégorie cocomplète Cat, donc admet une colimite. Notons
εi : F(i) → colimI (F) les flèches du cocône défini par la colimite. On peut alors
définir un foncteur

KF :

∫

F → colim
I
(F)

par (i, a) 7→ εi(a) sur les objets, et associant à toute flèche (k, f ): (i, a)→ (i′, a′) la
flèche εi′( f ): εi′ ◦ F(k)(a)→ εi′(a′) de colimI (F).
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Lemme 3.1.3. Soient I et A deux petites catégories. Pour tout foncteur F : I→ bA, le
foncteur

KiAF :

∫

iAF → colim
I

�

iAF
�

est une fibration de Grothendieck.

Preuve. Commençons par montrer le résultat dans le cas particulier où colimI (F)
est le préfaisceau final sur A. Comme iA commute aux colimites (cf. proposition
3.1.1), on a

colim
I

�

iAF
�

' iA
�

colim
I
(F)
�

'A.

Sous le dernier isomorphisme, les flèches εi s’identifient aux foncteurs d’oublis
A/ F(i)→A. Le foncteur KiAF s’identifie alors à

(i, x : ha → F(i)) 7→ a, (k, f : a→ a′) 7→ f .

En outre, l’adjonction A◦ ×−: Cat � Cat :−A◦ permet de considérer le foncteur
F comme un foncteur A◦ × I → Set, puis, le postcomposant implicitement avec le
foncteur catégorie discrète, comme un foncteur A◦ × I → Cat. Sous cette identifi-
cation, la fibration de Grothendieck ∇

∫

I
F →A× I →A n’est autre que KiAF .

Revenons maintenant au cas général, i.e. G = colimI (F) est quelconque. Le
foncteur F induit un foncteur

F̃ : I→ bA/G 'ÔA/G

de colimite le préfaisceau terminal sur A/G . On sait alors que KiA/G
F̃ est une fibra-

tion de Grothendieck. Or ce dernier foncteur

KiA/G
F̃ :

∫

iA/G
F̃ → colim

I

�

iA/G
F̃
�

' iA/G
colim

I

�

F̃
�

'A/G = iAcolim
I
(F)

n’est autre que KiAF , qui est donc une fibration de Grothendieck.

On pose désormais un localisateur fondamental W. Dans le reste de la section,
« équivalence faible » désignera donc les éléments de W.

Lemme 3.1.4. Dans les hypothèses du lemme précédent, si l’une des conditions sui-
vantes est satisfaite :

(i) I est la catégorie associée à l’ensemble partiellement ordonné {1 > 0 < 2}, et
F(0)→ F(1) est un monomorphisme,

(ii) I est la catégorie associée à un ordinal κ, et F(α) → F(β) est un monomor-
phisme pour tout α < β < κ,

alors KiAF est une équivalence faible.

Preuve. Restreignons-nous tout d’abord au cas où A est la catégorie finale e. D’une
part, on a un isomorphisme de catégorie be ' Set, et sous cette identification ie est
simplement le foncteur Set → Cat de discrétisation. Si bien que

∫

ie F est ce que

l’on a noté
∫

F dans la section 1.3. D’autre part, comme KiAF est une fibration, la
proposition 1.3.9 (ou plutôt son équivalent sur les fibrations) permettra de conclure
si l’on montre que les fibres de KiAF sont asphériques. Il convient ici de rappeler que
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∫

F est la catégorie dont les objets sont les couples (i, x) avec i ∈ Ob I et x ∈ F(i),
et dont les morphismes (i, x)→ (i′, x ′) sont les morphismes k : i→ i′ de I tels que
F(k)(x) = x ′. Par définition, le foncteur Kie F associe alors à un objet (i, x) l’objet
εi(x) de la catégorie discrète colimI (F), et à un morphisme k : (i, x) → (i′, x ′)
la flèche identité de l’objet εi(x) = εi′(x ′) de colimI (F). Notamment, la fibre de
Kie F en z est la sous-catégorie pleine de

∫

F constituée des objets au-dessus de z.
Autrement dit, la fibre de Kie F est la catégorie des éléments du sous-foncteur de F

I→ Set, i 7→ εi
−1(z).

Commençons par le cas (i). Le foncteur F est alors un diagramme d’ensembles

F(0) F(2)

F(1)

j2

j1

dont la colimite colimI (F) est une somme amalgammée d’ensembles, qu’on sait
donc calculer : colimI (F) est le quotient de l’union disjointe F(1)tF(2) par la rela-
tion d’équivalence engendrée par j1(x)∼ j2(x) pour tout x ∈ F(0). Notons comme
précédemment εi : F(i)→ colimI (F) les flèches canoniques. Dans colimI (F), il y a
trois sortes d’éléments :

— ceux qui sont dans imε1 \ imε2,

— ceux qui sont dans imε2 \ imε1,

— ceux qui sont dans imε0.

Si z = ε1(x) /∈ imε2, il a une unique préimage dans F(1) (à savoir x) et n’est atteint
par aucun élément de F(0) ou F(2). La fibre en z de Kie F est alors la catégorie des
éléments du diagramme

; ;

1.

Cette fibre est asphérique, puisqu’isomorphe à e. Le cas z = ε2(x) /∈ imε1 est simi-
laire. Il reste donc à traiter le cas où z = ε0(x). La flèche j1 étant injective, ε2 l’est
aussi : ε2

−1(z) est le singleton { j2(x)}. Toujours par injectivité de j1, la restriction
de j1 à ε0

−1(z) est une bijection. Aussi la fibre de Kie F en z est-elle la catégorie des
éléments du diagramme

ε0
−1(z) 1

ε1
−1(z).

j1
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C’est la catégorie

j1(x1) j1(x2) . . . j1(xλ) . . .

x1 x2 . . . xλ . . .

j2(x)

où {xλ : λ < κ} est une énumération ordinale de l’ensemble ε0
−1(z). Notons C

cette fibre. La catégorie C n’a pas d’objet final, mais l’on sent bien que les flèches
xλ→ j1(xλ) ne jouent pas de rôle dans l’asphéricité de C. Formellement, on note C′

la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les xλ,λ < κ et j2(x). L’inclusion
i : C′ ,→ C admet alors un adjoint à droite r : C→ C′ défini comme l’identité sur C′

et comme j1(xλ)→ xλ sur le reste des objets (la définition sur les flèches étant alors
la seule possible). En effet l’unité est 1C′ = r ◦ i (donc r est en fait une rétraction),
et la counité i ◦ r → 1C est donnée par

ir(xλ) = xλ
1xλ→ xλ, ir( j2(x)) = j2(x)

1 j2(x)→ j2(x), ir( j1(xλ)) = xλ→ j1(xλ).

En tant qu’adjoint, i : C′→ C est une équivalence faible. Comme C′ admet un objet
final, elle est asphérique. La propriété FS2 permet alors de conclure : C est asphé-
rique.

Montrons maintenant (ii). La catégorie I est associée à un ordinal κ et le fonc-
teur F est alors un diagramme d’ensembles

F(0)
j0,1→ F(1)

j1,2→ . . . F(λ)
jλ,λ+1→ . . .

dont la colimite colimI (F) est le quotient de l’union disjointe
∐

λ<κ F(λ) par la
reslation d’équivalence engendrée par x ∼ jλ(x) pour tout x ∈ F(λ) et pour tout
λ < κ. Remarquons d’abord que, toutes les flèches jλ,λ′ = F(λ < λ′) étant injec-
tives, les ελ sont également injectives. Aussi pour z ∈ colimI (F) existe-il un ordinal
λ0 < κ minimum vérifiant que pour tout λ < λ0, ελ

−1(z) = ;, et pour tout λ ≥ λ0,
ελ
−1(z) est un singleton. La fibre de Kie F en z est donc la catégorie des éléments du

diagramme

; ; . . . 1 1 . . . ,
j0,1 j1,2 jλ0,λ0+1

c’est-à-dire la catégorie associée à l’ensemble ordonnée {λ : λ0 ≤ λ < κ} qui, ayant
un objet initial, est asphérique.

Enfin, il reste à montrer que le résultat pour le cas particulier A = e implique
le résultat pour A quelconque. Comme dans la preuve du lemme 3.1.3, on peut
supposer que colimI (F) est le préfaisceau final sur A, cas dans lequel on a vu
que KiAF n’est autre que la fibration de Grothendieck ∇

∫

I
F → A× I→ A. Or la

projection A× I → A est une équivalence faible : en effet, la projection opposée
A◦ × I◦ → A◦ en est une puisque I◦ admet un objet final dans les deux cas (i) et
(ii) (cf. 1.2.4), puis on applique le théorème d’auto-dualité 1.3.1. Il suffit donc de
montrer que ∇

∫

I
F → A× I est une équivalence faible. De plus, la coïntégration
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vérifie une version duale de la propriété 1.3.13 : le foncteur ∇ : CatA
◦
→ Cat

envoie les équivalences faibles étagées sur des équivalences faibles. Il suffit donc
de prouver que le morphisme de foncteur

ϑIF :

∫

I

F → I

est une équivalence faible point par point, c’est-à-dire que la op-fibration de Gro-
thendieck ϑF(a,−) :

∫

F(a,−)→ I est une équivalence faible pour tout a ∈ ObA. Or,

pour a ∈ ObA, F(a,−) est un foncteur I→ Set' be, et, les monomorphismes de bA
étant les flèches injectives en tout point,

— dans le cas (i), F(a, 0)→ F(a, 1) est une injection,

— dans le cas (ii), F(a,λ)→ F(a,λ′) est une injection pour tout λ < λ′ < κ.

Aussi F(a,−) relève-t-il du cas particulier déjà traité :
∫

F(a,−)→ colimI (F(a,−))
est une équivalence faible. Les colimites de la catégorie de préfaisceaux bA sont
calculées point par point, donc

colim
I
(F(a,−))'

�

colim
I
(F)
�

(a) = 1,

la dernière égalité venant de notre réduction au cas où colimI (F) est le préfais-
ceau final. Ainsi,

∫

F(a,−) est asphérique. Comme I est aussi asphérique (dans les

deux cas (i) et (ii)), tout foncteur
∫

F(a,−) → I est une équivalence faible, et en
particulier la op-fibration ϑF(a,−).

Corollaire 3.1.5. Soient I et A des petites catégories. Soit α: F → G une transfor-
mation naturelle entre deux foncteurs F, G : I→ bA. Si iAα est une équivalence faible
étagée et que l’on est dans l’une des deux situations suivantes :

— I est la catégorie associée à {1 > 0 < 2} et F(0)→ F(1) et G(0)→ G(1) sont
des monomorphismes,

— I est la catégorie associée à un ordinal κ et, pour tout λ < λ′ < κ, F(λ)→ F(λ′)
et G(λ)→ G(λ′) sont des monomorphismes,

alors la flèche induite colimI

�

iAF
�

→ colimI

�

iAG
�

est une équivalence faible.

Preuve. On a un diagramme commutatif

∫

iAF colimI

�

iAF
�

∫

iAG colimI

�

iAG
�

KiA F

KiAG

où les flèches horizontales sont des équivalences faibles par le lemme précédent,
et où la flèche verticale de gauche est une équivalence faible par la proprosition
1.3.13. La propriété FS2 assure alors que la flèche verticale de droite en est une
aussi.

Ces lemmes préliminaires étant établis, on va pouvoir énoncer et prouver le
théorème de Grothendieck annoncé. On introduit d’abord un peu de vocabulaire.
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Définition 3.1.6. Soient C une catégorie cocomplète. Une partie S ⊆MorC est dite

(i) stable par images directes si pout tout carré cocartésien de C

a b

c d,

f

f ′

f ∈ S implique f ′ ∈ S,

(ii) stable par compositions transfinies si pour tout ordinal κ et tout diagramme
F : κ → C, on a la propriété suivante : F(λ < λ′) ∈ S pour tout λ < λ′ < κ
implique F(0)→ colimκ (F) ∈ S.

Soit A une petite catégorie. On dit qu’une flèche f de bA est une cofibration si f
est un monomorphisme et une équivalence faible si iA( f ) est une équivalence faible
de Cat. Une cofibration triviale de bA est une cofibration qui est une équivalence
faible.

REMARQUE 3.1.7. Le vocabulaire n’est pas choisi au hasard. En effet, pour tout
localisateur fondamental accessible W, et toute petite catégorie A, il existe une
structure de catégorie de modèles sur bA, appelée structure de catégorie de modèles
de Cisinski, dont les équivalences faibles sont les éléments de iA

−1(W) et dont
les cofibrations sont les monomorphismes de bA. Ce résultat dépasse néanmoins
largement le cadre de ce document, et le lecteur curieux pourra se référer à [Cis06,
Corollaire 4.2.18].

Attention, dans le cas où A = ∆, cette nouvelle notion d’équivalence faible
dépend du localisateur fondamental W. Aussi les équivalences faibles ici définies
ne sont-elle pas nécessairement des équivalences faibles simpliciales (cf. définition
2.3.3).

Théorème 3.1.8 (Grothendieck). Soit A une petite catégorie. La partie des cofibra-
tions triviales de bA est stable par images directes et par compositions transfinies.

Preuve. Les colimites de diagrammes à valeurs dans bA sont calculées point par
point. De même, les monomorphismes de bA sont les injections point par point.
Il est donc immédiat que l’ensemble des cofibrations de bA est stable par images
directes et compositions transfinies. Il suffit donc de montrer que l’image directe et
la composition transfinie de cofibrations triviales sont des équivalences faibles.

Soit F : I→ bA où I est la catégorie associée à l’ensemble ordonné {1 > 0 < 2}
et F(0)→ F(1) est une cofibration triviale. Si on note G le diagramme

F(0) F(0)

F(2),

1F(0)

F(0<2)

et α: G→ F la transformation naturelle définie par

α(0) = 1F(0), α(1) = F(0< 1), α(2) = 1F(2),
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alors G(0 < 1) = 1F(0) est un monomorphisme et iAα est une equivalence faible
étagée. On est donc dans les hypothèses du corollaire 3.1.5 : la flèche F(2) =
colimI (G)→ colimI (F) est une équivalence faible de bA.

Soit F : I → bA où I est la catégorie associée à un ordinal κ et F(λ) → F(λ′)
est une cofibration triviale pour tout λ < λ′ < κ. Si on note G le diagramme
I: κ → bA constant de valeur F(0), alors G(λ) → G(λ′) est la cofibration triviale
1F(0) pour tout λ < λ′ < κ. La transformation naturelle α: G → F définie par
α(λ) = F(0 ≤ λ) pour tout λ < κ fait de iAα une équivalence faible étagée. Le
corollaire 3.1.5 s’applique alors : la flèche induite F(0) = colimI (G)→ colimI (F)
est une équivalence faible de bA.

Minimalité de W∞. Rappelons qu’on a défini W∞ comme N−1(W
b∆), où W

b∆ est lui
même défini comme |−|−1(W∞) (cf. définitions 2.3.1, 2.3.3 et 2.3.5). On va alors
montrer que W∞ ⊆W pour tout localisateur fondamental W, en procédant comme
suit : on montre

— d’une part que W= N−1 i−1
∆ W,

— d’autre part qu’on a l’inclusion W
b∆ ⊆ i−1

∆ W dans la catégorie b∆.

Les deux résultats combinés donnent le théorème voulu.

On fixe maintenant un localisateur fondamental W. Par analogie avec la topo-
logie, on dit qu’une petite catégorie A est faiblement contractile si il existe un fonc-
teur i : e → A tel que, en notant r l’unique foncteur A → e, le foncteur constant
ir : A→A est une équivalence faible. S’il existe un « zig-zag », i.e. une suite

1A

α1→ F1
α2← F2→ . . .

αn← Fn

dans AA (le sens de la dernière flèche dépendant de la parité de n) avec Fn un
foncteur constant (i.e. de la forme ir pour des i et r comme précédemment), alors
la catégorie A est dite contractile. La proposition 1.2.5 assure immédiatement que
toute petite catégorie contractile est faiblement contractile.

Lemme 3.1.9. Une petite catégorie non vide est faiblement contractile si et seulement
si elle est asphérique.

Preuve. Si A → e ∈ W, tout foncteur A → A est une équivalence faible par FS2,
donc notamment un foncteur constant. Réciproquement, si A est contractile, il
existe i : e→A tels que ir ∈W, où r est l’unique foncteur A→ e. Comme ri = 1e,
par FS3, r est une équivalence faible, i.e. A est asphérique.

Rappelons qu’on fait l’abus de noter ∆/A la catégorie i∆NA.

Lemme 3.1.10. Soit A une petite catégorie avec un objet final ω. Alors ∆/A est
asphérique.

Preuve. On va construire un « zig-zag » de longueur 2. Soit D : ∆/A → ∆/A le
foncteur de décalage défini sur les objets par

D(x : [n]→A): [n+ 1]→A, k 7→
¨

x(k) si k ≤ n

ω si k = n+ 1
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(c’est-à-dire, on alonge une chaîne de A en ajoutant au bout l’objet final ω), et
sur un morphisme f : x → x ′ avec x : [n] → A et x ′ : [m] → A (i.e. une flèche
f : [n]→ [m] de ∆ telle que N( f )(x ′) = x) par

D( f : x → x ′): D(x)→ D(x ′), k 7→
¨

f (k) si k ≤ n

m+ 1 si k = n+ 1
.

Notons aussi Ω: ∆/A → ∆/A le foncteur constant de valeur [0] → A: 0 7→ ω.
Alors on a deux transformations naturelles

1∆/A
α→ D

β
← Ω

où α est donnée point par point par les inclusions δn+1
n+1 : [n]→ [n+ 1] de ∆, et β

est donnée point par point par les flèches [0]→ [n+ 1]: 0 7→ n+ 1 de ∆.

Rappelons qu’on a une transformation naturelle α: i∆N→ 1Cat définie au point
A comme

αA : (x : [n]→A) 7→ x(n),
�

f : ([n]
x→A)→ ([m] x ′→A)

�

7→ x ′( f (n)→ m).

Lemme 3.1.11. Soit A une petite catégorie. Le foncteur αA : ∆/A → A est asphé-
rique.

Preuve. Soit a ∈A. Le foncteur
�

∆/A
�

/ a
→∆/A/ a

, (x , f : x(n)→ a) 7→ (x(1)→ ·· · → x(n)
f
→ a)

est une clairement une équivalence de catégories. Or A/ a admet un objet final, donc
le lemme précédent montre que ∆/A/ a

est asphérique. Comme A/ a l’est également
(elle admet un objet final), tout foncteur ∆/A/ a

→ A/ a, en particulier αA/ a, est
une équivalence faible.

Corollaire 3.1.12. On a l’égalité W= N−1 i−1
∆ W.

Preuve. Pour tout foncteur u: A→ B entre petites catégories, on a un diagramme
commutatif

∆/A A

∆/B B.

αA

iA N(u) u

αB

Le lemme précédent assure que les flèches horizontales sont des équivalences faibles.
Donc, par FS2, u est une équivalence faible si et seulement si iA N(u) en est
une.

On va maintenant montrer que W
b∆ ⊆ i−1

∆ W. Le premier point consiste à montrer
que les fibrations triviales de b∆ sont éléments de i−1

∆ W. Pour ce faire, on revient
rapidement sur la notion de partie faiblement saturée (cf. définition 1.1.1). On
a défini une partie faiblement saturée W comme une partie de MorCat, mais la
définition fait sens pour une partie de MorC avec C une catégorie quelconque :
c’est une partie W ⊆MorC satisfaisant aux trois axiomes
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FS1 les idendités sont dans W ,

FS2 si f , g, h forment un triangle commutatif de C

a b,

c

f

h g

et si deux des trois flèches f , g, h sont dans W , alors il en va de même de la
troisième,

FS3 si r : b→ a est une rétraction de i : a→ b dans C (i.e. ri = 1a), et si ir ∈W ,
alors r ∈W .

On a alors une propriété immédiate : pour tout foncteur F : C → D, si W est une
partie faiblement saturée de MorD, alors F−1W est une partie faiblement satu-
rée de MorC. En particulier, comme le localisateur fondamental W est faiblement
saturée, la partie i−1

∆ W est faiblement saturée dans Mor b∆.

Lemme 3.1.13. Soit W une partie faiblement saturée de Mor b∆. Si W contient les
projections X ×∆[1]→ X pour tout X ∈ Ob b∆, alors les fibrations triviales de b∆ (cf.
proposition 2.5.2) sont des éléments de W.

Preuve. Soit p : X → Y une fibration triviale de b∆. Par définition, elle a la propriété
de relèvement à droite relativement aux cofibrations. Or, dans b∆, tout objet est
cofibrant, d’où un morphisme s : Y → X faisant commuter le diagramme

∅ X

Y Y.

p

1Y

s

En d’autre termes, p est une rétraction de s. Par la propriété FS3 de la partie fai-
blement saturée W , il suffit de montrer que sp ∈W pour conclure que p ∈W .

Notons alors i0 : X ,→ X ×∆[1] (respectivement i1 : X ,→ X ×∆[1]) le mono-
morphisme défini en tout degré n ∈ N par

x 7→ (x , 0) (respectivement x 7→ (x , 1))

où 0 (respectivement 1) dénote abusivement la flèche [n]→ [1] constante de va-
leur 0 (respectivement 1). Par propriété universelle du coproduit, ces morphismes
i0 et i1 induisent une flèche i0,1 : XtX → X×∆[1]. C’est un monomorphisme (puis-
qu’un monomorphisme point par point) donc une cofibration de b∆. Aussi existe-t-il
une flèche h: X ×∆[1]→ X faisant commuter le diagramme

X t X X

X ×∆[1] X Y.

(1X ,sp)

i0,1 p

π

h

p
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Autrement dit, h fait commuter

X X ×∆[1] X

Y.

i0

1X
h

i1

sp

Ainsi, si l’on montre i0, i1 ∈ W , deux applications successives de FS2 permettront
de conclure. Or la projection π: X ×∆[1]→ X appartient à W , donc la propriété
FS2 appliquée aux diagrammes

X X ×∆[1]

X

i0

1X
π et

X ×∆[1] X

X

π

i1

1X

assure que i0 et i1 appartiennent à W .

Afin de déduire que les fibrations triviales de b∆ sont dans la partie faiblement
saturée i−1

∆ W, il nous faut montrer que les projections X ×∆[1] → X y sont. Le
lemme suivant donne un résultat légèrement plus général.

Lemme 3.1.14. Pour tout n ∈ N et tout ensemble simplicial X , la projection sur le
premier facteur X ×∆[n]→ X est élément de i−1

∆ W.

Preuve. Notons π: X × ∆[n] → X la projection canonique et montrons que le
foncteur i∆(π) est asphérique. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout ob-
jet x : ∆[m]→ X de ∆/X , la catégorie comma (∆/X×∆[n])/ x est asphérique. Cette
dernière est par définition la catégorie dont

— les objets sont les triplets (y, f , g) avec y : ∆[k] → X un simplexe de X ,
f : [k] → [n] une flèche de ∆ et g : [k] → [m] une flèche de ∆ faisant
commuter le triangle

∆[k] ∆[m]

X ,

g

y
x

— les morphismes (y, f , g) → (y ′, f ′, g ′) sont les flèches h: [k] → [k′] de ∆
telles que f ′h= f et faisant commuter le diagramme

∆[k] ∆[k′]

∆[n]

X .

h

g

y

g ′

y ′

x
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Le foncteur (∆/X×∆[n])/ x →∆/∆[n]×∆[m] défini par (y, f , g) 7→ ( f , g) est alors clai-
rement une équivalence de catégories (moralement, ce foncteur élimine les « re-
dondances » présentes dans la description ci-dessus). Or le foncteur nerf, en tant
qu’adjoint à droite, commute aux produits : ∆[n]×∆[m] ' N ([n]× [m]) (où le
produit [n]× [m] est pris dans Cat). De plus, [n]× [m] admet un objet final, donc
par le lemme 3.1.10, ∆/∆[n]×∆[m] '∆/ [n]×[m] est asphérique.

Afin de prouver le résultat annoncé, à savoir W
b∆ ⊆ i−1

∆ W, nous devons invoquer
l’argument du petit objet. On admettra ici cet argument et on restera volontairement
vague sur ses conditions d’applications. Commençons par un petit point de voca-
bulaire : dans un catégorie cocomplète C, pour tout S ⊆ MorC, on appelle partie
engendrée par S la plus petite partie de MorC stable par images directes, par com-
positions tranfinies et par rétractes, et contenant S. Il peut parfois être utile de
s’abstraire des rétractes : on note cell (S) la plus partie stable par images directes
et compositions tranfinies contenant S.

REMARQUE 3.1.15. Un résultat facile, dont on laisse la démontration au lecteur, est
le suivant : dans une catégorie C, une flèche admet la propriété de relèvement à
droite relativement à un partie S ⊆MorC si et seulement si elle admet la propriété
de relèvement à droite relativement à la partie engendrée par S.

Informellement, l’argument du petit objet s’énonce comme suit.

Lemme 3.1.16 (Argument du petit objet). Dans une catégorie C « convenable » mu-
nie d’un petit ensemble S ⊆ MorC, tout morphisme f se factorise en pi avec i dans
cell (S) et p ayant la propriété de relèvement à droite relativement aux éléments de S.

Pour être rigoureux, il faut remplacer « convenable » par localement présentable.
Volontairement, on ne s’étend pas sur la signification précise de cette notion. Pour
ce qui suit, il suffit de savoir que b∆ l’est. Le lecteur intéressé pourra se reporter à
[Lur09, Appendice 1.2].

On aura également besoin de la caractérisation suivante des fibrations de Kan.
On rappelle que ∂∆[n] est le sous-ensemble simplicial de ∆[n] constitué en tout
degré des applications non surjectives. Pour tout ensemble simplicial X , notons

iX
0 : X ' X ×∆[0]

1X×δ1
1→ X ×∆[1] et iX

1 : X ' X ×∆[0]
1X×δ0

1→ X ×∆[1].

On a alors, pour ε ∈ {0, 1}, un carré commutatif

∂∆[n] ∆[n]

∂∆[n]×∆[1] ∆[n]×∆[1],

i∂∆[n]ε i∆[n]ε

qui induit un morphisme jn,ε : (∂∆[n]×∆[1]) t∂∆[n] ∆[n] → ∆[n]×∆[1]. On
note J l’ensemble des jn,ε, n ∈ N,ε ∈ {0,1}.

Lemme 3.1.17. Un morphisme d’ensembles simpliciaux est une fibration de Kan si et
seulement s’il admet la propriété de relèvement à droite relativement aux éléments de
J.

Preuve. La partie engendrée par J coïncide avec la partie engendrée par les inclu-
sions de cornet Λn[k] ,→ ∆[n] (voir [GZ67, IV.2.1]). La remarque 3.1.15 permet
donc de conclure.
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Proposition 3.1.18. On a l’inclusion W
b∆ ⊆ i−1

∆ W.

Preuve. Soit f ∈W
b∆. Par l’argument du petit objet (lemme 3.1.16) appliqué à f et

au petit ensemble J , on a une factorisation f = pi où i est dans la partie engendrée
par cell (J) et où p admet la propriété de relèvement à droite relativement à J , i.e.
est une fibration de Kan. On va maintenant montrer que p et i sont éléments de
i−1
∆ W. La propriété FS2 montrera alors que f l’est également.

Commençons par p. Par le lemme 3.1.17, les éléments de J ont la propriété
de relèvement à gauche relativement à toutes les fibrations de Kan. Ce sont donc
des cofibrations triviales de b∆ (au sens de la structure de catégorie de modèles
de Quillen, décrite en proposition 2.5.2). Il suit alors de la remarque 3.1.15 que
la partie engendrée par J est constituée de cofibrations triviales. En particulier,
i ∈ cell (J) est une cofibration triviale. Comme f et i sont dans la partie faiblement
saturée W

b∆, il en va de même de p par FS2. Ainsi, la fibration de Kan p est une
équivalence faible simpliciale. Par le lemme 3.1.13, p est donc dans i−1

∆ W.
Il reste à montrer que i est dans i−1

∆ W. On montre tout d’abord que J ⊆ i−1
∆ W.

Pour tout n ∈ N et ε ∈ {0,1}, on a un carré cocartésien

∂∆[n] ∆[n]

∂∆[n]×∆[1] (∂∆[n]×∆[n])t∂∆[n]∆[n].

i∂∆[n]ε

où la flèche de gauche i∂∆[n]ε est un monomorphisme de i−1
∆ W. Par le théorème

3.1.8, la flèche verticale de droite ∆[n]→ (∂∆[n]×∆[n])t∂∆[n]∆[n] est encore
un monomorphisme de i−1

∆ W. De plus, par définition, cette flèche fait commuter le
triangle

∆[n] ∆[n]×∆[1]

(∂∆[n]×∆[n])t∂∆[n]∆[n].

i∆[n]ε

jn,ε

Le lemme 3.1.14 implique facilement que le monomorphisme i∆[n]ε est élément de
i−1
∆ W. Aussi a-t-on jn,ε ∈ i−1

∆ W par FS2. Les éléments de J sont donc des mono-
morphismes de i−1

∆ W : le théorème 3.1.8 assure alors que la partie engendrée par
J est encore composée de monomorphismes de i−1

∆ W. En particulier, i ∈ i−1
∆ W.

Corollaire 3.1.19. La partie W∞ des ∞-équivalences est incluse dans tout localisa-
teur fondamental.

Preuve. Soit W un localisateur fondamental. Par la proposition 3.1.18, on a l’inclu-
sion W

b∆ ⊆ i−1
∆ W. Prenant l’image inverse par le foncteur nerf, on a donc l’inclusion

W∞ ⊆ N−1 i−1
∆ W. Le corollaire 3.1.12 permet alors de conclure : W∞ ⊆W.

3.2 Les∞-équivalences comme localisateur fondamental

La motivation première de Grothendieck dans l’élaboration de la notion de loca-
lisateur fondamental était l’axiomatisation de W∞ comme ensemble d’équivalences
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d’homotopie catégoriques. Il serait donc déraisonnable que W∞ ne soit pas un lo-
calisateur fondamental. On montre dans cette section que c’est bien le cas.

Les propriétés LF1 et LF2 sont rapidement vérifiées, et on se concentre par la
suite sur la propriété LF3, aussi connu dans le cas de W∞ sous le nom de théorème
A (relatif) de Quillen. Le contenu technique de sa preuve est combinatoire, mais
fait conceptuellement appel aux notions homotopiques déjà introduites (principa-
lement les colimites homotopiques).

Propriétés LF1 et LF2. Dans la section 3.1, on a étendu la notion d’ensemble
faiblement saturé à toute partie S ⊆ MorC d’une catégorie C quelconque. On a
également fait la remarque que si C et D étaient des catégories, F : C → D un
foncteur et S une partie faiblement saturée de MorD, alors F−1S est une partie
faiblement saturée de MorC.

Lemme 3.2.1. La partie W∞ de MorTop est faiblement saturée.

Preuve. FS1 est claire. Passons à FS2. Soit un triangle commutatif de Top

X Y

Z .

h

f

g

Si f , g ∈W∞, il est immédiat que h ∈W∞. Supposons maintenant f , h ∈W∞. Dans
Set, on a π0(g) = π0(h)π0( f )−1 qui assure que π0(g) est une bijection. Soit n ≥ 1
et y ∈ Y (le cas Y = ; est trivial). On cherche à montrer que

πn(g, y): πn(Y, y)→ πn(Z , g(y))

est un isomorphisme de groupe. Si y = f (x) pour un x ∈ X , alors le morphisme
πn(g, y) = πn(h, x)πn( f , x)−1 est un isomorphisme de groupes. Sinon, comme
π0(g) est une bijection, il existe x ∈ X tel que f (x) est dans la même compo-
sante connexe par arcs que y : d’où un chemin γ: [0,1]→ Y avec pour extrêmités
γ(0) = f (x) et γ(1) = y . Il induit des isomorphismes γ∗ : πn(Y, f (x))→ πn(Y, y)
et (g ◦ γ)∗ : πn(Z , h(x))→ πn(Z , g(y)) . On a alors

πn(g, y) = (g ◦ γ)∗πn(h, x)πn( f , x)−1γ−1
∗ ,

isomorphisme de groupes. Ainsi g ∈W∞. Le cas où g, h ∈W∞ se traite de manière
similaire pour déduire f ∈W∞.

Montrons maintenant FS3. Dans toute catégorie, si r : b→ a est une rétraction
de i : a → b et si ir inversible, alors ir ir = i(ri)r = ir et donc ir = 1b (i.e. i
et r sont des morphismes inverses l’un de l’autre). Ainsi dans Top, si i : X → Y
admet une rétraction r : Y → X telle que ir ∈ W∞, alors π0(r)π0(i) = 1π0(X ) par
fonctorialité et π0(i)π0(r) est bijective par hypothèse, donc π0(r) est une bijec-
tion d’inverse π0(i). De même, pour tout n ≥ 1 et tout x ∈ X , on a par fonctio-
rialité πn(r, i(x))πn(i, x) = 1πn(X ,x) et πn(i, x)πn(r, i(x)) est un isomorphisme de
groupes par hypothèse. Ainsi, πn(i, x) est un isomorphisme de groupes (d’inverse
πn(r, i(x))) pour tout x ∈ X et tout n ≥ 1, i.e. i ∈ W∞. La propriété FS2 déjà
prouvée assure alors qu’on a aussi r ∈W∞.

Corollaire 3.2.2. La partie W∞ de MorCat est faiblement saturée.
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Preuve. C’est immédiat, W∞ étant défini comme (|−| ◦N )−1W∞.

Proposition 3.2.3. Soit A une petite catégorie ayant un objet final. Le foncteur A→ e
appartient à W∞.

Preuve. La catégorie A admettant un objet final, l’unique foncteur r : A→ e admet
un adjoint à droite i : e → A. On cherche à montrer que les réalisations |N r| et
|N i| forment un couple d’équivalences d’homotopie quasi-inverses l’une de l’autre.
D’une part, ri = 1e, donc par fonctorialité |N r| ◦ |N i| est l’identité du point to-
pologique |N e|. D’autre part, l’unité de l’adjonction η: 1A → ir donne lieu à un
foncteur h faisant commuter le diagramme

A A× [1] A

A,

i0

1A
h

i1

ir

iε,ε ∈ {0, 1} étant induit par les flèches 1A et A → [1] constante de valeur ε.
Rappelons maintenant que le foncteur nerf commute aux limites (c’est un adjoint
à droite) donc notamment aux produits. Le diagramme ci-dessus donne donc lieu
à un diagramme de Top

|NA| |NA×∆[1]| |NA|

|NA| .

|N i0|

1|NA|
|N h|

|N i1|

|N (ir)|

Le lemme 3.2.4 ci-dessous montre que |NA×∆[1]| ' |NA| × [0, 1] et que les
applications

�

�N iε
�

� sont précisément celles induites par l’identité 1|NA| et les flèches
|NA| → [0, 1] constantes de valeur ε. Autrement dit, |N h| est une homotopie de
1|NA| à |N (ir)|.

Lemme 3.2.4. Pour tout n ∈ N, on a un isomorphisme de foncteurs

|−×∆[n]| ' |−| ×∆top
n .

Preuve. On commence par montrer que pour tout m, n ∈ N, l’application continue

ϕ : |∆[m]×∆[n]| →∆top
m ×∆

top
n

induite par les projections ∆[m] ×∆[n] → ∆[m] et ∆[m] ×∆[n] → ∆[n] est
un homéomorphisme. En remarquant que les projections citées sont le nerf des
projections [m] × [n] → [m] et [m] × [n] → [n] de Cat, on laisse le lecteur
vérifier que ϕ est une bijection ensembliste. Le codomaine ∆top

m ×∆
top
n de ϕ étant

séparé, il suffit de montrer que son domaine est compact pour conclure. Or le
foncteur |−| a été défini comme extension de Kan à gauche de l’espace cosimplicial
∆top
• : ∆→ Top le long du plongement de Yoneda, donc l’espace topologique

|∆[m]×∆[n]|= colim
∆/∆[m]×∆[n]

�

∆/∆[m]×∆[n]→∆
∆top
•→ Top

�
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est le quotient d’un nombre fini de simplexes topologiques (∆[m] ×∆[n] ayant
un nombre fini de simplexes non dégénérés), et est donc compact. La bijection
continue ϕ est ainsi un homéomorphisme.

L’espace topologique ∆top
n étant compact, il est notamment exponentiable dans

Top, i.e. le foncteur − × ∆top
n admet un adjoint à droite (−)∆

top
n . On a donc les

isomorphismes suivants, naturels en K ∈ Ob b∆ et T ∈ ObTop :

HomTop
�

|K | ×∆top
n , T

�

' HomTop
�

|K | , T∆
top
n
�

' Hom
b∆

�

K , Sing
�

T∆
top
n
��

' Hom
b∆

�

K ,HomTop
�

∆top
• , T∆

top
n
��

' Hom
b∆

�

K ,HomTop
�

∆top
• ×∆

top
n , T

��

' Hom
b∆

�

K ,HomTop (|∆[−]×∆[n]| , T )
�

' Hom
b∆
�

K , Hom
b∆
�

∆[−]×∆[n], Sing (T )
��

' Hom
b∆

�

K ,Hom
b∆

�

∆[−], (Sing (T ))∆[n]
��

' Hom
b∆

�

K , (Sing (T ))∆[n]
�

' Hom
b∆
�

K ×∆[n], (Sing (T ))
�

' HomTop (|K ×∆[n]| , T ) .

Ceci donne l’isomorphisme de foncteurs annoncé.

Théorème A de Quillen. Les propriétés LF1 et LF2 étant démontrées, on se
concentre maintenant sur LF3, i.e. on cherche à montrer que, pour tout triangle
commutatif de Cat

A B

C,

u

w
v

si le fonteur induit u/ c : A/ c → B/ c est une ∞-équivalence pour tout objet c de C,
alors le foncteur u est une∞-équivalence.

On note δ : ∆→∆×∆ le foncteur diagonal. Il induit un foncteur image inverse

Ù∆×∆→ b∆: K 7→
�

[n] 7→ Kn,n

�

qu’on notera improprement δ∗ (selon nos conventions, il faudrait le noter lourde-
ment (δ◦)∗). Par les considérations de la section 2.1, δ∗ admet un adjoint à droite
Ranδ◦ donné en tout point K ∈ Ob b∆ par (voir proposition 2.1.4) :

Ranδ◦ K ' Hom
b∆

�

δ∗ ◦ h∆×∆− , K
�

.

On notera ici δ∗ pour le foncteur Ranδ◦ . Comme pour tout ([m], [n]), δ∗ ◦h∆×∆([m],[n])
est l’ensemble simplicial

Hom∆×∆ (δ(−), ([m], [n]))' Hom∆ (−, [m])×Hom∆ (−, [n]) ,

le foncteur δ∗ est donné en tout point K ∈ Ob b∆ par la formule

δ∗K : ([m], [n]) 7→ Hom
b∆ (∆[m]×∆[n], K) .
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Rappelons que l’on a défini des structures de catégorie de modèles sur b∆ (cf.
proposition 2.5.2) et surÙ∆×∆ (cf. proposition 2.5.13). La proposition 3.2.5 montre
que δ∗ passe aux catégories homotopiques. Afin d’éclaircir la preuve, on commence
par un rappel sur les exponentiels de b∆. La catégorie b∆ est une catégorie de pré-
faisceaux, et en tant que telle, elle admet des exponentiels pour tout objet : étant
donnés K , L des ensembles simpliciaux, le lemme de Yoneda assure que l’exponen-
tiel LK existe et est l’ensemble simplicial

[n] 7→ Hom
b∆ (∆[n]× K , L) .

Notamment, via l’identification Ù∆×∆' b∆∆
◦

, le foncteur δ∗ s’écrit

δ∗K : [m] 7→ K∆[m].

Proposition 3.2.5. Le foncteur δ∗ : Ù∆×∆→ b∆ respecte les équivalences faibles.

Preuve. Les cofibrations de Ù∆×∆ étant les monomorphismes, i.e. les morphismes
f : K → L d’ensembles bisimpliciaux telles que fm,n : Km,n→ Lm,n soit injective pour

tout (m, n), tout objet de Ù∆×∆ est cofibrant. Il s’agit donc de montrer que δ∗

envoie les équivalences faibles entre objets cofibrants sur des équivalences faibles.
Le lemme de Ken Brown ([Hov00, Lemme 1.1.12]) assure qu’il suffit de montrer
que les cofibrations triviales entre objets cofibrants sont envoyées par δ∗ sur des
équivalences faibles. Encore une fois, tous les objets de Ù∆×∆ sont cofibrants : on
cherche donc à montrer que δ∗ envoie les cofibrations triviales de Ù∆×∆ sur des
équivalences faibles. On va faire mieux, en montrant de δ∗ respecte les cofibrations
triviales.

Par la proposition 2.4.4, l’ensemble des cofibrations triviales est exactement
l’ensemble des flèches de Ù∆×∆ ayant la propriété de relèvement à gauche relati-
vement aux fibrations. Aussi δ∗ respecte-t-il les cofibrations triviales si et seulement
si son adjoint à droite δ∗ respecte les fibrations (c’est complètement formel). On
en est donc réduit à montrer que pour toute fibration de Kan f : K → L, son image
δ∗( f ) dans Ù∆×∆ est une fibration de Reedy, i.e. que la flèche induite

wm(δ∗( f )): (δ∗K)m,•→ (δ∗L)m,• ×Mm (δ∗ L)Mm(δ∗K)

est une fibration de Kan pour tout m ∈ N. La description du foncteur Mm donnée
au paragraphe précédent le lemme 2.5.10 permet d’expliciter wm(δ∗( f )). En effet,
pour tout ensemble simplicial Z ,

Mm(δ∗Z): [n] 7→ Hom
b∆

�

∂∆[m], (δ∗Z)•,n
�

' Hom
b∆
�

∂∆[m], Hom
b∆ (∆[•]×∆[n], Z)

�

' Hom
b∆

�

∂∆[m], Z∆[n]
�

' Hom
b∆

�

∆[n], Z∂∆[m]
�

On a ainsi un isomorphisme Mm(δ∗Z) ' Z∂∆[m]. La flèche wm(δ∗( f )) s’identifie
donc à la flèche (induite par les morphismes évidents)

K∆[m]→ L∆[m] ×L∂∆[m] K∂∆[m].

Le morphisme ∂∆[m] ,→∆[m] étant un monomorphisme, et f étant une fibration,
la proposition [GZ67, Chapitre VI, paragraphe 4.3] s’applique : wm(δ∗( f )) est une
fibration de Kan.
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Le foncteur ∆→ e induit un foncteur image inverse

b∆→ b∆
∆◦

, K 7→ ([k] 7→ K).

En postcomposant par chacun des deux isomorphismes b∆
∆◦ 'Ù∆×∆ déjà décrits

(i.e. la décurryfication sur la première ou la deuxième variable), on obtient deux
foncteurs C0, C1 : b∆→Ù∆×∆ donnés pour tout ensemble simplicial K par

C0(K): ([m], [n]) 7→ Km, C1(K): ([m], [n]) 7→ Kn.

On note Nε (ε ∈ {0,1}) pour le foncteur composé Cε N: Cat→Ù∆×∆.
Posons s : ∆→∆ le foncteur défini sur les objets par s([n]) = [n+ 1] et sur les

flèches f : [m]→ [n] par

s f (0) = 0, s f (i) = f (i− 1) + 1, 1≤ i ≤ m+ 1.

Notamment, on a sδ j
n = δ

j+1
n+1 et sσ j

n = σ
j+1
n+1. Le foncteur s induit un foncteur image

inverse s∗ : b∆→ b∆ qui associe à tout ensemble simplicial K l’ensemble simplicial

s∗K : [n] 7→ Kn+1, δ j
n 7→ K

�

δ
j+1
n+1

�

, σ j
n 7→ K

�

σ
j+1
n+1

�

.

Étant donnée une petite catégorie C, on note par abus ObC l’ensemble simplicial
constant de valeur ObC. On a alors notamment C0 ObC ' C1 ObC dans Ù∆×∆, et
on note encore abusivement ObC cet ensemble bisimplicial. On pose le morphisme
d’ensembles simpliciaux

f : s∗(NC)→ ObC, ([n+ 1]
x→ C) 7→ x(0).

Informellement, f sélectionne c−1 dans un n-simplexe c−1 → c0 → · · · → cn de
s∗(NC). Pour tout foncteur w : A → C de Cat, on pose le morphisme d’ensembles
simpliciaux

gw : NA→ ObC, ([n]
x→A) 7→ wx(n).

C’est-à-dire que gw donne w(an) sur un n-simplexe a0 → ·· · → an de NA. Notant
I la catégorie associée à l’ensemble partiellement ordonné {1 < 0 > 2}, on obtient
ainsi un foncteur

F : Cat/C→Ù∆×∆
I

associant à tout objet w : A→ C de Cat/C le diagramme

C1s∗(NC)

C0(NA) ObC.

C1 f

C0 gw

On rappelle que la catégorie Ù∆×∆, en tant que catégorie de préfaisceaux, admet
toutes les limites. On définit le foncteur

B= lim
I
◦F : Cat/C→Ù∆×∆.
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Pour chaque objet w : A → C de Cat/C, l’ensemble bisimplicial B(w) est donc en
tout degré (m, n) ∈ N2 l’ensemble des couples

�

a0
f1→ . . .

fm→ am, w(am)
h→ c0

g1→ . . .
gn→ cn

�

∈ (NA)m × (NC)n+1. (3.1)

Il vient de plus équipé de deux flèches pw , qw faisant de

B(w) C1s∗(NC)

C0(NA) ObC

qw

pw C1 f

C0 gw

un carré cartésien de Ù∆×∆.

Lemme 3.2.6. Pour tout objet w : A→ C de Cat/C, la flèche pw : B(w)→ C0(NA)
est une équivalence faible de Ù∆×∆.

Preuve. Par définition des équivalences faibles deÙ∆×∆, on doit montrer que pour
tout m ∈ N, la flèche

(pw)m,• : B(w)m,•→ (C0(NA))m,•

est une équivalence faible de b∆. Or, par définition de C0, l’ensemble simplicial
(C0(NA))m,• est l’ensemble simplicial constant de valeur (NA)m, autrement dit

(C0(NA))m,• '
∐

x∈(NA)m

∆[0],

et la description explicite (équation 3.1) de B(w) assure que

(B(w))m,• '
∐

x∈(NA)m

N
�

x(m)\C
�

Sous ces identifications, la flèche (pw)m,• n’est autre que la flèche induite par les
morphismes N

�

x(m)\C
�

→∆[0] avec x : [m]→ A parcourant (NA)m. Les catégo-
ries x(m)\C ayant chacune un objet initial, elles sont de nerf contractile (l’argument
est similaire au cas des catégories admettant un objet final, traité en proposition
3.2.3). Le lecteur pourra vérifier qu’une somme directe d’équivalences faibles sim-
pliciales est une équivalence faible simpliciale (le foncteur de réalisation topolo-
gique commutant aux colimites, il s’agit de vérifier directement que W∞ est stable
par sommes directes). Ainsi, (pw)m,• est une équivalence faible simpliciale pour
tout m. D’où le résultat.

Théorème 3.2.7 (Théorème A relatif). Soit un triangle commutatif de Cat

A B

C.

u

w
v

Si, pour tout objet c de C, le foncteur induit u/ c : A/ c → B/ c est une ∞-équivalence,
alors u est une∞-équivalence.
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Preuve. Par définition du foncteur B comme limI ◦F , on a un carré commutatif dans
Ù∆×∆

B(w) B(v)

C0(NA) C0(NB).

pw

B(u)

pv

C0(N u)

Remarquons ici que δ∗ ◦ C0 est l’identité de b∆. Ainsi, on a un carré commutatif de
b∆ :

δ∗(B(w)) δ∗(B(v))

NA NB.

δ∗(pw)

δ∗ B(u)

δ∗(pv)

N u

Les flèches pw et pv étant des équivalences faibles (voir lemme 3.2.6) et δ∗ res-
pectant les équivalences faibles (voir proposition 3.2.5), il suffit de montrer que
δ∗ B(u) est une équivalence faible pour conclure que N u en est une.

Pour tout n ∈ N, la description explicite (équation 3.1) du foncteur B donne

(B(w))•,n '
∐

y∈(NC)n

N
�

A/ y(0)

�

, (B(v))•,n '
∐

y∈(NC)n

N
�

B/ y(0)

�

.

Sous ces identifications, la flèche B(u)•,n s’identifie à la somme directe des mor-
phismes simpliciaux

N
�

u/ y(0)

�

: N
�

A/ y(0)

�

→ N
�

B/ y(0)

�

, y ∈ (NC)n,

tous éléments de W
b∆ par hypothèse. Comme déjà énoncé précédemment, W

b∆ est
stable par somme directe. Ainsi, B(u)•,n est une équivalence faible simpliciale pour
tout n ∈ N.

Considérons maintenant l’endofoncteur τ: ∆ × ∆ → ∆ × ∆ échangeant les
arguments

τ: ([m], [n]) 7→ ([n], [m]).

Il induit un foncteur image inverse τ∗ : Ù∆×∆ →Ù∆×∆ défini en tout point K et
tout degré (m, n) par (τ∗K)m,n = Kn,m. Il est immédiat qu’on a l’égalité fonctorielle
τ ◦ δ = δ, donc δ∗ ◦ τ∗ = δ∗. Par ce qui précède, τ∗(B(u)) est une équivalence
faible de Ù∆×∆. Comme δ∗ préserve les équivalences faibles (proposition 3.2.5),
δ∗(B(u)) = δ∗(τ∗(B(u))) est une équivalence faible de b∆.

Ce dernier théorème est exactement la propriété LF3. Dans cette section 3.2,
on a donc montré le théorème suivant.

Théorème 3.2.8. La partie W∞ de MorCat est un localisateur fondamental.

Associé au corollaire 3.1.19 assurant que W∞ est inclus dans tout localisateur
fondamental, on a le théorème de Cisinski (anciennement conjecture de Grothen-
dieck) annoncé : W∞ est le localisateur fondamental minimal.
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REMARQUE 3.2.9. Bien que non nécessaire à la preuve du théorème 3.2.7, il peut
être conceptuellement important de comprendre que δ∗ ◦ B est en fait le calcul

d’une colimite homotopique. Pour toute petite catégorie C, la catégorie b∆
C

des
diagrammes d’index C dans b∆ admet une structure de catégorie de modèles, dite
structure projective, dans laquelle les équivalences faibles et les fibrations sont défi-
nies point par point. Par les considérations de la section 2.4, le foncteur

hocolim
C

: Ho
�

b∆
C
�

→ Ho
�

b∆
�

existe alors et peut-être obtenu comme la dérivation à gauche du foncteur colimC.

Dans [Dug01], Dugger donne un remplacement cofibrant dans b∆
C

comme suit.
Pour tout foncteur P : C→ Set, c’est-à-dire un préfaisceau sur C◦, on pose q(P) le
diagramme C→ b∆ défini en tout degré n ∈ N par

q(P)n =
∐

x∈(N(C◦/ P))n

hC
◦

x(0).

Maintenant, pout tout F : C→ b∆, on peut appliquer q en tout degré, ce qui donne
un foncteur Q̃(F): C→Ù∆×∆ défini en tout degrée (m, n) ∈ N2 par

Q̃(F)m,n =
∐

x∈(N(C◦/ Fm))n

hC
◦

x(0).

Or tout préfaisceau P : C→ Set s’exprime comme la colimite colimC◦/ P

�

hC
◦

−

�

. Donc

on a pour tout F : C → b∆ une flèche η̃F : Q̃(F) → C0(F) (on rappelle que C0(F)
est l’ensemble bisimplicial ([m], [n]) 7→ Fm)). On montre facilement que les η̃F
forment une transformation naturelle η̃: Q̃→ C0.

Enfin, on pose Q le foncteur δ∗ ◦ Q̃ et η= δ∗η. Dugger montre dans son article
que Q, équipé de la transformation naturelle η: Q → 1

b∆
C est un remplacement

cofibrant pour la structure projective de b∆
C

. Ainsi, on peut donner une formule
pour le foncteur hocolimC : c’est le foncteur induit par colimC ◦Q. Or les colimites
dans b∆ se calculent point par point : pour tout F : C→ b∆,

�

hocolim
C

(F)
�

n
= colim

C







∐

x∈(N(C◦/ Fn))n

hC
◦

x(0)






.

Or, pour tout préfaisceau P sur C◦, on a

∐

x∈(N(C◦/ P))n

hC
◦

x(0) '
∐

x∈(NC◦)n







∐

y∈P(x(n))

hC
◦

x(0)






.

Les colimites commutant aux sommes directes, on a alors

colim
C







∐

x∈(N(C◦/ P))n

hC
◦

x(0)






'

∐

x∈(NC◦)n







∐

y∈P(x(n))

colim
C

�

hC
◦

x(0)

�







'
∐

x∈(NC◦)n

�

P(x(n))× colim
C

�

hC
◦

x(0)

�
�

.
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Il faut maintenant se rendre compte que pour toute petite catégorie A et tout objet
a de A, le diagramme HomA (−, a) est de colimite un singleton. En effet,

colim
A◦

�

hAa

�

=
∐

x∈ObA

HomA (x , a)

,

∼

où∼ est engendrée par les couples ( f : x → a, g : x ′→ a) tels qu’il existe une flèche
h: x ′ → x de A satisfaisant f h = g. Toute flèche est donc en relation avec 1a, ce
qui donne le résultat annoncé. Ainsi, pour tout n ∈ N,

�

hocolim
C

(F)
�

n
'

∐

x∈(NC◦)n

Fn(x(n))'
∐

x∈(NC)n

Fn(x(0)).

Considérons le foncteur Θ: Cat/C→ CatC défini par

Θ(w : A→ C) =
�

c 7→A/ c

�

.

La description faite dans la preuve du théorème 3.2.7 du foncteur (B(−))•,n montre
qu’on a l’isomorphisme de foncteurs

δ∗ ◦ B' hocolim
C

◦N◦Θ.

L’hypothèse du théorème A relatif de Quillen est alors exactement que le foncteur

u: A→ B au-dessus de c fait de N(Θ(u)) une équivalence faible de b∆
C

. Aussi son
image par la colimite homotopique est-elle une équivalence faible de b∆ : c’est ce
qu’on a montré « à la main » en prouvant que δ∗ B(u) était une équivalence faible
de b∆.
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