Limites des suites
Exercices

Lycée Carnot, E1A

Définition de la convergence

1. Soit (un)nen une suite de réels qui tend vers un réel ¢ > 0. Montrer qu’il existe ng € N tel
que pour tout n = ng, u, est strictement positif.

2. Soit £ € R et (uy,) une suite telle que les suites (ugp)nen et (U2n+1)nen sont toutes les deux
convergentes de limite £. Montrer que (u,) converge vers /.
3. Quelques démonstrations du cours . ..

(a) On suppose que (uy) et (vy,) convergent vers 0.
Montrer que u,v, tend vers 0.

(b) On suppose que (u,) converge vers £ et (v,,) converge vers /.
Montrer que (u, — £)(vy, — ¢') tend vers 0 et en déduire la limite de w,vy,.

(¢) On suppose u, > 0 (& partir d'un certain rang) et u, — 0.
Montrer que 1/u,, — +oo.

(d) On suppose que u,, — +o0c. Montrer que 1/u, — 0.

Calculs pratiques de limites
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5. Soit z € R. Calculer la limite de la suite (uy)nen+ de terme général u,, = — Z |kx].

Cas des suites monotones

6. Soit la suite définie par u,, = — pour tout n > 0.
n!

3
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(a) Calculer les cing premiers termes. La suite (uy,) semble-t-elle monotone ?

(b) Montrer que la suite (u,) est décroissante a partir de n = 4.

)
(¢c) Montrer que pour n > 5, Up+1 < g Un-



)
(d) Soit la suite géométrique (vy,) de premier terme vs = us et de raison 6 Montrer que
pour tout n > 5, on a 0 < u, < Uy

(e) Déterminer la limite de (uy,).
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7. On considére la suite (S,,) définie pour n > 1 par : S, = >}, v

1

a) Montrer que pour n > 1, on a :

1
—mﬁ(\/ﬁ—ﬁ)gﬁ.

(a)

(b) En déduire la limite de la suite (S,,).
)
)

(¢) On pose T,, = Sy, — 2y/n. Démontrer par monotonie que (7,) converge.

(d) Exhiber alors une suite (u,) tel que : S — 1.

n
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8. (a) Démontrer que : Vn € N*, ) < 1"

n
(b) Démontrer que S, = Z 7] converge vers un réel ¢ € ]2, 3] lorsque n — oo.
k=0 "
Uuyg = 1

9. D’aprés EDHEC 2001. On considere la suite (u,) définie par : ¥n €N, Uny1 =ty + 1
n
(a) Montrer que la suite est bien définie et a termes strictement positifs.

(b) En déduire que (u,) est monotone.

(c) Pour tout k de N, exprimer ug 12 — u? en fonction de ug?.

n—1
1
(d) En déduire que pour tout n > 0 : u,* = 2n + 1 + Z 5
Uk
k=0

(e) En déduire que pour n non nul, u,? > 2n + 1 puis la limite de (u,).

Suites adjacentes

n (_1)k+1
10. On considére la suite définie par : Vn € N, S, = Z E—
k=1
Montrer que les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes, puis que (S,) converge.
"1 1 1
11. On considére les suites (uy,) et (v,) définies par : u, = kz::l o et v, = kz::l o + o

Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

12. Soient (uy) et (v,) définies par les relations suivantes :

uy = 3 et wvg = 11
3u, + vn Uy, + 3V
Untl = T e Unpn =

(a) Etudier la suite (v, — uy). Calculer son terme général en fonction de n, quel est son
signe 7 Donner sa limite.

(b) Montrer que (uy) est croissante et (v,) est décroissante.
Que peut-on en déduire ?

(¢) Etudier la suite (u, + v,). Que conclure ?



