Systemes linéaires

Exercices

Lycée Carnot, E1A

Pratique de la méthode du pivot de Gauss

1. Résoudre les systemes suivants.

3z + 2y = 9
(a) {5x — 8y = -6 () {
z + 2y + 2z = 2
(b) ¢ 62 + 5y + z = 3
20 + 2y + 2z = 4 ()
- + 9y = 5
(c) 20 + Ty + z = —6
-9 + y — 7z = 0
(d) z + 2y + 3z + 4 =1 (&)
-z — 3y + 8& — 9% = 3
2. Résoudre les systémes suivants.
r — 2y + 5z 13
(a) ¢ 22 + 4y — b5z = —12
3r — 2y — z 3 (d)
20 — 2z = 1
(b) ¢ -2z — 4y + 3z -1 (e) {
z + y - 3z = —6
x + y + z + t = 2 ¢
()2 + vy + 2z + t =1 ()
r + 2y + 2z = 2

3. Résoudre les systémes suivants sous forme matricielle.

r + v + z - 2t = =8 T1
r 4+ y — 2z + t = A4 2x1
xr — 2y + z + t = =27 et 211
2t — y — z — —1 3z

Résolution de systémes linéaires paramétrés

4. Déterminer le nombre de solutions du systeme
suivant en fonction des parametres a, b, c. Préci-
ser I’ensemble des solutions lorsque celui-ci est
non vide.
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5. Résoudre, en discutant selon la valeur du parametre m € R, les systemes suivants.
—mr — y = 0 -mx — y = 0
(2) { -3z + 2-m)y = 0 (b) { x — my = 0

6. Résoudre, en discutant selon la valeur du parametre m € R, les systemes suivants.

(1—-m)x + 2y - z =0 | -14+m)x + 2y + 3z =0
—2x - B4+m)y + 3z =0 —x - my + z =0
x + y - (24+4m)z =0 x + yv — (I4+m)z =0
(2—m)x — Y + 5z =0 | B=—m)z + y - 5z =0
-z + 2-m)y + Tz =0 - (1+m)y =
—z + 2y + (T—-m)z =0 4x + Yy — (6+m)z =0

Utilisation des systemes linéaires

7. On cherche un polyndme P de degré 3 qui vérifie P(1) = P(—1) = P'(1) = 1.
(a) Un tel polynome existe-t-il 7 Est-il unique ?
(b) Méme question pour un polynoéme P de degré 4 vérifiant : Vi € [0,4], P(i) = .

8. Cing candidats ont obtenu les résultats suivants au concours de 'EM Winterfell. Déterminer les
coefficients de chaque matiere.

Math. | Langues | ESH | Culture G. || Total
Arya 0 10 20 10 310
Jon 10 10 10 10 300
Robb 0 10 10 20 290
Sansa 0 20 10 10 280
Bran 20 5 5 5 270

9. (d’aprés EDHEC 2016) On considére 'application g : R3 — R? définie par :
Y(z,y,2) €R®, g(z,y,2) = 3z —y + 2, 22+ 22,  — y + 32).

(a) Cette application est-elle bijective ?
(b) Déterminer l'ensemble des (z,y, z) € R? tels que g(z,y, z) = (2z, 2y, 22).
10. (d’apres HEC 2013) Soit f : R3[X] — Rs[X] l'application qui & tout polyndéme P € R3[X]
associe le polynéme f(P) défini par :
f(P)(X)=-3XP(X)+ X?P'(X), olt P est la dérivée de P.
(a) Calculer f(P) pour P =aX?+bX?%+ cX +d, avec (a,b,c,d) € R%.
En déduire que ’application f est bien définie.

(b) Déterminer ’ensemble des P € R3[X] tels que f(P) = 0.

(c) Expliciter I’ensemble-image f(R3[X]).
11. Soit (up)nen € RN telle que ug =3, u1 = 1, ug =4 et : ¥n € N, w13 = dupro — Syt + 2up.

(a) Déterminer trois réels a, b, c tels que la suite (v, )nen de terme général v, =a+b-n+c-2"
vérifie vg = 3, v1 = 1 et vo = 4.

(b) Montrer par récurrence qu’on a alors : Vn € N, (vp42, Unt1, Un) = (Unt2, Unt1, Un)-
(¢) En déduire une forme explicite de la suite (uy)nen-

12. Au maximum, combien d’opérations arithmétiques (multiplications et additions) faut-il pour
mettre sous forme échelonnée un systéme de n équations a n inconnues par la méthode Gauss?



