Devoir en temps libre n°3
Questions ultra-classiques sur les matrices

E1A, Lycée Carnot

Soient P, Q, A, J les matrices définies par :

011 -1 1 1 2 0 00
P=110 1|, Q=1 -1 1|, A= -1], J=10 0
1 10 1 1 -1 1 1 00

On notera I la matrice identité d’ordre 3.

Par convention, pour toute matrice carrée M d’ordre 3, on posera M = I.

Inversibilité

1. (a) Calculer le produit PQ.
(b) En déduire que P est inversible, et donner P!,
2. Sans poser de calculs :
(a) Simplifier le produit QP.
(b) Montrer que la matrice Q est inversible, et exprimer Q*.
3. On pose B = P 1AP.
(a) Calculer B. Justifier sans calcul qu’elle est inversible.
(b) Calculer B? — 4B. En déduire une expression de B~! en fonction de B.
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b) En déduire que A est inversible et que A=t =T — ZA.
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4. (a) Exprimer A en fonction de B, P et P~
(b)

(c) Retrouver ce résultat par la méthode de Gauss-Jordan.

Calcul de puissances

5. Calculer J2, puis J* pour tout entier k > 2.
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6. (a) Déterminer deux réels a et [ tels que B = ol + J.

(b) A T’aide de la formule du binéme de Newton, exprimer, pour tout entier n > 2,
la matrice B™ en fonction de I et de J. La formule obtenue est-elle encore

valable pour n =17 Pour n =07
(c) Exprimer alors B" sous la forme d’un tableau de nombres.
7. (a) Montrer que, pour tout entier n > 0, A" = PB"P~!,

(b) En déduire 'expression de A" sous la forme d’un tableau de nombres.

Application
On définit les suites (zp)neN, (Yn)nen €t (zn)nen par :

xo =1, yo = —2, 290 = 3 et les relations de récurrence
VneN, z,11 =2z,
Vn eN, yptr1 =xn + 3yn — 2n

VneN, zp1 =2p +yn+2n

xn
On pose, pour tout entier n > 0, X, = | y,
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8. (a) Justifier que, pour tout entier n > 0, X, = AX,,.

(b) Montrer, par récurrence que, pour tout entier n > 0, X,, = A" Xj.

(c) En déduire les expressions de x,, y, et z, en fonction de n.

Préparation a la deuxiéme année

9. Résoudre le systéeme suivant, en fonction du parameétre \ réel :

(2—- Nz =0
x + B=-XNy - z =0
+ y + (1-=XNz 0

On pourra étre amené a distinguer les cas A =2 et A # 2.



