Devoir en temps libre
Formule du binome de Newton

Lycée Carnot, E1A

a rendre le vendredi 19 octobre

Nous allons démontrer la formule du bindome de Newton par récurrence a l’aide de la formule de Pascal.

n
R n
Soient a et b deux réels. A tout entier n € N, on associe la propriété P, :|(a +b)" = E (k) a"F ok
k=0

Initialisation. (et un peu plus)

1. A l'aide du triangle de Pascal, vérifier que Py, P; et Po sont vraies en explicitant les sommes.

— Pour n = 0, on a d'une part (a +b)° = 1 et d’autre part :

0
0 0 N
Z (k) ¥ Fpk = (O) a’t’ =1, d’ou Py.

k=0

— Pour n = 1, on a d’une part (a +b)! = a + b et d’autre part :
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1 1 1
§ j( )alkbk = ( >a1b0+ ( >a°b1 =a+b, d’ou P;.
= \k 0 1

— Pour n = 2, on a d’une part (a + b)*> = (a +b)(a + b) = a® + 2ab + b et d’autre part :

2. /2 2 2 2
> <k>a2_kb’c = <O>a2b0 + <1>a1b1 + (2)a0b2 =a%+2ab+b*,  dou P,.
k=0

Hérédité. Soit n € N. On suppose que P,, est vraie.

2. Expliciter la proposition P,,+1 a démontrer.

n+1
1
La proposition P, est : | (a + b)" ™! = Z (n i ) a1k pk

Par regle de calcul sur les puissances entieres,

(a+b)"t" =(a+b)' (a+b)"

=(a+0)Y (Z) avk ok dapres Py,

k
" /n
= Z (k) a" " bk (a + b) par linéarité.



4. En déduire que :
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k=0

On a par distributivité a" % b*(a + b) = a7 b* + a"* ¥, donc :
<Z> a" = bF (@ + b)

KZ) qnHi=k gk (”) an—k bk+1:|

N\ ntl—k pk S N\ ok pk+1 ey
[(k)a b ] —|—Z {(k)a b ] par linéarité.
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5. Calculer (g) et (n), puis justifier que :
n

Bl E (e

k=0 k=1

| ! |
Puisque 0! = 1, on obtient par définition : (g) = ﬁ = % =1let (Z) = m = I,

En isolant le terme d’indice k = 0 par additivité, on en déduit que :

S [(erme] = Qe (e

an+1

6. En effectuant un changement d’indice, montrer de méme que :

2 )] - 2 (2 Jaremeet] o

k=0

On commence par isoler le terme d’indice k& = n par additivité, puis on pose j =k + 1 :
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La derniere égalité vient de ce que I'indice de sommation est muet.
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7. Pour tout k € {1,...,n}, justifier que : <k> + <k:—1> = ( N )

En posant j = k — 1, on obtient :

1)+ (1) =G2)+C)
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= (n l ) d’apres la formule de Pascal,
Jj+1
1
_<n—|—> car j + 1 =k.



8. A l'aide des questions précédentes, montrer que :
(a + b)nJrl n+1 + Z |:<n + 1> n+l—k bk:| + bn+1

En repartant du résultat des questions 4 a 6 :
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k=0

_ n+1 [ n+l1—k 1k = n n+1—k pk n+1
= +Z () b]—l—Z[(kl)a b}+b

=1 k=1
— gt Z ( ) ntl—k pk 4 (k w 1) a1k bk:| 4 pntl par linéarité,
k=1 ;
a4 Z <(Z> < 1>> qnti=Fk bk} 4 pntl par factorisation,
k=1
" 1
— a4 Z (nz ) nt+l—k bk} + "t d’apres la question 7.

£
Il

1

9. En déduire finalement que la proposition P, +1 est vraie puis conclure.

On s’intéresse au membre de droite de P, 41, en isolant par additivité le terme d’indice k = 0 et le terme
d’indice £ = n + 1, comme aux questions 5 et 6 :

n+1 n

3 nt1) npiokge _ (ML) niage +3 nH1) ik gk o [ 1\ o bt

k 0 k n+1

k=0 . k=1 N ,
an+1 bn+1

ce qui coincide bien avec le membre de droite du résultat de la question 8, d’ou ’égalité P, 41.

Conclusion. Ceci achéve la démonstration de 'hérédité : Vn € N, (P, = Ppnt1)-
Puisqu’on a aussi vérifié Py, le principe de récurrence permet d’en déduire que : Vn € N, P,.



