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1. Calculer

Démonstration.

Correction du Devoir sur Table n°3

Samedi 01 Décembre 2018

Exercice 1

2

n2e” — ne2n

lim 5
n=+oo p3lnn —n (Inn)

n2e™ — ne2n

(a) Soit n > 1. Notons v, = . Pour calculer la limite de ce

n3lnn —n (Inn)?
quotient, on identifie le terme prépondérant (i.e. celui qui admet la plus forte croissance)
au numérateur et au dénominateur. On factorise alors v,, & l'aide de ces éléments. Plus

précisément, on a :

n2e" 1
—ne?n T nen +
vy =
n3lnn n(lnn)3
n3lnn
_a2n 1——
. (§] en
n?lnn (Inn)?
n2
Or, une croissance exponentielle est beaucoup plus forte qu’une croissance polynomiale.
Donc lim  — = 0. Une croissance logarithmique est beaucoup plus faible qu'une crois-
n—+oo €
. . (Inn)? . 2" .
sance polynomiale. Donc lim = 0. Enfin, lim ———— = 400 car une crois-
notoo  m n—+oo n2In(n)

sance exponentielle est beaucoup plus forte qu’une croissance polynomiale. On en conclut
(par somme, quotient, produit) que

lim

Up = —OQ.
n—+oo "

Reprenons nos calculs pour trouver un équivalent de la suite (v,). D’aprés les calculs ci-
dessus, il est clair que 'on a réussi & écrire (vy,) sous la forme :

lim I, =1.

Up = Wy, X I,
n—4o00

avec

Ceci fournit alors immédiatement un équivalent de la suite (vy,) :

2n

Vi ~ quand n — +o0.

n?lnn
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2. Calculer lim (\/n2 +2n — \/n2 + n)

n—-+o0o

Démonstration. (a) Soit n > 1.Notons wu, = Vn2+2n —vn2+n. On pense ici & utiliser la
quantité conjuguée. On a :

(\/722 +2n —v/n? —|—n) (\/n2 +2n +v/n? +n)

>/n2+2n+\/n2+n
n? +2n — (n? +n)

\/n2+2nﬁ|—\/n2+n

\/n2+2n+\/n21+n
n
= X

n n? 4+ 2n n®+n
7 T+ 2
n n

1
2 1

1+ =+ /1+=
n n

2 2
Or lim 14— =1 et la fonction racine est continue en 1. Donc lim 1+-=vV1=1.
n

n—-—+o0o n n——+oo
. 1 . .
De méme, lim 1+ — = 1. On en conclut (par quotient et somme de suites convergentes)
n—+00 n
que
lim wu, ==
n——+o0o

(b) Comme % # 0, on déduit que la suite (u,) vérifie :

Uy ~ % quand n — 4o00.

O

3. (a) On reconnait ici une somme géométrique, au facteur 2 prés; de raison g = % # 1. En effet,

S a=23(3)

k=1 k=1

On a donc :

n
(b) Par ailleurs, la suite (%) est géométrique de raison ¢ = % i.e |q| < 1, donc d’apres le cours :

1\n
lim (7> ~0.
n——+oo\ 3

D’ou finalement par somme et produit, on en déduit que
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4.

5.

lim S, =1.

n—-+o0o

(a) On rappelle tout d’abord que : Vo € R, f(z) = e*!"3,
o Montrons que f est injective :
Soient x et y réels tels que f(z) = f(y). Montrons que z = y.
Par hypothése f(x) = f(y), donc e*3 = e¥"3 puis par composition avec la fonction In,
on en déduit que z1n3 = yIn 3 et donc que z = y.
o Montrons que f n’est pas surjective :
Soit y = —2. Comme une exponentielle est toujours positive, il n’existe pas de réel x € R
tel que f(x) = —2

o Il est alors clair que f n’est pas bijective car non surjective

(b) OK

T L N — N
On consideére 'application n o mal
o Montrons que f est injective :
Soient n et m deux entiers naturels tels que f(n) = f(m). Montrons que n = m.
Par hypothése f(n) = f(m), donc n+1 =m+ 1, on en déduit alors immédiatement que n = m.
o Montrons que f n’est pas surjective :
Soit y = 0 € N. Pour un tel y, il n’existe pas de réel n € N tel que f(n) = 0. Car si tel était le
cas, alors il existerait un entier naturel n tel que n+1=01ien = —1. Or —1 n’est pas un entier
naturel !

o Il est alors clair que f n’est pas bijective car non surjective

. . ) 14+ 3w
La suite (vp,)nen est définie par vg = —1 et, pour tout entier naturel n, v, 1 = 1 iy

Donner une formule explicite de v,.

Démonstration.
La suite (v,) est arithmético-géométrique.

3 1
« L’équation de point fixe associée a la suite (vy,) est : x = i + 1

Elle admet pour unique solution : A = 1.

* On écrit : Uptl = X vy + (L1)

A= X A+ (L2)

N N

et donc  vpp 1 — A = X (vp —A) (L1)—(L2)

W W W

Notons alors (wy,) la suite de terme général w,, = v, — A.

« La suite (wy,) est géométrique de raison T

Ainsi: Vn €N, w, = <i>nxw0: (i)nx(vo—)\) - (i)nx(—1—1):—2 (i)n

n
On a donc, pour tout n € N: v, = wp,+A = —2 <> +1.




ECE1B 2018-2019

Exercice 2

On considére la suite (u,) définie par ug € R et, pour tout entier naturel n, up4+1 = up(1 — uy).

1. Que dire de la suite (u,) siug =07 Et si ug =17

Démonstration. Si up = 0, on démontre par récurrence que : Vn € N, P(n) ou P(n) désigne la
propriété : u, = 0.
Initialisation : ug = 0 donc P(0).

Hérédité : soit n € N tel que P(n) i.e. u, = 0. Par définition de la suite (uy), on a up41 =

Un (1 —up) =0(1 —0) = 0. Ainsi P(n + 1) est vérifiée.
Par principe de récurrence, on a : Vn € N, u,, = 0.

Si ug = 1, on montre de maniére analogue que : Vn € N*, u,, = 0.

Siug=0ouup=1ona:VneN,u,=0

2. Dans cette question on suppose que 0 < ug < 1.
IR — R

r — z(l—2x)
donc définie et dérivable sur R. On a, pour tout z € R, f/(z) = 1 — 2z. On en déduit donc le
tableau de variations de f.

Pour la suite de cet exercice, on note . f est une fonction polynomiale

Signe de f'(z) + 0 _
i 1 Y
.. _— 4
Variations de f N /0 O\ o

La fonction f admet donc pour maximum i au point d’abscisse %

(a) Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Démonstration. Soit n € N. Par définition, on a : u,41 = f(u,). Or, d’aprés le tableau de
variations de la fonction f, on a :

vre 01, 0< )< (1)

On montre par récurrence que : Vn € N, P(n) ot P(n) désigne la propriété : 0 < u, < 1.
Initialisation : 0 < up < 1 donc P(0).

Hérédité : soit n € N tel que P(n). Par hypothése de récurrence on a : 0 < u, < 1. Par
la remarque (1) on obtient que : 0 < f(u,) < i. Et donc 0 < upy1 < i < 1. Ainsi,

P(n+1). O

Par principe de récurrence, on a : Vn € N,0 < u, <1

(b) Etudier la monotonie de (u,) et en déduire qu’elle est convergente.

Démonstration. Soit n € N. On a : U1 = Uy — u2 done upy1 — uy, = —u2 < 0. Ainsi, (uy,)
est décroissante. D’aprés la question précédente, cette suite est minorée par 0. Le théoréme
de convergence monotone nous permet de conclure que (u,) est convergente.
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(uy,) est décroissante et converge vers une limite notée ¢

Déterminer sa limite.

Démonstration. Par définition de la suite (uy), on a que : upt1 = f(uy). La suite (up41)
est convergente car suite extraite de (u,). Ainsi, par passage a la limite, et comme f est
continue, on a que : £ = f(¢). Autrement dit : £ = £(1 — £). Ainsi, on a : —¢* = 0 et donc
¢ =0.

(un) converge vers 0

O
3. Dans cette question, on suppose que ug < 0.
(a) Montrer que (u,) est décroissante. En déduire que pour tout n € N, u,, < ug.
Démonstration. Soit n € N. Par définition, u,+1 — u, = —u2 < 0. La suite (u,) est donc

décroissante (méme démonstration qu’en question 2.b). On en déduit que tous les termes
de la suite sont inférieurs au terme initial ug.

Vn € N,u, < ug

La suite est-elle minorée ? (On pourra raisonner par ’absurde).

Démonstration. Par 'absurde, supposons que la suite (u,) est minorée. D’aprés la question
précédente, elle est décroissante. Elle est donc convergente vers un réel £. Cette limite £
vérifie : £ = f(¢) et donc ¢ = 0 (cf question 2.c.). Or on sait que : u, < up. On a donc
¢ < ug. Et comme ug < 0, on obtient £ < 0, ce qui contredit £ = 0. La suite est donc non
minorée. O

(up) est non minorée

En déduire la limite de (uy,).

Démonstration. (uy) est décroissante et non minorée donc, d’apreés le théoréme de conver-
gence monotone, la suite (u,) tend vers —oo.

Uy —> —00
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1.

(a)

Exercice 3

Soit n > 1. La fonction f, est polynomiale donc continue, dérivable sur R donc en parti-
culier sur Ry. On a alors : Vz > 0, f/(z) = nz" ! + 92 = x(nz"* + 9) > 0.

La fonction f,, est donc strictement croissante sur R, .

Par ailleurs f,,(0) = —4 et xEToo fn(x) = 4+00; Donc d’aprés le théoréme de la bijection, f,
réalise une bijection de Ry sur [—4; 4o0].

Comme 0 € [ — 4, +o0[ , I'équation f,,(z) = 0 a donc une unique solution dans R..
Remarquons que cette solution ne peut pas etre nulle, car 0 n’est évidemment pas solution

de fn(z) = 0 puisque f,(0) = —4 # 0.
On a donc

Vn =1, u, >0 et fr(u,) =0.

Pour calculer uq, il faut utiliser le fait que f1(u1) = 0. Cela revient donc a résoudre ’équation
fi(z) = 0, d’inconnue x. Or : x :— fi(z) = z + 92% — 4 est une fonction polynémiale du
second dégré et de discriminant A =1+ 4.4.9 = 145.

On en déduit donc que

—1++/145
18

uyp =

,qui est la racine positive de cette équation.

L’autre solution doit etre exclue puisque ’on rappelle que u; est strictement positive d’aprés
la question 1.a.

Ona f,(2/3) = (2/3)"+9(2/3)> =4 =(2/3)" >0et f, (0) = —4

Donc f,, (0) < fn(un) < fn(2/3) et comme f, est strictement croissante sur Rt et que
fn est bijective, sa bijection réciproque f, ! est elle-aussi strictement croissante, d’oti par
composition avec fgl, ona:0<u,< %

et donc

vn € N*,0 < u, < .

Soit 2 €]0,1[, on a (aprés simplifications) : fri1(2) — fo(x) = 2" — 2™ = 2™ (x — 1) et
comme x < 1 et " > 0 on a bien fh41(z) < fu(z).

2
Comme Vn > 1,0 < u,, < =, on a en particulier que la suite (u,) vérifie Vn > 1,0 < u, < 1

et donc en appliquant I'inégalité de la question précédente a wu,41, on a :
St (uns1) = 0 < fo(uptr).

Donc fp,(tn+1) > 0. Par ailleurs, on sait que f,,(u,) = 0 donc on obtient : fy,(un+1) > fn(un).
Enfin, on a déja vu que la fonction f,, était bijective (et strictement croissante) donc sa
bijection réciproque f, ! l’est également. Donc par composition avec f, ! dans I'inégalité
établie juste ci-dessus, on a alors

Up41 > Up,.

Ceci prouve donc que la suite (uy,) est strictement croissante.

La suite (uy,) est croissante et majorée par % (d’apres la question 1.c donc d’aprés le théo-
réme de convergence monotone,

la suite (u,) est convergente vers un réel /.

De l'encadrement de la suite (u,), établi & la question 1l.c, on en déduit par passage a la
limite dans les inégalités (ce qui est autorisé puisque la suite converge!) que
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2
0</<?2

En effet , par passage a la limite, les inégalités s’élargissent (les inégalités strictes deviennent

automatiquement larges!).

Comme 0 < u,, < 2/3 et que la fonction puissance n est strictement croissante pour n > 0

sur R* (sur R~ cela dépendrait de la parité de n) alors 0" < (u,)" < (2/3)" et comme

|2/3| <1lona lir+n (2/3)"™ = 0 donc par théoréme d’ encadrement, on en déduit que
n—-+0o0

limy, 400 upy = 0.

Remarque : on pouvait aussi passer par l'écriture exp-log de ', ce qui donnait par compo-
sition des limites, le méme résultat !

ON sait que Vn > 1, fu(u,) = 0, ce qui se traduit par u,™ +9 u,2 —4 = 0. On en déduit
alors alors par passage a la limite dans I’égalité que 9¢2 — 4 = 0 et donc que

2 2
Or on sait aussi que ¢ > 0 d’apres la question 2.c ce qui donne finalement le résultat
_ 2
t=3.
Probléme
Partie 1

1
En étudiant les variations de la fonction f: z — In(x + 1) — Inax — —, prouver que In(n +
T
1
1) —Inn < — pour tout n € N*.
n

1
On admettra dans la suite de 'exercice qu'on a — < Inn — In(n — 1) pour n > 2.
n

Démonstration. Dy =|0,400] : en effet, la fonction In est définie sur |0, +o00[ et les fonctions
z — In(z +1) et 2 — 1 sont définies sur cet ensemble. De plus, f est dérivable sur D car
chacune de ces trois fonctions est dérivable sur Ds. Pour tout x € ]0, +o0[, on a :

1 1 1 22—z@@+1)+(z+1) 1

f/(x):x—kl_;—i_?: z?(x +1) T2z +1)

On a donc f'(x) > 0 pour tout « € Dy. Il reste alors a déterminer les limites de f en 0 et
+00. Pour @ € 0,400, on note X = 2. On a :

f@ﬁﬂncﬁi>—i:h%F+i>—i:mﬂ+X%n¥:X(mg;X)—Q

T
In(14+ X In(14+ X
Quand z — 07, ona X — +oo. D’autre part, lim M =0etdonc lim M
X—+o00 X—+o00 X
In(14+ X
l=—-1et Xl—i>r{1|-oo X <n(;—)> = —00. On en déduit que xi%* f(z) = —oo0.
: 1 oo 1 . 1
D’autre part,ona lim —=0.Dou lim 14 —=1et lim In(1+—)=0.0nen
T—>+00 I z—r+00 x T—>+00 €
déduit lim f(x) =0.
x—r+00

On a donc le tableau de variations suivant.
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x 0 +oo
Signe de f'(z) +
0
Variations de f /
—00

Et ainsi, pour tout x € Dy, f(x) < 0. On en déduit que pour tout n € N*, f(n) <0, ce qui
s’écrit :

1
In(n+1)—Ilnn < —
n
O
OK
En déduire que pour tout entier n > lonaln(n+1) < H, <1+ Inn.
1
Démonstration. D’apreés la question précédente, on a, pour tout £ > 1 : In(k+1)—Ink < T

Ainsi, en sommant chaque membre de ces inégalité, on obtient :

n n 1
> (In(k+1)—Ink) < > =
k=1 i1 If

In(n+1)—Inl < > —
kil ]f
et donc Inn+1) < > z

B
Il
_

On raisonne de méme pour l'inégalité de droite. D’aprés la question précédente, on a, pour

1
tout k > 2 : z <Ink —In(k —1). Ainsi, en sommant chaque membre de cette inégalité, on
obtient :

no1 n
Y — < > (lnk—In(k-1))
k‘ﬁ? ]f k=2
donc par téléscopage > Z < (Inn—1Inl)
k=2
no1
donc > — < Ilnn
n ] ? If
et enfin Yo—=14> - < 1+lnn
k=1 K k=2 K

Quelle est la limite de (H,,) quand n tend vers +oo?

Démonstration. D’aprés la question précédente, H,, > In(n+1). Or, quand n — +o0, In(n+
1) — +o00. Donc par théoréme de comparaison, on en déduit que H, — +oc. O

Etudier la monotonie des suites (uy) et (yy).

Démonstration. Soit n € N*. (x,,) et (y,) étant définies a I’aide de sommation, on va calculer
Tp+l — Tn €6 Ypt1 — Yn- On a:

n+1 1 n o1
Tpal — Ty = ( k—ln(n—l—l))—( k—lnn)
klil k=1

= n+1—ln(n+1)+lnn <0
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L’inégalité est obtenue en utilisant la propriété admise a la question 1.a) au rang n + 1.
Notez que cette inégalité est valide au rang n + 1 car n + 1 > 2 (puisque n > 1). On en
conclut que (x,) est décroissante. De méme, on a :

Yl — Y = (:i % —In(n + 2)) - (é % “In(n + 1))

= n+1—ln(n+2)+ln(n—|—1) >0

L’inégalité est obtenue en utilisant la propriété démontrée a la question 1.a) au rang n + 1.
On en conclut que (z,,) est croissante. O

Montrer que (z,) et (y,) sont adjacentes.

Démonstration. Soit n € N*. On a déja montré que (z,,) décroissante, (yy) croissante. Il reste

1 1
donc & montrer que y, —x,n0. Or y, —x, = Inn—In(n+1) = —1In (n + ) =—In <1 + )
n n

Or lim ledonc lim
n—r

1 1
1+ —=1et lim ln<1+>:0. O
n—+oo N 400 n n—r+o00 n

En déduire qu’il existe un réel v (qu'on ne cherchera pas a calculer) tel que

n
k=1

=lnn+~v+e,

x| =

avec lim &, =0.
n—-+0o0o

Démonstration. On déduit de la question précédente que (x,,) et (y,) sont convergentes, de
méme limite. On note «y cette limite. Comme (z,) converge vers =, (x, — 7y) converge vers
0, d’apreés le cours. En notant (g,) la suite (x,, —7), on obtient le résultat souhaité. O

Démonstration. D’aprés la question précédente, on a prouvé que
H,=lnn+~v+¢,

avec lim e, = 0. En particulier, en divisant ceci par Inn, on obtient

n—-+o0o

Ho L En

Inn Inn  Inn
Enfin, par passage a la limite dans ’égalité ci-dessus, comme il est clair que lim - 0

- n—+oo Inn
et que lim —— =0, on en déduit :
n—+oo Inn
H,
lim — =1.
n—+oo Inn

Ainsi, H, ~ Inn, au voisinage de +oc.
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Partie 2
2n 1
2. On s’intéresse désormais a la suite (z,,) définie pour n > 0 par z, = Z —.
k=n+1
a. Calculer les valeurs de zg, z1, 22 et z3. On présentera des résultats simplifiés.
Démonstration. D’aprés la définition de la suite (z,), on a :
0.1 1
=1k kep K
201 1
Zl = _—— -
= k2
1.1 1 1 7
2=2 =3t 0
i 1 1 n 1 n 1 74 37
za = —_ = — —_ _ = —_— = —
T4k 456 120 60
O

b. Etudier la monotonie de la suite (z,).

Démonstration. Soit n € N. La suite (z,) étant obtenue par sommation, sa monotonie est

étudiée via le calcul de zp,+1 — 2,,. On a :

2(n+1) 1 2n ]
Zntl — Zn = - = -
" " k=(n+1)+1 k k=n+1 k
2n+2 1 2n 1
— % — Z E
k=n+2 k=n+1
B 1 1 1
T om+2  2m+1 1
- n1+ 1 +n +1 n +
 2n41 2n+1
. 1(@2n+1)-2(n+1)
2 (n+D(@2n+1)

Ainsi, (z,) est croissante.

c. Démontrer que z, < 1 lorsque que n > 1. En déduire que (z,) est convergente.

1 1
Démonstration. Soit n € N* et soit K € Ntel que: n+1 < k < 2n. Alors: — < z
n
L’inégalité de droite nous permet d’affirmer que :
2n 1 2n 1 1
< =(@n—(n+1)+1) x =" <1

i kSt n+ 1 n+l n+l "

1

< .
n+1

O

(zn) est croissante est majorée par 1. Elle est donc convergente et sa limite ¢ (= sup z,)

vérifie ¢ < 1.

d. Prouver que x9, — x, = z, —In2, et en déduire la limite de (z,).

neN

10
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Démonstration. Soit n € N. D’aprés la définition de (z,,), on a :

Ton — Tn

2n 1 n o1
= > ——In(2n)—( > ~—Inn
k=1 K k=1 k
2n 1
= > ——In2—lnn+lnn
k:n-i—ll€
= zp,—1In2

Ainsi, z, = xo, — z, +In2. Or on sait que (x,,) converge vers 7. Donc (z2,), suite extraite
de (z,) converge elle aussi vers «. La limite d’'une somme de suites convergentes est la
somme des limites de ces suites. Ainsi, (z,) converge vers v — v+ In2 = In 2.

Partie 3

3. (a) Par sommation par paquets, on reconnait immédiatement que :

1
(b) On a donc pour tout entier naturel n > 1, Hy, — H,, = Z T En particulier :

On obtient finalement : n > 1,

Vn > 0, Hap — Hy = 2.

2n

k=n+1
<k<2n
1 1 1
— < - <
2n ~k " n+1
i": L S o 1
om k=l 4
k=n+1 k=n+1
2n 2n
1 1
_— 1< -
TR I
k=n-+1 k=n+1
2n 1
S x(@2n—(n+1)+1)< -
2n k=n+1 k
! Xn < S 1
_ n < _
2n k
k=n+1
1
H2n - Hn 2 5

O

(c) Il est clair que la suite (H,) est croissante car pour tout entier naturel n > 1, on a immé-

diatement :

1

H -H,=—>
n+1 n n+1

0.

Ainsi la suite (H,) est une suite croissante.

(d) Donc par théoréme de convergence monotone, soit la suite (H,,) converge vers un réel £ soit

elle diverge vers +o0.

Supposons par l'absurde qu'une telle suite converge vers un réel . Alors comme la suite
(Hay) est extraite de la suite (H,,), elle converge aussi vers £ (cf rappel de la fin de la partie
2). Ainsi par passage a la limite dans l'inégalité établie a la question 3.b, on a :

0—0> -

0=
2

i.e

| =

C’est bien sur impossible! Ceci prouve donc que la suite

(H,,) diverge vers +o0.

11



