Limites de fonctions
Exercices

E1A 2016-2017

Calcul de limites
I Déterminer les limites des fonctions suivantes en +o0o et —oo.

a. f(x)=a*—223+1 b. g(z) =25 — e** c. h(z)=(3+2%) e®

IT Déterminer les limites des fonctions suivantes.

—52% 4+ 37z — 4
a. Limite de f(z) = % en —+0o.
b. Limi x’ —1
. Limite de g(.]ﬁ) = m en —oo.
7T _ 2
c. Limite de f(z) ve-re en +00.

B 23(lnzx) + z(lnx)®

T 2 z3
d. Limite de g(z) = % en —oo.
x

e’ —1

1
e. Limite de A(z) = —1In < ) en +oo.
x

X

f. Limite de f(z) = V22 + 2z — V22 + = en +00.

g. Limite de g(z) = \/z + V2 + vz — Vx en +o0.

h. Limite de f(z) = y/In(22 + 1) — \/In(z2 — 1) en +oo0.

73

1
Niey e=@-1 en OF.
1_

i. Limite de g(z) =

8

III Déterminer les limites suivantes.
) e2a: ) x3):c
lefl (xs)L
b. 1 i 1
sioo  (Inz)s il e
c. lim 222 — 3z + 2 je IEIEOO In(z 4+ 3) — In(z — 1)
r—3+ 2 — 9
. 2 _
d. 1im1 In(z +3) —In(z — 1) k. JCEI.POO In(z* +1) - 2Inz
z—
zlnzx
e. li Vr+6—+z—2 1. 1
£ lim 11 m. lim zte V%
e—=3t x—3 x2-9 z—+00
lim z® z®
B o n. lim e
r—+o0 xX

Composition des limites

IV Déterminer les limites suivantes.
1
a. lim z In(z) (on pourra poser X = —)
z—0+t x

b. lim (z—1)2 In(x —1) (on pourra poser X =z —1)

r—1t

. 1
c. lim a?ex
z—0t

d. lim Vo =2
r—4 r—4

1
(on pourra poser X = —)
x

(on pourra poser X = +/x)

Limite a droite, limite a gauche
V  Soit a € R.
a. La fonction z — |z est-elle continue en a ?

b. La fonction z +— || + (z — |2])? est-elle continue en a ?



r+1 si x

a. x0:2etf(x):{

2—-1 s =z

d. 2o =0et h(z) =

e.xozletj(x)z{ 0

Prolongement par continuité

définition :
2 3
a- file) = -2 (z—2)2
2 — 2 — 8
b B0} =
2?2 — 27— 8
c. f3(x)= T Jrre

Utilisation d’inégalités

) 42 4 b —
b. To =3 et f(z) = 2z +1
0
x2 )
7z S
c. zg=0et g(z)=¢ T—e
0 si

<2
> 2

4
si
si

x#0

z=0

VIII Déterminer les limites suivantes.

A lm 22Tl

b.
z—+oo 1 — I_J:J

EL%L

x

In(v/z—1) —In(z — 1)

3

]

VI Etudier la continuité au point zo des fonctions suivantes.

si x>1

si x=1

VII Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes, puis rechercher
si elles admettent un prolongement par continuité aux bornes de cet ensemble de

zlnz
d. f4($) = r—1
rz—1
e- fs(z) = Inx

£ fo(x) =e 1/

IX Déterminer les limites suivantes.

$3

a. lim — b. lim
r—+o0 I z— 400

X On consideére la fonction f: z +— (x — 1)eﬁ.
Le but est de trouver la limite de f en 17.

a. Effectuer le changement de variable X =1 — x.
b. Démontrer que : Vu > —1, In(1 +u) < u.
c. En déduire que : Vu > —1, u x elﬂ<11+u> > u X e,

. 1
lim w X ew et conclure.
u——+o00

d. Déterminer

XI On considere la fonction f : z +—

Le but est de trouver la limite de f en 17.

a. Effectuer le changement de variable X =1 — z.

(1—w)?
Vu

, . . € u
c. Déterminer lim —— et conclure.

u—07+ \/ﬂ

b. Démontrer que : Vu > 0, 0 <

|

Taux d’accroissement du logarithme

T
a. Montrer que pour tout x € |—1; +00], T332 <
x

In(1
b. En déduire la limite de u lorsque x — 0.
x

On suppose que f est non nulle au voisinage de xg.
On suppose enfin que lim f(x) =0.
T—rT0o

In(1+ f(z))
f(x)
In(1+ 2?)

xX r—+o0

a. Démontrer que lim
T—xTo

=1.

b. En déduire lim
x—0

xe® + a2 + e’
3 +5

1
x e—uwtu? < (1—wu)3 x

<In(l+2z) <z

et lim zln(l+e™7).

g=

e

B

XII On calcule ici une limite trés classique et trés utile. A connaitre !

XIIT Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I et soit zy € R.



XIV Déterminer les limites suivantes XVIII Soient f:I —Retg:I —Retzyel.
2

a. lim  (1+2%) e f. lim In(@"+1) a. Montrer que :

z—07+ z—0 x

lim f(z) =400
, In(1 — 5z) . In(z 4 1) P S i (f 4+ g)(2) = +oo
b. lm = g i — Tim () = oo [ 7 AU O
: Inx

c. lim zln (1 + 1> h. ilg}) (1+2) b. Montrer que :

T——+00 X

2\ lim f(z) =10
. i Nl r—>+00 : —
Z— oo x Tr— 400
. x+5 .

o lir61+ (1+ x)% j- xgr}rloo z In (sc - 3) c. Montrer que :

- lim f(z) =6
XV Déterminer }es limites suivantes. 1 zlinio () = b — $1£20 (f x g)(x) = L1l

. 1 . —x = T—rxTo
a. ilg})(ln(e +x)) b. IEIJIrlOO(ln(l +e™ %))
On pourra remarquer que :

XVI On considére la fonction f(z) = (Inx)™€~%) et on se propose de déterminer f(@)g(x) — lily = f(x)(g(x) — L2) + L2(f(x) — £1).

sa limite pour x — e~ (e par valeurs strictement inférieures).
x

a. On pose X = —. Exprimer f(z) en fonction de X.
e

b. Montrer que lim M =
X—-1- X -1

1+In(1-X
c. Montrer que thrf— —ltl(rll(—X))

d. En déduire que f(x) peut s’écrire sous la forme :

=1

f(@) = exp(=(1 = X) In(1 - X) H(X))
ou H(X) est une fonction telle que Xlirrll H(X)=1.
e

e. En déduire lim f(x).
r—e

(on pourra poser T =1—X)

Démonstrations du cours

XVII Soient f: I —-Retg:I —Retazcl.
Montrer que :

— lim (f x g)(z) =0

lim g(x) =0

Tr—xo

f bornée }



