Colles de mathématiques en E1A

Dénombrement, coefficients binomiaux, probabilités

Semaine 12 : du 12 au 16 décembre

1 Recommandations particulieres

— On testera la compréhension de la formule du binéme sur des exemples simples.
— Les situations d’équiprobabilité pourront amener des questions de dénombrement.

— Les horreurs du type « somme d’évenements » ou « union de nombres » seront dument chéatiées.

2 Connaissances exigibles

— Coeflicients binomiaux. Valeurs particulieres. Formule avec les factorielles. Formule de symétrie.
Formule de Pascal. Triangle de Pascal. Formule du binéme de Newton.

— Vocabulaire probabiliste : univers, issue, évenement. Probabilité sur un univers fini. Principe
d’inclusion-exclusion de Poincaré. Systéme complet d’éveénements. Une probabilité sur un univers
fini est déterminée par les images des évenements élémentaires.

— Indépendance. Indépendance mutuelle. Probabilité conditionnelle. Formule des probabilités compo-
sées. Formule des probabilités totales. Formule de Bayes.

3 Questions de cours

o Une probabilité conditionnelle est une probabilité. Soit (2, P(£2),P) un espace probabilisé fini et soit
A € P(2) un évenement tel que P(A) # 0. La fonction

P(ANE)

Evr— P(A)

définit une application P4 : P(2) — [0;1] qui est une probabilité.

DEMONSTRATION.

— Vérifions que 'application est bien définie. Soit E € P(2). Le quotient P(A N E)/P(A) est bien
défini car P(A) # 0, et il est positif. De plus ANE C A, donc P(ANE) < P(A) par « croissance ».
En divisant par P(A) qui est strictement positif, on obtient P4(F) < 1. Ainsi, P4(F) € [0;1].

— Vérifions que P4(2) =1 et P4(0) = 0. On sait que ANQ =Aet ANO =0, donc

(ANQ) P(A) (An0) 0

P P
PA(Q) = pA “Eay b Py(0) = ORI

— Vérifions la propriété d’additivité. Soit (E, F) € P(£2)? un couple d’événements incompatibles.
Alors AN(EUF) = (ANE)U(ANF) par distributivité et (ANE)N(ANF) = ANENF = AN =0
par incompatibilité. Ainsi P(AN(EUF)) =P(ANE) +P(ANF) par additivité de P, d’ou

P(AN(EUF)) PANE) PANF)

Po(EUF) = P(A) = P(4) + P(4) =Pa(E) + Po(F).




o Systeme complet d’événement et formule des probabilités totales.
Soit (€2, P(2),P) un espace probabilisé fini. Soit n € N et (41,...,4,) € P(2)" des événements.
On dit que (A, ..., A,) est un systéme complet d’événements si :

— les (A;) recouvrent Q : Ui A; = Q,
— les (A;) sont deux a deux incompatibles : pour tous i et j distincts, A; N A; = 0.
On suppose que (Aj,...,Ay) est un systéme complet d’événements. Alors pour tout E € P(f2),

P(E) = iP(E N A).
=1

n

SiP(A1) #0, ..., P(Ay) #0, on a de plus : P(E) = > P(A;)Pa,(E).

i=1
DEMONSTRATION. Puisque les (A;) recouvrent 2, on a par distributivité :
n n n
E=ENQ=EN (U Ai> =|J(ENA4;), dou P(E) —]P’(U(EmAQ) .
i=1 i=1 i=1
Par ailleurs, les (A4;) sont deux & deux incompatibles donc pour tous i et j distincts,

(ENA)N(ENA)=ENANA =End=0.

n n
La propriété d’additivité de P entraine alors P(E) =P (U (EN Al)> = Z]P’(E NA4;).
i=1 i=1
Lorsque P(A;) # 0, ..., P(A,) # 0 on peut écrire P(ENA;) = P(A4;)P4,(E) pour tout i € {1,...,n}
d’apres la formule des probabilités composées, d’ou la formule des probabilités totales.

n
o Formule du binéme de Newton. Soient (z,y) € R2. Pour tout n € N, (z + )" Z ( )

DEMONSTRATION. On proceéde par récurrence :

0
Initialisation. On a (z +1y)° =1 et Z (2) akyt=k = (8) 2%y = 1 d’on la formule pour n = 0.
k=0

n
Hérédité. Soit n € N. Supposons que (z + y)" Z ( ) kyn=k En notant u; = xiy" 1= pour
k=

tout ¢ € {0,...,n + 1}, nous pouvons écrire (z + y)"* i comme
" [n " [n " [n
k, n—k S e ey
x+ x = Uk+1 + U distributivité

n+1 n
n e .
- Z ( _ 1) U + Z ( k) (changement d’indice)

= Upy1 + Z [(k i 1) + (Z) Uk + ug (linéarité)
k=1
" 1
= Upt1 + Z (n—]: >uk + ug (formule de Pascal)
k=1
% (n + 1> "
= k-
k=0 k

n+1
1
On en déduit que (z +y)" ™! = Z (n i >a:ky"+1k. Ceci prouve 1'hérédité.



