Calcul du temps de rťeponse de systffiemes temps rťeel dans le semi-anneau (Max,+)

Anne Bouillard

31 octobre 2001

1 Introduction

J’ai effectuťe mon stage au sein de l’ťequipe TRIO (Temps Rťeel et InterOpťerabilitťe) du LO- RIA ffia Nancy. Cette ťequipe travaille sur le thffieme de la conception d’applications temps rťeel. Ses principaux axes de recherche portent sur les mťecanismes exťecutifs et protocoles, permettant par exemple le respect de contraintes temporelles, les techniques de vťeri^cation de propriťetťes temporelles, et les procťedťes de modťelisation.

On reprťesente des processus dont les comportements sont synchronisťes par des graphes d’ťevťenements. De tels systffiemes apparaissent dans la modťelisation d’un ensemble de tĹaches, effectuťees par un processus embarquťe dans un robot par exemple. Nous ťetudions ici des graphes d’ťevťenements reprťesentant des tĹaches qui interagissent ffia travers un schťema de prťeemption. Certaines ont une forte prioritťe, et doivent par consťequent Ĺetre exťecutťees avant celles qui ont de faibles prioritťes. Mais toutes ces tĹaches, qu’elles aient une forte ou une faible prioritťe, doivent obťeir ffia des contraintes temps rťeel.

Le stage avait pour but de trouver des algorithmes permettant de savoir si ces contraintes sont respectťees, ffia l’aide d’un outil : l’algffiebre (max, +).

Nous allons tout d’abord introduire quelques ťelťements thťeoriques utiles ffia la rťesolution du problffieme, puis voir comment ils ont ťetťe utilisťes dans un programme permettant de tester la cohťerence des tĹaches.

2 Dťe^nitions et prťeliminaires

2.1 Synchronisation et prťeemption

Dans un systffieme, diffťerentes tĹaches doivent Ĺetre effectuťees. Celles-ci sont pťeriodiques et elles dťependent les unes des autres.Elles ne sont exťecutťees que lorsque d’autres l’ont ťetťe. Il y a donc des pťeriodes d’inactivitťe. Il est donc important de chercher ffia diminuer le temps de latence entre les diffťerentes tĹaches : c’est un des avantages de la synchronisation. La ^n de l’exťecution d’une tĹache donne le signal de dťepart d’une autre tĹache.

Plusieurs types de synchronisation (entre deux tĹaches) sont possibles :

Ű ASYN-ASYN : les deux systffiemes sont indťependants,

Ű SYN-SYN : les deux systffiemes doivent s’attendre ffia un Şpoint de rendez-vousŤ pour que l’exťecution puisse se poursuivre,

Ű ASYN-SYN : la premiffiere tĹache s’exťecute librement, et la deuxiffieme est bloquťee jusqu’ffia ce que la premiffiere rejoigne le point de rendez-vous,

Ű SYN-ASYN : les rĹoles des deux tĹaches prťecťedentes sont inversťes.

Nťeanmoins, une synchronisation trop lourde peut engendrer des bloquages et des incohťerences temporelles. Il existe un autre mťecanisme d’interaction : la prťeemption.

Un systffieme de contrĹole est gťenťeralement composťe de diffťerents types de calculs : les calculs de vťeri^cation, rapides et simples, qui peuvent donc Ĺetre exťecutťes assez souvent, renforÿcant ainsi la robustesse du systffieme, et les mises ffia jour, habituellement plus longues ffia effectuer, car nťecessitant des calculs complexes. Celles-ci doivent donc avoir une faible prioritťe pour laisser les autres calculs s’exťecuter.

Les tĹaches du systffieme prťeemptif sont ordonnťees par leur prioritťe, et le dťeroulement du calcul se fait de la maniffiere suivante : lorsqu’une tĹache avec une grande prioritťe devient exťecutable, celle-ci effectue son cycle de calcul, et toutes les tĹaches moins prioritaires stoppent leur calcul. A la ^n du cycle, les tĹaches exťecutables venant immťediatement aprffies dans l’ordre des prioritťes reprennent leur exťecution lffia offiu elles s’ťetaient arrĹetťees.

2.2 Rťeseaux de Petri

Les rťeseaux de Petri sont des graphes qui permettent de modťeliser les tĹaches. On utilise une version lťegffierement modi^ťee du rťeseau de Petri, qui permet de prendre le temps en compte, pour reprťesenter la durťee d’exťecution des diffťerentes tĹaches.

Dťe^nition 1 (Rťeseau de Petri temporisťe). G = (Q, P, M, σ) est un rťeseau de Petri si :

Ű G est un graphe orientťe dont les nĲuds forment l’ensemble P ∪ Q,

Ű Q est un ensemble de transitions numťerotťees de taille Q,

Ű P est un ensemble de places numťerotťees de taille P ,

Ű Une transition ne peut Ĺetre reliťee qu’ffia des places, et inversement.

Ű σ = (σ_1, ..., σ_Q) est l’ensemble des temps de franchissement des transitions

Ű μ(p) est le nombre de jetons dans la place p ffia l’instant initial.

On note aussi^•q et q^• les places d’entrťee et sortie de la transition q.

L’ťevolution d’un rťeseau de Petri est alors la suivante : une transition q ne peut Ĺetre active que si toutes les places la prťecťedant possffiedent au moins un jeton. Elle est active dffies cet instant, et un jeton disparaĹ”t dans chaque place de^•q . Au bout d’un temps σ_q, un jeton supplťementaire apparaĹ”t dans chaque place de q^•. Un jeton ne peut activer qu’une transition ffia la fois. Mais il peut Ĺetre revendiquťe par plusieurs transitions. Il faut alors faire un choix : il y a con~it.

On se limite au cas particulier des graphes d’ťevťenements (chaque place n’admet qu’une transition entrante et une transition sortante). Les con~its sont ainsi ťeliminťes, et le graphe est dťeterministe.

Pour modťeliser l’ensemble des tĹaches par un graphe d’ťevťenement, chaque transition reprťesente une action de la tĹache, et la prťesence de jetons indique que la transition qui la prťecffiede a ťetťe effectuťee, et la suivante en attente d’Ĺetre activťee. σ_q reprťesente le temps nťecessaire ffia la tĹache modťelisťee par la transition q pour s’exťecuter.

Cette reprťesentation permet de mettre en ťevidence les ťeventuels bloquages du systffieme, et les incohťerences temporelles du systffieme, telles que les ťevolutions non pťeriodiques. Par exemple, si il existe un circuit dans le graphe dont toutes les places sont vides, alors il y a bloquage : il n’y aura jamais de jeton dans ce circuit.

Une tĹache simple peut Ĺetre reprťesentťee par un graphe ffia trois transitions : pour la lecture des donnťees, leur traitement, et l’ťecriture des rťesultats. On utilise ťegalement une quatriffieme transition pour que le systffieme soit pťeriodiquement activťe par une horloge.

Exemple 1. τ reprťesente la pťeriode de l’horloge et t_1 le temps d’exťecution de la tĹache. Tous les temps τ la tĹache pourra donc s’exťecuter, sous rťeserve que l’exťecution de la prťecedente soit terminťee.

FIG. 1: Exemple d’une tĹache simple.

Dans toute la suite, nous allons reprťesenter chaque tĹache par un rťeseau de Petri. Une tĹache T_i sera reprťesentťee par le graphe G_i. De plus, on divise les composantes fortement connexes des graphes en deux parties. I_i est l’ensemble des composantes initiales, aussi appelťe horloge. En gťenťeral, il s’agit d’un simple cycle formťe d’une seule transition, mais ce n’est pas obligatoire. O_i est l’ensemble des autres composantes.

On donne une relation d’ordre sur les graphes pour reprťesenter les prťeemptions. G_i ≻ G_j signi^e qu’ffia chaque fois qu’une transition de O_i est active, l’ťevolution des transitions dans O_j est stoppťee, et celle-ci reprend dffies que toutes les transitions de O_i sont inactives.

Exemple 2. Donnons un exemple de sychronisation de deux tĹaches ASYN-SYN :

FIG. 2: Deux tĹaches synchronisťees

et un exemple de tĹaches obťeissant ffia un schťema de prťeemption :

FIG. 3: Exemple de prťeemption

Tous les 5 coups d’horloge, la premiffiere tĹache est exťecutťee, et l’exťecution dure une unitťe de temps. La deuxiffieme tĹache s’effectue tous les 4 coups d’horloge, mais l’exťecution ne dure pas trois unitťes de temps : elle peut Ĺetre interrompue si la premiffiere tĹache doit s’exťecuter.

2.3 Position du problffieme

Le problffieme est de savoir si les contraintes de temps sont respectťees, c’est-ffia-dire si chaque tĹache est toujours exťecutťee dans le temps qui lui est attribuťe par l’horloge : c’est le problffieme le plus gťenťeral, notťe P1 dans la suite. On s’attachera aussi ffia rťesoudre le problffieme moins restrictif (P2) : la contrainte de temps n’est violťee qu’un nombre ^ni de fois.

On peut formuler ces deux problffiemes de maniffiere un peu plus formelle :

Ű Problffieme P1 : pour tous les graphes G_i, le nombre de jetons dans les places joignant une transition de I_i ffia une transition de O_i est bornťe par un,

Ű Problffieme P2 : pour tous les graphes G_i, le nombre de jetons dans les places joignant une transition de I_i ffia une transition de O_i est bornťe par un, sauf pour un nombre ^ni de fois.

3 Algffiebre (Max, +)

Nous allons introduire l’algffiebre (Max,+), qui est adaptťee ffia la modťelisation du problffieme.

3.1 Dťe^nition

Dťe^nition 2 (Semi-anneau (Max,+)). C’est le triplet (R_{Max} , ⊕, ⊗) offiu : Ű R_{Max} = R ∪ {−∞}, Ű ⊕ est l’opťerateur Max,

Ű ⊗ est l’addition.

L’ťelťement neutre est −∞ que l’on note ε et l’ťelťement unitťe est 0. ⊕ et ⊗ sont associatives et commutatives, mais l’opťerateur ⊕ n’est pas inversible. On peut nťeanmoins ťetendre ces opťerations au calcul matriciel : Soient A, B, C, D ∈ R^{n×n}_{Max} 1. C = A ⊕ B est dťe^nie par C_{i,j} = A_{i,j} ⊕ B_{i,j} ∀i, j ∈ N_n

2. D = A ⊗ B est dťe^nie par D_{i,j} = ⨁ k∈Nn Ai,k ⊗ Bk,j ∀i, j ∈ N n En outre, on munit la structure d’une loi de composition externe : a ⊗ A = (a ⊗ A_{i,j})_{i,j∈}N_n . Ainsi, on dispose donc d’une algffiebre (Max,+), qui conserve certaines propriťetťes d’une algffiebre classique.

De plus, on peut ťetablir une correspondance entre les graphes et les matrices dans l’algffiebre (Max,+) : on associe un poids ffia chaque arc, et on dťe^nit la matrice A associťee par : A_{i,j} = { p_{i,j} le poids de la transition entre j et i si elle existe, ε sinon. (1)

On peut ťegalement faire la transformation inverse.

Les puissances n-iffiemes de la matrice A reprťesenteront donc les poids maximum des chemins de longueur n joignant les diffťerents sommets.

On note G(A) le graphe associťe ffia la matrice A.

3.2 Quelques ťelťements de thťeorie spectrale

Dťe^nition 3. Une matrice A de dimension n est irrťeductible si et seulement si pour tout i et tout j de N_n il existe n_0 ∈ N tel que ∀n ≥ n_0 A^n_{i,j} > ε.

Remarquons qu’une matrice est irrťeductible si et seulement si son graphe associťe est fortement connexe.

Dťe^nition 4. Sous rťeserve d’existence, on dťe^nit les matrices A^∗ et A^+ par :

Ű A^∗ = ⨁_∞ n=0 A^n, et

Ű A^+ = ⨁_∞ n=1 A^n.

I est la matrice unitťe.

Lemme 1. Soit A une matrice reprťesentant un graphe G(A) dont tous les circuits sont de poids nťegatif ou nul. Alors A^∗ et A^+ sont bien dťe^nies dans R^{n×n}_{max} .

Dťemonstration : A^∗_{i,j} reprťesente le poids maximum de tous les chemins joignant i ffia j. Une condition nťecessaire et suf^sante pour que cette quantitťe soit bornťee pour tout (i, j) est que G(A) n’ait pas de chemin de poids strictement positif. Sinon, en passant par un tel circuit, on pourrait obtenir un chemin arbitrairement lourd. �

Lemme 2. Soit A une matrice de dimension n et G(A) le graphe associťe. Si G(A) n’a pas de chemins de poids strictement positif, alors

A^∗ = I ⊕ A ⊕ A^2 ⊕ ... ⊕ A^{(n−1)} (2)

Dťemonstration : Par argument de cardinalitťe, tous les chemins de longueur supťerieure ou ťegale ffia n dans le graphe sont formťes d’un circuit au moins et d’un chemin simple de longueur infťerieure strictement ffia n. D’aprffies les hypothffieses, le poids du chemin simple sera supťerieur au poids du chemin entier. �

Thťeorffieme 1. Soit A une matrice, telle que son graphe associťe n’ait que des circuits de poids nťegatif ou nul. Alors l’ťequation x = A ⊗ x ⊕ b admet une plus petite solution, x = A^∗b. En outre, si les poids des circuits sont tous strictement nťegatifs, cette solution est unique.

Dťemonstration :

Existence de la solution : Le lemme prťecťedent et les hypothffieses nous assurent de l’existence de la quantitťe A^∗b.

A^∗b est bien solution de l’ťequation : A(A^∗b) ⊕ b = (I ⊕ AA^∗)b = A^∗b

Unicitťe de la solution : Soit x une solution de l’ťequation. On a alors : x = b ⊕ Ab ⊕ A^2b ⊕ ... ⊕ A^{k−1}b ⊕ A^kx (3) Donc x ≥ A^∗b. Or puisque les poids des circuits sont strictement nťegatifs, A^{k k→∞}−→ ε. Donc pour k assez grand, on aura bien x = A^∗b. � Dťe^nition 5. Soit A une matrice. λ est une valeur propre de A s’il existe un vecteur x non nul tel que Ax = λx.

Thťeorffieme 2. Si A est une matrice irrťeductible, elle admet une unique valeur propre, ťegale au poids moyen maximum des circuits de G(A) :

λ = max i∈{0...n−1} max_{l∈} Nn A^l_{i,i} l (4) Dťemonstration :

Ű Existence d’un couple propre : Soit λ dťe^ni comme ci-dessus, et B = λ^{−1}A. Le poids maximum des circuits de B est donc nul. B^∗ et B^+ existent donc, et il existe un i_0 tel que B_{i0i0} = 0. Pour cet i_0, on a, puisque pour i ≠ i_0, I_{i,i0} = ε, B^+_{.,i0} = B^∗_{.,i0} . Par suite, BB^∗_{.,i0} = B^+_{.,i0} = B^∗_{.,i0} ⇒ AB^∗_{.,i0} = λB^∗_{.,i0} . Donc (λ, B^∗_{.,i0}) est un couple propre de la matrice A.

Ű Pour tout vecteur propre x, aucune de ses coordonnťees n’est ťegale ffia ε. En effet, il existe nťecessairement une coordonnťee x_{i0} non nulle. Or pour tout j, il existe n tel que A^n_{j,i0} ≠ ε (A ťetant irrťeductible). Mais alors, x_j ≥ λ^nx_{i0} > ε.

Ű Si λ est une valeur propre, alors c’est le poids moyen d’un cycle : il existe un x_{i1} non nul, et donc un x_{i2} tel que A_{i1,i2} x_{i2} = λx_{i1} . x_{i2} est non nul, et donc on peut itťerer ce processus : pour tout j, il existe i_{j+1} tel que A_{ij ,ij+1} x_{ij+1} = λx_{ij} . Or on obtient deux indices ťegaux (i_l par exemple), le nombre de valeurs i_j ťetant ^ni. On a donc, entre les indices i_l : A_{il,il+1} A_{il+1,il+2} ...A_{ik,il} = A^{k−l+1}_{il,il} = λ^{k−l+1}. λ est donc le poids moyen d’un circuit.

Ű Unicitťe de la valeur propre : Soit γ = (i_1, ..., i_l) un circuit (i_1 = i_l) du graphe G(A), λ une valeur propre et x un vecteur propre. ∀j ∈ N_l , on a A_{ij+1,ij} x_{ij} ≤ λx_{ij+1} , et donc, A^lx_{i1} ≤ λ^lx_{i1} et le poids moyen de γ est infťerieur ffia λ. Le point prťecťedent permet de conclure. � Dťe^nition 6. Soit A une matrice et G son graphe associťe. Un circuit est dit critique s’il est de poids moyen maximal. Le graphe critique associťe ffia G est le sous-graphe de G formťe de ses circuits critiques. La matrice critique de A est obtenue en remplaÿcant A_{i,j} par ε si l’arĹete (i, j) n’appartient pas au graphe critique.

Dťe^nition 7. On dťe^nit la cyclicitťe par la formule : c = ppcm_{C∈cfccrit} pgcd_{a∈C}l(a) (5) cfc_{crit} est l’ensemble des composantes fortement connexes du graphe critique, a parcourt les circuits, et l(a) reprťesente la longueur de a.

Le thťeorffieme suivant va Ĺetre trffies utile par la suite :

Thťeorffieme 3. Soit A une matrice irrťeductible, c sa cyclicitťe, et λ son unique valeur propre. Il existe alors un entier naturel n_0 appelťe temps de couplage tel que :

∀n ≥ n_0 A^{n+c} = λ^c ⊗ A^n (6)

Nous dťemontrerons une propriťetťe plus prťecise en Section 6.

3.3 Modťelisation des graphes d’ťevťenements

On cherche maintenant ffia reprťesenter l’ťevolution des graphes d’ťevenements par des ťequations dans l’algffiebre (Max,+). On suppose en outre qu’ffia l’instant initial il y a au plus 1 jeton dans les places (en ajoutant des transitions et des places supplťementaires, on peut se ramener ffia ce cas).

3.3.1 Cas des systffiemes isolťes

On dispose d’un graphe d’ťevťenement temporisťe G de taille n dont les durťees de franchissement des transitions sont reprťesentťees par le vecteur σ, et le marquage dans les jetons est supposťe Ĺetre 0 ou 1 ffia l’instant initial. X_q(k) est le temps de k-iffieme tir dans la transition q. C’est l’ťevolution de X que l’on veut trouver.

Dťe^nissons les matrices A(k) pour k ∈ {0, 1} :

A(k)_{i,j} = { σ_j si il existe une place entre i et j ayant k jetons ffia l’instant initial ε sinon. (7) A(0) reprťesente le sous-graphe de G, offiu l’on garde uniquement les places sans jeton initialement, et A(1) le sous-graphe offiu l’on garde uniquement les places avec jeton initialement. Dans une transition, le temps de n-iffieme tir est obtenu en calculant le maximum des temps de n-iffieme tir plus le temps de franchissement des transitions prťecťedant la transition donnťee, pour les places n’ayant pas de jetons au temps 0, et du n − 1-iffieme temps de tir plus le temps de franchissement pour celles qui ont un jeton ffia l’instant initial.

X_q(n + 1) = ⨁ i∈N_N A_{q,i}(0)X_i(n + 1) ⊕ ⨁ i∈N_N A_{q,i}(1)X_i(n) (8) donc, on a :

X(n + 1) = A(0)X(n + 1) ⊕ A(1)X(n) (9)

Soit A = A(0)^∗A(1). Cette matrice correspond au graphe G dans lequel toutes les places sans jeton ffia l’instant initial ont ťetťe court-circuitťees. Le graphe est modi^ťe, mais son ťevolution reste inchangťee : on remplace des chemins passant par une place avec un jeton, puis sans jeton par une transition du poids total. Les poids des circuits restent inchangťes. Les temps de tir dans les transitions restent les mĹemes. L’ťequation 9 donne alors :

X(n + 1) = A ⊗ X(n) (10)

3.3.2 Systffiemes non isolťes

On suppose l’existence d’une source qui envoie des jetons aux dates (u(n)) dans des transitions de C. Soit B le vecteur dťe^ni par : B_i = 0 si la transition i est reliťee ffia la place source, et ε sinon. Alors l’ťevolution du systffieme sera :

X(n + 1) = A ⊗ X(n) ⊕ B ⊗ u(n) (11)

4 Formulation algťebrique des problffiemes ffia rťesoudre

On considffiere d’abord le cas de deux systffiemes, puis on fera une gťenťeralisation ffia N systffiemes. On suppose que tous les temps de tir sont des entiers.

Considťerons G_1 et G_2 deux graphes, tels que G_1 ≻ G_2.

4.1 Calcul des temps de cycles dans les graphes

Pour faire des calculs dans les graphes, le lemme suivant est trffies utile :

Lemme 3. Pour toute composante fortement connexe isolťee C il existe un temps de cycle λ_C rťeel positif, une cyclicitťe s_C entier strictement positif et une pťeriode de transition k_C entier positif ou nul tel qur pour toute transition q ∈ C et tou k ≥ k_C on a : V_q(k + s_C) = V_q(k) + s_Cλ_C.

Ce lemme nous permet de trouver facilement les temps de cycle pour les composantes fortement connexes d’un graphe fermťe : si le maximum des temps de cycle des composantes qui prťecffiedent une composante C est supťerieur au temps de cycle de C prise isolťee, alors C dans le graphe a pour temps ce cycle de maximum. Sinon, le systffieme est dit instable, et le temps de cycle pour cette composante est la mĹeme que si elle ťetaie isolťee.

4.2 Modťelisation en temps contractťe

Activitťe dans le premier graphe Introduisons une fonction d’activitťe du premier graphe :

S_1(t) = { 1 s’il y a une transition de O_1 active ffia la date t, 0 sinon.

(12)

On sait que l’ťevolution du systffieme est pťeriodique, de pťeriode T. On dťe^nit alors le cĲf^cient Γ = ∫_T 0 1 − S_1(τ) dτ qui reprťesente la durťee d’inaction du graphe 1 pendant une pťeriode, et la fonction F de R dans R dťe^nie par F (t) = ∫_t 0 1 − S_1(τ) dτ qui reprťesente le temps contractťe par l’activitťe de G_1 : c’est le temps pendant lequel le graphe G_2 peut Ĺetre actif. F est pseudopťeriodique de pťeriode T , d’incrťement Γ.

Deuxiffieme graphe en temps contractťe Soit H une copie de G_2 mais non prťeemptťee par G_1. On introduit les suites {X_q(n)} et {V_q(n)} des temps de tir dans la transition q dans respectivement G_2 et H.

Le dernier thťeorffieme appliquťe au graphe devient alors :

Lemme 4. Pour toute composante fortement connexe isolťee C il existe un temps de cycle λ_C rťeel positif, une cyclicitťe s_C entier strictement positif et une pťeriode de transition k_C entier positif ou nul tel que pour toute transition q ∈ C et tout k ≥ k_C on a : V_q(k + s_C) = V_q(k) + s_Cλ_C.

On dťe^nit l’ťevolution du deuxiffieme systffieme en temps contractťe : X^′_q(k) = F (X_q(k)). On vťeri^e que l’ťevolution des temps de tir des transitions est toujours pseudo-pťeriodique en temps contractťe.

GrĹace au lemme prťecťedent, on a le rťesultat suivant :

Lemme 5. Pour toute composante fortement connexe C du graphe G_2 prise sťeparťement, on a :

Ű si C ∈ I_2, alors pour toute transition q ∈ C et tout k ≥ n_C, X^′_q(n + s_CT ) = X^′_q(n) + s_Cλ_CΓ

Ű si C ∈ O_2, alors pour toute transition q ∈ C et tout k ≥ n_C , X^′_q(n + s_C) = X^′_q(n) + s_Cλ_C

L’ťevolution du systffieme G_2 dans O_2 est donc la mĹeme en temps contractťe que ce qu’elle serait en temps rťeel sans la prťeemption de G_1. C’est dans I_2 que celle-ci est visible : l’arrivťee des jetons dans les places entre I_2 et O_2 est accťelťerťee. Ceci simpli^e les calculs, dans la mesure offiu, en gťenťeral, I_2 est une simple horloge. L’horloge est toujours pseudo-pťeriodique, et donc l’ťevolution globale de G_2 est encore pseudo-pťeriodique.

Nous allons maitenant voir si le systffieme est stable. Pour cela, dťe^nissons les quantitťes λ^′_C = λ_CΓ/T si C ∈ I_2 et λ^′_C = λ_C si C ∈ O_2. Deux cas se prťesentent :

1. min_{C∈I} λ^′_C ≥ max_{C∈O} λ^′_C et le systffieme est stable. Toutes les transitions atteignent en un temps ^ni un rťegime pseudo-pťeriodique tel que X^′_q(n + s_{C0} mT ) = X^′_q(n) + s_{C0} mλ_{C0} Γ offiu m est un entier tel que mT et mλ_{C0} en soient aussi. Le nombre de jetons dans les places est bornťe. Le processus d’activitťe devient pťeriodique, en temps rťeel et en temps contractťe.

2. min_{C∈I} λ^′_C < max_{C∈O} λ^′_C et le systffieme est instable. Dans certaines places le nombre de jetons croĹ”t vers l’in^ni.

Exemple 3. Dans le premier exemple, l’application du premier lemme suf^t ffia montrer que le systffieme n’est pas stable. En effet, la premiffiere tĹache s’effectue toutes les 20 unitťes de temps, et impose donc ffia la seconde de s’effectuer aussi ffia cette vitesse. Or l’horloge de la deuxiffieme tĹache a une pťeriode de 15 unitťes de temps. Donc le nombre de jetons dans la place situťee dans la seconde tĹache, juste avant le point de rendez-vous tend vers l’in^ni avec le temps.

Considťerons un systffieme formťe d’une composante initiale, C_1, et d’une autre composante, C_2. La place de transition entre C_1 et C_2 est notťee q_1 (et appartient ffia C_2).

Introduisons (t_n) la suite des dates d’arrivťee d’un jeton en q_1 en temps rťeel et {u(n)} = {F (t_n)} celle en temps contractťe. {u(n)} est pseudo-pťeriodique et u(n + T ) = u(n) + σΓ On a donc l’ťequation en temps contractťe : X(n + 1) = A ⊗ X(n) ⊕ B ⊗ u(n), offiu A est la matrice associťee au graphe C_2 pris isolťement, et B le vecteur dont les composantes sont toutes ťegales ffia ε, sauf celles reliťees ffia la place q_1 , qui sont nulles.

4.3 Problffieme P2

Nous avons dťejffia montrťe comment savoir si un systffieme est stable globalement ou non. Introduisons tout d’abord de nouvelles notations. On notera dťesormais T le plus petit multiplicateur commun (ppcm) de la pťeriode de u et de celle de l’horloge. Γ est alors modi^ťe. γ est la plus grande valeur propre de A, et σ le temps de cycle de l’horloge.

Nous supposerons dťesormais que le systffieme est stable (σΓ/T ≥ γ). Il nous faut donc maintenant af^ner notre analyse a^n de savoir si une tĹache a ťetťe effectuťee presque ffia chaque fois dans le temps qui lui a ťetťe imparti, c’est-ffia-dire ffia chaque fois, une fois le rťegime pťeriodique atteint.

Dťe^nissons le vecteur Z(n) = X(n) − u(n + 1). X et u sont toutes les deux pseudopťeriodiques de pťeriode T et d’incrťement σΓ ffia partir d’un certain rang, donc l’ťevolution de Z devient elle aussi pťeriodique de pťeriode T , et on a : Z(kT + s) = Z((k − 1)T + s ∀k ≥ k_0, ∀0 ≤ s ≤ T − 1 (13) Or (X(n))_1 reprťesente la date de n-iffieme tir dans la transition 1 (celle qui est reliťee ffia la place q_1 et u(n + 1) est la date d’arrivťee du n + 1-iffieme jeton dans cette place. Pour que la propriťetťe P2 soit satisfaite, il faut donc que, pour presque tout n, Z(n)_1 ≤ 0.

GrĹace ffia la pťeriodicitťe de Z, il faut et il suf^t de montrer que Z(kT + s) ≤ 0 pour un k ≥ k_0 et tout s ∈ {0, ..., T − 1}. Or,

Z(kT + s) = X(kT + s) − u(kT + s + 1) = [A ⊗ X(kT + s − 1) ⊕ B ⊗ u(kT + s)] − u(kT + s + 1) = A ⊗ X(kT + s − 1) − u(kT + s) − u(kT + s + 1) + u(kT + s) ⊕B ⊗ u(kT + s) − u(kT + s + 1) = −τ(kT + s) ⊗ A ⊗ Z(kT + s − 1) ⊕ −τ(kT + s) ⊗ B = ... = σΓ ⊗ A^{⊗T} ⊗ Z((k − 1)T + s) T −1⨁

i=0 (−τ(kT + s) − ... − τ(kT + s − i)) ⊗ A^{⊗i} ⊗ B

Posant M = σΓ ⊗ A^{⊗T} et C(s) = ⨁_{T −1} i=0 (−u(kT + s + 1) + u(kT + s − i)) ⊗ A^{⊗i} ⊗ B, on a Z(kT + s) = M ⊗ Z(kT + s) ⊕ C(s) et donc Z(kT + s) = M^∗ ⊗ C(s).

La propriťetťe P2 est donc vťeri^ťee si et seulement si M^∗ ⊗ C(s) ≤ 0 ∀0 ≤ s ≤ T − 1.

4.4 Propriťetťe 2 pour toutes les phases initiales

A chaque fois qu’une exťecution est lancťee, il se peut que ce soit avec une phase initiale diffťerente, c’est-ffia-dire qu’il y a un dťecalage temporel entre les deux systffiemes ffia l’instant initial. Pour cette raison, on voudrait s’assurer que la propriťetťe P2 est satisfaite quelque soit l’ťetat de dťepart du systffieme.

Dans la partie pťeriodique de l’ťevolution du systffieme, il y a T phases diffťerentes. Pour une phase ϕ donnťee, ϕ ∈ [1...T − 1], les temps de tir en temps rťeel sont alors dťecalťes de ϕ.

Soient u_ϕ(n) = F (t_n +ϕ) la date du n-iffieme tir en temps contractťe, τ_(ϕ) = u_ϕ(n+1)−u_ϕ(n) et C_ϕ la valeur obtenue en remplaÿcant τ par τ_ϕ dans la formule donnant C.

Il s’agit alors de savoir si K = ⨁_{T −1} ϕ=0 ⨁_{T −1} s=0 M^∗ ⊗ C_ϕ(s) a sa premiffiere coordonnťee nťegative ou nulle. Mais cette formule se calcule avec une complexitťe en O(T^3), ce qui est trop. On cherche donc une autre formule.

Remplaÿcons C_ϕ par sa formule. On a donc :

M^∗ ⊗ C_ϕ(s) = T −1⨁

i=0 (M^∗ ⊗ A^i)_{1,1} ⊗ −(u_ϕ(kT + s + 1) − u_ϕ(kT + s − i)) (14)

et alors,

K = T −1⨁

ϕ=0

T −1⨁

s=0 M^∗ ⊗ C_ϕ(s)

= T −1⨁

i=0 (M^∗ ⊗ A^i)_{1,1} T −1⨁

ϕ=0

T −1⨁

s=0 −(u_ϕ(kT + s − 1) − u_ϕ(kT + s + i))

= T −1⨁

i=0 (M^∗ ⊗ A^i)_{1,1} T −1⨁

ϕ=0

T −1⨁

s=0 −(u_ϕ(s + i + 1) − u_ϕ(s))

Pour chaque i, cherchons le minimum de u_ϕ(s) − u_ϕ(s + i − 1). Pour ce faire, on choisit s^∗ une fonction de i telle que pour tout s ∈ [0...T ] on ait t_{i+1+s}� − t_s� ≤ t_{i+1+s} − t_s puis ϕ^∗ tel que F (t_{i+1+s}� + ϕ^∗) − F (t_s� + ϕ^∗) ≤ F (t_{i+1+s}� + ϕ) − F (t_s� + ϕ). On obtient bien l’inťegalitťe voulue, et l’ťegalitťe est obtenue pour s = s^∗ et ϕ = ϕ^∗.

K = T −1⨁

i=0 (M^∗ ⊗ A^i)_{1,1} + (u_ϕ� (s^∗) − u_ϕ� (s^∗ + i + 1)) (15)

Pour chaque i, le calcul de s^∗ et de ϕ^∗ se fait en O(T ) et donc le calcul complet en O(T^2).

4.5 Propriťetťe 1

La propriťetťe 2 nous assure que dans la partie pťeriodique les contraintes de temps sont respectťees. Ainsi, pour la propriťetťe 1, il suf^t de vťeri^er ces contraintes pour la partie transitoire. Mais au lieu de vťeri^er ffia chaque fois si la partie pťeriodique est atteinte, on cherche plutĹot ffia majorer la durťee de la pťeriode de transition.

A et u sont pseudo-pťeriodiques ffia partir d’un certain rang. Il faut chercher leur temps de couplage. Pour cela, on regarde ffia chaque ťetape si la partie pťeriodique est atteinte. La pťeriode de transition est donnťee par la formule suivante :

t_0 + e ⊗ (I ⊕ A)^{2t0+p} ⊗ (B ⊕ (X(1) − u(1))) −γ/c + σΓ/T (16)

p est le ppcm du temps de cyclicitťe de u et A, t_0 le maximun de leurs pťeriodes de transition, e est le vecteur ligne formťe de 0.

Pour chercher cette pťeriode de transition, il faut chercher le temps de couplage de A, mais on peut se demander s’il existe un majorant s’exprimant en fonction de A, de sorte que l’on n’ait plus ffia calculer les puissances de A. Une fois la partie de programmation terminťee, un des objectifs du stage ťetait de trouver un tel majorant. C’est ce que nous verrons en partie 6.

4.6 Exemple

Reprenons le deuxiffieme exemple.

On a les valeurs suivantes : T = 5, Γ = 4, λ_I = 4, λ_O = 3 et λ^′_I = 16/5 < 3. Le systffieme est stable globalement.

Intťeressons nous maintenant aux propriťetťes P1 et P2 :

Remarquons d’abord que le systffieme est pťeriodique : si P2 est vťeri^ťee, alors P1 aussi. On a en temps contractťe :

u(k) = 4k + ⌈ 4k 5 ⌉ (17)

La matrice A est : [ ε 3 ε ε ]

Pour la transition reliťee ffia l’horloge, on a donc l’ťevolution : x(k) = 3 ⊗ x(k − 1) ⊕ u(k). et z(k) = x(k) − u(k + 1)

Supposons que le systffieme est stable jusqu’au rang k − 1. Alors, on a :

z(k) = x(k) − u(k + 1) = x(k) − u(k) + u(k) − u(k + 1)

u(k + 1) − u(k) ≥ 3 et x(k − 1) ≤ u(k). Donc, puisque x(k) = 3 ⊗ x(k − 1) ⊕ u(k),

Ű soit x(k) = u(k), auquel cas z(k) ≤ −3,

Ű soit x(k) = 3 + x(k − 1) et z(k) ≤ 0.

Donc la propriťetťe 2 est satisfaite au rang k.

La propriťetťe 2 est donc satisfaite.

4.7 Gťenťeralisation ffia un nombre arbitraire de systffiemes

On suppose maintenant qu’il y a N systffiemes, ordonnťes selon leur prioritťe par l’ordre partiel ≻. Pour un systffieme i donnťe, soit J l’ensemble des systffiemes qui le prťeemtent.

La pťeriode des systffiemes prťeemptifs est alors T = ppcm_{j∈J} T_j et le processus d’activitťe S(t) = max_{j∈J} S_j(t).

Pour savoir si les propriťetťes sont vťeri^ťees pour un systffieme donnťe, il suf^t d’effectuer les calculs prťecťedents en remplaÿcant T_1 et S_1 par les formules ci-dessus.

Ainsi, pour savoir si les contraintes de temps sont vťeri^ťees, on procffiede par induction sur l’ordre des prioritťes, pour toutes les tĹaches.

5 Aspects algorithmiques

5.1 Plan du programme

Le but du stage ťetait de faire un programme permettant de savoir si les systffiemes ťetaient stables, et si les propriťetťes ťetaient vťeri^ťees, ffia partie du graphe d’ťevťenement des tĹaches.

ffiA partir du graphe, on peut facilement trouver la matrice d’adjacence du graphe M (M_{i,j} = 0 s’il existe un arc de i ffia j et ε sinon), la matrice A et le vecteur des durťees de tir dans les transitions.

Il a aussi fallu trouver un systffieme pour reprťesenter l’ordre des prioritťes des diffťerentes tĹaches. On considffiere qu’il y a des diffťerents niveaux de prťeemption : on reprťesente ceux-ci par des entiers. Plus la tĹache est prioritaire, plus le niveau est ťelevťe. ffiA chaque transition du graphe, on associe alors un entier qui symbolise le niveau de prťeemption de la tĹache.

Une premiffiere partie du programme consiste ffia trouver et trier dans l’ordre topologique les diffťerentes composantes composantes fortement connexes. Il faut aussi sťeparer les diffťerents systffiemes disjoints (les diffťerentes tĹaches).

Une fois les systffiemes dťe^nis, on vťeri^e la cohťerence des prťeemptions : toutes les transitions d’un mĹeme systffieme doivent avoir le mĹeme niveau de prioritťe.

Ainsi, on connaĹ”t l’ordre des tĹaches, et on peut tester les diffťerentes propriťetťes en prenant les systffiemes dans l’ordre dťecroissant des niveaux de prťeemption.

On teste d’abord la stabilitťe des systffiemes, indťependamment des prťeemptions. Pour cela, il faut calculer les temps de cycle des composantes fortement connexes, et les comparer ffia ceux des prťecťedentes : on calcule la valeur propre de la restriction de A aux composantes fortement connexes.

Ensuite, il faut calculer la fonction d’activitťe et la pťeriode associťee aux systffiemes prioritaires sur celui qui est traitťe. On obtient ainsi le coef^cient Γ et on peut calculer les temps de cycle en temps contractťe, ce qui permet de savoir si le systffieme est globalement stable ou non.

Si le systffieme est stable, on regarde si les autres propriťetťes sont vťeri^ťees : dans l’ordre, P2, puis P2 pour toutes les phases initiales, et en^n P1.

En^n, on calcule l’activitťe du systffieme comme suit : le systffieme est actif si une de ses transitions non initiales est active, ou si un des systffiemes plus prioritaires que lui est actif.

On lit les rťesultats dans un ^chier de sortie.

5.2 L’outil ERS

La derniffiere partie du stage ťetait consacrťee ffia l’intťegration de ce programme ffia l’outil ERS. ERS est un ensemble d’outils servant ffia la modťelisation de graphes d’ťevťenements. Il est conÿcu comme un systffieme modulaire : il est formťe de programmes indťependants, ayant chacun une fonction prťecise.

Les programmes peuvent communiquer entre eux : les ^chiers d’entrťee doivent avoir un format prťecis. L’utilisation de plusieurs modules permet de faire une analyse assez complexe des graphes.

Il y a aussi une interface graphique qui facilite l’entrťee des ^chiers utilisťes par les outils d’analyse.

6 Temps de couplage d’une matrice irrťeductible dans l’algffiebre (Max,+)

Revenons au thťeorffieme 3 et ffia la propriťetťe P1. Le thťeorffieme donne l’existence d’un rang k_0 ffia partit duquel on a la formule :

∀k ≥ k_0, A^{⊗(k+c)} = λ^{⊗c} ⊗ A^{⊗k} (18)

6.1 Introduction

Aucune indication n’est donnťe quant ffia son ordre de grandeur. On cherche ici ffia trouver un majorant de k_0.

Hypothffieses faites sur la matrice A

On considffiere une matrice A ∈ R^{N×N}_{max} , irrťeductible.

On suppose ťegalement que sa valeur propre est 0 : quitte ffia multiplier la matrice par λ^{−1}, on peut considerer sans perte de gťenťeralitťe que la valeur propre est nulle. On suppose que A est acyclique (c = 1). Il suf^t de prendre en compte la matrice A^c, et de multiplier le temps trouvťe par c.

Soit G le graphe associťe ffia A. A^k_{i,j} donne les poids maximum des chemins de i ffia j de longueur k. L’hypothffiese faite sur la valeur propre et la cyclicitťe nous permet de chercher le rang ffia partir duquel (A^n_{i,j})_n est stationnaire.

6.2 Tous les nĲuds de la matrice sont critiques

6.2.1 La matrice critique est irrťeductible

Lemme 6. Sous ces hypothffieses, pour tous i, j il y a un chemin de poids maximum de i ffia j qui est un chemin du graphe critique.

Dťemonstration : le graphe critique est fortement connexe, donc tout chemin de i ffia j dans celui-ci est sous chemin d’un circuit critique, donc de poids maximum. En effet, en considťerant le chemin de j ffia i dans le graphe critique, et un chemin de poids supťerieur ffia celui du graphe critique, on obtiendrait un poids strictement positif pour un cycle. �

Thťeorffieme 4. Soient G un graphe fortement connexe, acyclique ffia N nĲuds et i un nĲud du graphe. Supposons que par i passe un cycle de longueur n. Alors, pour tout nĲud j de G, il existe un chemin de i ffia j de longueur k pour tout k ≥ (N − 1)n.

Dťemonstration : Posons tout d’abord S(0) = {i} et

∀k ≥ 1, S(k) = {j|il existe un chemin de i ffia j de longueur nk.} (19)

Puisque le nĲud i appartient ffia un circuit de longueur n, S(k + 1) est la rťeunion de S(k) et des circuits formťes d’un chemin de S(k) et d’un chemin de longueur n (S^′(k), qui ne dťepend par construction que de S(k)). On aura donc :

∀k ∈ N, S(k + 1) ⊇ S(k). (20)

et mĹeme :

S(k + 1) = S(k) ∪ S^′(k) (21)

S est donc une suite croissante dans les parties de N,qui est ^ni, rťecurrente d’ordre 1. Il existe donc un entier k^∗ tel que S soit strictement croissante jusqu’au rang k^∗ puis stationnaire.

Or, G est apťeriodique, donc il existe un rang ffia partir duquel il existe des chemins joignant tous nĲuds pour toutes les longueurs de chemin. Donc S(k^∗) = N_N .

De plus, k^∗ ≤ N − 1 : S est strictement croissante jusqu’au rang k^∗ et |S(0)| = 1. Par consťequent, il existe des chemins de longueur (N − 1)n de i ffia j. Le graphe ťetant fortement connexe, pour tout nĲud j, il existe un nĲud l tel que (l, j) soit une arĹete du graphe. Il y a donc des chemins de longueur (N − 1)n + 1 de i ffia j, et en itťerant, de longueur m, m ≥ (N − 1)n. �

Corollaire 1. Soit G un graphe fortement connexe, acyclique ffia N nĲuds. Soit n la longueur de son plus petit cycle. Alors pour tous i et j, il existe un chemin joignant i ffia j de longueur k pour tout k ≥ k_0 offiu

k_0 = N + (N − 2)n. (22)

Dťemonstration : Le plus court chemin de i ffia un nĲud l d’un cycle de longueur n a au plus N −n arcs. On applique le thťeorffieme prťecťedent au nĲud l et on trouve k_0 ≤ (N − n) + (N − 1)n = N + (N − 2)n. On peut donc prendre cette valeur pour k_0. �

Appliquons ce corollaire au graphe critique. Le lemme 6 permet de ne considťerer que les chemins du graphe critique. Il est acyclique, et tous ses chemins sont critiques. Donc ffia partir du rang N + (N − 2)n, le graphe critique permet ffia lui seul de trouver les chemins de poids maximum, et donc de trouver les coef^cients des matrices A^k.

Notons aussi que n est le plus petit entier k tel qu’un ťelťement de la diagonale de A^k soit nul.

6.2.2 La matrice critique n’est pas irrťeductible

Il y a maintenant K composantes fortement connexes dans le graphe critique. Un chemin de poids maximum passe par au plus K − 1 arcs qui ne sont pas dans le graphe critique. Le reste du chemin se fait donc ffia l’intťerieur des composantes du graphe critique.

Pour chaque composante k, notons N_k son nombre de nĲuds, et n_k la longueur de son plus court cycle. ffiA l’aide de la formule prťecťedente, on connaĹ”t le rang ffia partir duquel tout nĲud est joignable ffia tout autre, dans une mĹeme composante. donc, on a :

k_0 ≤ (K − 1) + ∑ k∈K (N_k − 2)n_k (23)

Soit n le maximum des n_k.

k_0 ≤ (K − 1) + ∑ k∈K (N_k − 2)n_k

≤ (K − 1) + N + ( ∑ k∈K (N_k − 2))n

≤ (K − 1) + N + (N − 2K)n

On peut donc prendre k_0 = (K − 1) + N + (N − 2K)n

6.3 Tous les nĲuds ne sont pas critiques

Le poids maximum pour un trajet sera atteint lorsque le chemin aura tous ses circuits critiques. Mais il se peut qu’il y ait un circuit de poids moyen trffies proche de 0 par lequel passent les chemins de poids maximum pour certaines longueurs.

Exemple 4. On a A^n_{k,j} = −nε jusqu’ffia ce que nε > 10000 et donc jusqu’au rang 10000/ε

FIG. 4: Graphe dont tous les nĲuds ne sont pas critiques.

Soit A^′ la matrice dans laquelle on a remplacťe tous les coef^cients par ε si une des deux coordonnťees reprťesentait un nĲud critique. On ne garde donc que les chemins ne passant par aucun nĲud critique. Soit B la matrice dťe^nie par : ⨁_N k=1 A0^k k .Cette matrice donne pour tout nĲud le poids moyen maximal des circuits ne contenant aucun nĲud critique y passant. On pose pour tou nĲud i non critique ε_i = B_{i,i}

On divise l’ensemble des nĲuds en 2 :

Ű C l’ensemble des nĲuds critiques,

Ű C^′ les autres.

Fixons i et j.

Calculons tout d’abord le rang ffia partir duquel on peut trouver un chemin critique pour toutes longueurs. Il faut en fait trouver un chemin de poids maximal qui passe par au moins un nĲud critique. Supposons qu’il y a N_K nĲuds critiques. La longueur maximale d’un chemin passant par un nĲud critique est donc (N − N_K ) + (N − 1). En modi^ant lťegffierement la formi=ule trouvťee prťecťedemment, on trouve un rang k_0 = (N − N_K ) + (N − 1) + N_K + (N_K − 2K)n = 2N − 1 + (N_K − 2K)n.

Il reste maintenant ffia trouver la longueur ffia partir de laquelle le chemin critique est maximal. Posons P^k_{i,j} = A^∗_{i,k} ⊗ A^∗_{k,j} et P_{i,j} = max_{k∈C} A^∗_{i,k} ⊗ A^∗_{k,j}. P^k_{i,j} est le chemin de poids maximum de i ffia j passant par k et P_{i,j} est le chemin de poids maximum de i ffia j passant par au moins un nĲud critique.

ffiA partir de la longueur max(^{(P ki,j −Pi,j )+}_{−εk} + l_{i,j}, k − 0) (l_{i,j} est la longueur du chemin simple de poids maximum passant par un nĲud critique), les chemins de poids maximum ne passeront pas par k.

Mais alors, tous les circuits des chemins de poids maximum pour une certaine longueur seront critiques ffia partir de :

max(max_{k∈C0} (P^k_{i,j} − P_{i,j})^+ −ε_k + l_{i,j}, k_0) (24)

En^n, on majore sur i et j. Soit k_1 la longueur minimale pour que les seuls circuits par lesquels passent les chemins soient critiques. On a aussi : l_{i,j} ≤ 2(N − 1).

k_1 ≤ max(max_{i∈} N_N max j∈N_N max_{k0∈C0} (P^{k0}_{i,j} − P_{i,j})^+ −ε_k0 + 2(N − 1), k_0) (25)

On peut simpli^er cette formule :

Prenons le maximum de ε_k pour les nĲuds non critiques, et notons le ε. On a alors :

k_1 ≤ max( max_{i,j∈} N_N max_{k0∈C0} (P^{k0}_{i,j} − P_{i,j})^+ −ε + 2(N − 1), k_0) (26)

En fait, pour P^{k0}_{i,j}, on peut ne prendre en compte que les chemins ne passant pas aucun nĲud critique, et donc ces coef^cients ne dťependent que de A^′. On a donc en prenant la norme du maximum |.|:

k_1 ≤ max( 1 −ε (|A^{′∗}| − |P^∗|)^+ + 2(N − 1), k_0) (27)

≤ max( 1 −ε (|A^{′∗}| − |P^∗|)^+ + 2(N − 1), 2N − 1 + (N_K − 2K)n) (28)

≤ 2N − 1 + max( 1 −ε (|A^{′∗}| − |P^∗|)^++, (N_K − 2K)n) (29)

7 Conclusion

GrĹace ffia un outil algťebrique, on a pu automatiser des calculs et faire une analyse de la stabilitťe de tĹaches ordonnancťees par une systffieme de prťeemption et de synchronisation.

Ce stage m’a permis d’approfondir ma connaissance du langage C, et m’a fait dťecouvrir un laboratoire de recherche.

Je tiens ffia remercier tous les membres de l’ťequipe TRIO pour leur disponibilitťe et leur sympathie.

Rťefťerences

[1] F. Baccelli, B. Gaujal, D. Simon. Analysis of preemptive periodic real time systems using the (max,plus) algebra. Rapport INRIA, 1999.

[2] F. Baccelli, G. Cohen, G. J. Olsder,J.-P. Quadrat. Sychronization and Linearity.Wiley, 1992.

[3] Eric V. Denario. Periods of connected networks and powers if nonnegative matrices. Mathematics of Operation Research, Vol. 2, No. 1, 1977.

Table des matiffieres

1 Introduction 1

2 Dťe^nitions et prťeliminaires 1 2.1 Synchronisation et prťeemption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2.2 Rťeseaux de Petri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 2.3 Position du problffieme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Algffiebre (Max, +) 5 3.1 Dťe^nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 3.2 Quelques ťelťements de thťeorie spectrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 3.3 Modťelisation des graphes d’ťevťenements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 3.3.1 Cas des systffiemes isolťes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 3.3.2 Systffiemes non isolťes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4 Formulation algťebrique des problffiemes ffia rťesoudre 9 4.1 Calcul des temps de cycles dans les graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 4.2 Modťelisation en temps contractťe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 4.3 Problffieme P2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 4.4 Propriťetťe 2 pour toutes les phases initiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 4.5 Propriťetťe 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 4.6 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 4.7 Gťenťeralisation ffia un nombre arbitraire de systffiemes . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

5 Aspects algorithmiques 15 5.1 Plan du programme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 5.2 L’outil ERS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

6 Temps de couplage d’une matrice irrťeductible dans l’algffiebre (Max,+) 16 6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 6.2 Tous les nĲuds de la matrice sont critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 6.2.1 La matrice critique est irrťeductible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 6.2.2 La matrice critique n’est pas irrťeductible . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 6.3 Tous les nĲuds ne sont pas critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

7 Conclusion 20