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TP 8 - Propriétés des relations sur 7Z

Au cours de cette séance, nous allons réviser quelques tactiques de base de LEAN. On utilisera
les propriétés des relations sur Z en quise d’illustration.

Pour vous entrainer a l’examen, certaines questions demanderont d’écrire les trois rédactions
sur papier (code LEAN, évolution du contexte et de l'objectif, et rédaction en langage naturel).
Ces questions seront indiquées avec les mots (3xRédaction).

1 Définir des relations en LEAN

Une relation sur Z est un prédicat portant sur deuz éléments de Z. On peut par exemple définir
en LEAN un prédicat divise, portant sur deux entiers relatifs a b, et indiquant que a divise
b :

def divise (a b : Int) :=

d m: Int, b =a *m

1. Définir en LEAN une relation congru_mod_2, portant sur deux entiers a, b, et indiquant que
a et b sont congrus modulo 2.

2. On prendra la définition suivante de la relation « inférieur ou égal ». On dit que a € 7Z est
inférieur ou égal a b € Z s’il existe [ € N tel que

b=a-+1.
Définir en LEAN une relation inferieur, portant sur deux entiers relatifs a et b, et indiquant
que a est inférieur ou égal a b.

Une relation sur Z peut aussi étre vue comme une fonction du type Int—Int—Prop, donc
prenant deux entiers et renvoyant une proposition :

3. Tapez « #check (inferieur) », et vérifiez que vous avez bien compris ce qui s’affiche.

2 Propriétés des relations

4. Soit R une relation sur Z. Ecrivez sur votre feuille les quatre formules du premier ordre
correspondant aux affirmations suivantes : « R est réflexive », « R est transitive », « R est
symétrique » et enfin, « R est antisymétrique ».

En LEAN, on peut utiliser ces définitions pour formuler des prédicats portant une relation.
Par exemple, le code suivant introduit le prédical est_symetrique, portant sur une relation
R : Int—Int—Prop, et affirmant que R est symétrique :

def est_symetrique (R : Int — Int — Prop) :=
Vab: Int, (Rab)—> (RDba




5. De la méme maniere, définissez des prédicats est_reflexive, est_transitive et est_antisymetrique.

On va maintenant pouvoir démontrer quelques propriétés des relations congru_mod_2 et inferieur.

6. (3xRédaction). Démontrez maintenant que la relation inferieur est réflexive, en écrivant
les détails de la preuve du théoreme suivant :

theorem relation_inferieur est_reflexive

est_reflexive inferieur:= by

--Arguments de la preuve

b

Apres avoir écrit les preuves au papier, vérifiez que I'ordinateur suit bien le cheminement que
vous aviez prévu.

7. Démontrons que la relation inferieur est transitive : ’énoncé du théoréme a prouver est le
suivant :

theorem relation inferieur est transitive

est_transitive inferieur:= by

—--Arguments de la preuve

Ecrivez les détails de la preuve en LEAN : la premiere étape est de réécrire la définition de la
propriété est_transitive.

8. En LEAN, procédez de méme pour montrer que la relation inferieur est antisymétrique.
Vous pourrez avoir besoin de I’axiome suivant (sans démonstration) qui affirme que pour tous
eniers naturels l1,lo € N, sil; + 1l =0 alors [y =1, =0 :

axiom somme_naturels_zero

V11 12 : Nat, 11 +12=0 — (11 =0A12 = 0)

9. Procédez de méme qu’a la question 6 pour montrer que la relation congru mod_2 satisfait
les trois propriétés suivantes :

1. réflexivité;
2. (3xRédaction) symétrie;
3. transitivité.

10. Quelles sont les propriétés définissant une relation d’ordre? une relation d’équivalence ?
Définissez deux prédicats est_relation_ordre (resp. est_relation_equivalence) en LEAN,
portant sur une relation R : Int — Int — Prop et affirmant qu’il s’agit d’une relation d’ordre
(resp. d’équivalence).



11. En LEAN, montrez que inferieur est une relation d’ordre, et que congru_mod_2 est une
relation d’équivalence.

(Indication : quand l'objectif est de démontrer un énoncé enonce_objectif, qui correspond
exactement a l’énoncé d’un théoréme theoreme_exemple, alors vous pouvez taper

exact theoreme_exemple,

ce qui met fin a lobjectif en cours. Ce code correspond a la phrase en langage ordinaire
« I’énoncé a démontrer est fourni par le théoréeme theoreme_exemple. »)

12. En LEAN] écrivez puis démontrez un théoreme congruence_0_1 affirmant que pour tout
n €N, onan=0[mod 2| oun=1[mod 2| (procédez par récurrence sur n € N).

3 Le principe du tiers-exclu

Rappelons que le principe du tiers-exclu affirme que pour toute affirmation P, alors ou bien P
est vraie, ou bien —P est vraie. Autrement dit, la proposition

PV (= P)

est toujours vraze.

En LEAN, si enonce_exemple est un énoncé quelconque, on peut taper dans notre preuve

have H := em (enonce_exemple)

Cela introduit dans le contexte I’hypothese H, de la forme
H : (enonce_exemple) V — (enonce_exemple).

On peut alors se servir de I’énoncé H dans la preuve, par exemple en tapant

rcases H with H1 | H2

13. Démontrez en LEAN un énoncé exemple_tiers_exclu, affirmant la chose suivante : « Pour
tout n € 7Z, ou bien n n’est pas congru a 0 modulo 2, ou bien n est congru a 2 modulo 2 ».
Pour cela procédez en deux étapes :

1. Démontrez un premier énoncé affirmant que 2 est congru a 0 modulo 2.

2. Dans la preuve de I'énoncé exemple_tiers_exclu, utilisez le tiers-exclu avec le mot-clé
em, en l'appliquant a 1’énoncé « congru_mod_2 n 0 ».
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