SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1 Généralités
PROPOSITION : (CRIT. CAUCHY UNIFORME) Pour de fonctions de X dans E complet :
fn +—7;> f < Ve>0,3NeN,Vp=N,VexeX, d(fp(z),f,(zx)) <e

PROPOSITION : Soit (f,,) suite d’applications continues en z¢ € F de E — F, telles que f, % f-
0

Alors f est continue en zg.
THEOREME : (DOUBLE LIMITE) Pour des fonctions de A — E, ou E est un Banach, a € A, si

In T fetVneN, 9}1_131 In(®) existe alors : ;lirb flz) = nLHEOO [iliré fn(m)]

2 Séries de fonctions
DEFINITION : Pour des applications bornées & valeurs dans un Banach,

Zgn converge normalement < 2 lgnllo converge

THEOREME : convergence normale = convergence uniforme

3 Intégration

THEOREME : Soit (f,) une suite de fonctions continues de [a,b] de R dans un Banach E,
si frn %) f. Alors f est continue et
0

<F,L e Lz fn(t)dt> +—“OC> <F LT — Lz f(t)dt>

THEOREME : (INVERSION SERIE-INTEGRALE) Si >, g, CVU sur [a, b] est une série de fonctions
continues d’un segment [a,b] de R dans un Banach E, alors :

F(En)-2(0=)

4 Dérivation

THEOREME : Soit (f,,) une suite de fonctions de classe ¢! sur I intervalle de R, a valeurs dans
un espace de Banach E. Si

— il existe xg € T tel que la suite (f,,(zo)) converge

— f +—‘io> g sur tout segment de I

Alors, f, %» f sur tout segment de I, f est de classe €' et f' = g.
e}

Remarque : Ce théoréme se généralise simplement par récurrence.



THEOREME : (INVERSION SERIE-DERIVEE) Soient les g,, de classe ¢ sur I intervalle de R, si
— il existe xg € I tel que Y, g, (x¢) converge
— >4, CVU sur tout segment de I

Alors, Y. g, CVU sur tout segment de I, . g,, est de classe € et (3 g,) = .9,

5 Théorémes d’approximation uniformes
THEOREME : &sc([a,b], F) est dense dans (%,.([a,b], F), |-|«)
THEOREME : ff; ([a,b], F) est dense dans (€ ([a,b], F),||-|le)

THEOREME : (WEIERSTRASS) R[X]4,5 est dense dans (%, ([a,b],R), ||.] )
Remarque : ce théoréme est admis



