
Suites et séries de fonctions

1 Généralités
Proposition : (Crit. Cauchy uniforme) Pour de fonctions de X dans E complet :

fn
u
ÝÑ
`8

f ô @ε ą 0, DN P N,@p ě N,@x P X, dpfppxq, fqpxqq ă ε

Proposition : Soit pfnq suite d’applications continues en x0 P E de E Ñ F , telles que fn
u
ÝÑ
`8

f .
Alors f est continue en x0.
Théorème : (Double limite) Pour des fonctions de A Ñ E, où E est un Banach, a P A, si
fn

u
ÝÑ
`8

f et @n P N, lim
xÑa

fnpxq existe alors : lim
xÑa

fpxq “ lim
nÑ`8

”

lim
xÑa

fnpxq
ı

2 Séries de fonctions
Définition : Pour des applications bornées à valeurs dans un Banach,

ÿ

gn converge normalement ô
ÿ

}gn}8 converge

Théorème : convergence normale ñ convergence uniforme

3 Intégration
Théorème : Soit pfnq une suite de fonctions continues de ra, bs de R dans un Banach E,
si fn

u
ÝÑ
`8

f . Alors f est continue et

ˆ

Fn : xÑ

ż x

a

fnptqdt

˙

u
ÝÑ
`8

ˆ

F : xÑ

ż x

a

fptqdt

˙

Théorème : (Inversion série-intégrale) Si
ř

gn CVU sur ra, bs est une série de fonctions
continues d’un segment ra, bs de R dans un Banach E, alors :

ż b

a

˜

8
ÿ

n“0

gn

¸

“

`8
ÿ

n“0

˜

ż b

a

gn

¸

4 Dérivation
Théorème : Soit pfnq une suite de fonctions de classe C 1 sur I intervalle de R, à valeurs dans
un espace de Banach E. Si

— il existe x0 P I tel que la suite pfnpx0qq converge
— f 1n

u
ÝÑ
`8

g sur tout segment de I

Alors, fn
u
ÝÑ
`8

f sur tout segment de I, f est de classe C 1 et f 1 “ g.
Remarque : Ce théorème se généralise simplement par récurrence.
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Théorème : (Inversion série-dérivée) Soient les gn de classe C 1 sur I intervalle de R, si
— il existe x0 P I tel que

ř

gnpx0q converge
—

ř

g1n CVU sur tout segment de I
Alors,

ř

gn CVU sur tout segment de I,
ř

gn est de classe C 1 et p
ř

gnq
1 “

ř

g1n

5 Théorèmes d’approximation uniformes
Théorème : E scpra, bs, F q est dense dans pCmpra, bs, F q, }.}8q
Théorème : A ffc

mpra, bs, F q est dense dans pC pra, bs, F q, }.}8q
Théorème : (Weierstrass) RrXsra,bs

:
est dense dans pCmpra, bs,Rq, }.}8q

Remarque : ce théorème est admis
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