
Séries entières

1 Généralités
Proposition : Il y a égalité, et on note R le rayon de convergence :
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Proposition : (Lemme d’Abel)
— la série

ř

anz
n est normalement convergente sur tout compact K Ă Bp0, Rq

Proposition : (Complément) Si R ą 0 et il existe z0 P C tel que |z0| “ R et
ř

anz
n

converge, alors : la convergence de
8
ÿ

n“0

est uniforme pour z P r0, z0s (en tant que segment de C)

Proposition : (Règle de d’Alembert) Si lim
nÑ`8

∣∣∣∣an`1

an

∣∣∣∣ “ λ P r0,`8s,

alors le rayon de convergence de
ř

anz
n est R “ 1{λ.

Proposition : (somme & produit) Le rayon de convergence R2 de la somme ou du produit
de Cauchy de deux séries entières de rayon de convergence R et R1 vérifie : R2 ě inftR,R1u

2 Propriétés

Théorème : (Continuité) z ÞÑ
`8
ÿ

n“0

anz
n est continue sur tz P C, |z| ă Ru (le disque de CV)

Théorème : (Fractions Rationelles) Pour toute fraction rationelle F P CpXqzt0u, les
séries entières

ř

anz
n et

ř

F pnqanz
n (bien définie à partir d’un certain rang) ont même rayon de

convergence.
Théorème : (Série dérivée) L’application f : s ´R,RrÑ C x ÞÑ

ř`8

n“0 anz
n est de classe

C 1. La série entière
ř

nanz
n´1 a même rayon de convergence que

ř

anz
n, et on a :
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Théorème : (Série primitive) L’application f : s´R,RrÑ C x ÞÑ
ř`8

n“0 anz
n est continue.

La série entière
ř

1
nan´1z

n de somme F a même rayon de convergence que
ř

anz
n, et F 1 “ f :
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Corollaire : La somme f de la série entière
ř

anz
n est de classe C8 sur ]-R,R[. De plus pour

tout p P N, f ppq est la somme d’une série entière de rayon de convergence R. En outre,

@p P N, ap “
f ppqp0q

p!
donc @z P C, fpzq “
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ÿ
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p!
zp
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Théorème : (Zéros isolés) Soit f la somme de la série entière
ř

anz
n sur son disque de

convergence. Si il existe une suite pzpq de complexes non nuls tendant vers 0 telle que fpzpq “ 0
pour tout p alors an “ 0 pour tout n.
Remarque : deux séries entières dont les sommes coïncident sur un voisinage de 0 sont égales.

Théorème : (Formule de Cauchy) Soit
ř

anz
n une série entière de rayon de CV R ą 0,

et f la somme de cette série entière sur son disque de convergence. Alors,

@r Ps0, Rr,@n P N, 2πrnan “

ż 2π

0
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`
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˘
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3 Développement en série entière
Proposition : Soit I un intervalle de R contenant un voisinage de 0. Une fonction f : I Ñ C
de classe C8 est développable en série entière sur un voisinage de 0 si et seulement si il existe α ą 0
tel que la suite de fonctions pRnq définie par

Rnpxq “ fpxq ´
n
ÿ

k“0

f pkqp0q

k!
xk

de plus, par égalités de Taylor :

Rnpxq “
xn`1

pn` 1q!
f pn`1qpθxq “

ż x

0

px´ tqn

n!
f pn`1qptqdt θ Ps0, 1r

tende simplement vers 0 sur s ´ α, αr. La série entière

ÿ f pnqp0q

n!
zn

a alors un rayon de convergence ě α et f est égale à la somme de cette série entière sur s ´ α, αr.

Théorème : (de réalisation de Borel) Soit panq P CN, il existe f : RÑ R, C8, telle que

@n P N,
f pnqp0q

n!
“ an

Remarque : ce théorème est hors programme
Proposition : Il y a unicité du développement en série entière d’une fonction
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