PROBABILITES

1 Définitions générales

DEFINITION : Soit € un ensemble et 7 < £(Q), on dit que T est une tribu si :
1. JeT
2. AeT=AeT
3. T est stable par réunion dénombrable

Un couple (Q,T) est un espace probabilisable.

PROPOSITION :
— Une intersection quelconque de tribus est une tribu
— On peut définir la notion de tribu engendrée (par induction)
— Une tribu est stable par intersection au plus dénombrable

DEFINITION : Soit (©,7) un espace probabilisable, on appelle probabilité sur (Q, T) toute appli-
cation P : T — R, vérifiant :

1. P(Q) =1
2. (aziome de o-additivité) : Y(A;)ien € TV deux a deux disjoints,

P <U An> = ). P(4)

neN neN
3. (aziome de continuité) qui est équivalent & 2. : pour toute suite monotone (Ayg),

Remarque : axiome de o-additivité est aussi appelé axiome des probablités totales.
Remarque : Un triplet (, T, P) est appelé espace probabilisé

DEFINITION :
Evénement : élément de 7
Evénement élémentaire : ¢lément de
Systéme complet d’événements : famille d’événements 242 disjoints de réunion égale a Q)
Evénement presque-sir : événement de probabilité 1
Evénement négligeable : événement de probabilité 0

Systéme quasi-complet : famille d’événements telle que :

Vi#j P(A; nAj) =0 (négligeable) P (U Ai> =1 (quasi-certain)

el



PROPOSITION : (CRIBLE DE POINCARE) Pour n événements d’une tribu 7,

()3 ()
i=1 Sc[[Ln]],S;ﬁ@ i€S

PROPOSITION : Soit Q un ensemble au plus dénombrable, les probabilités sur (2, Z(£2)) sont
les applications de la forme :

P: N . Z Do
weA

ou p: 2 — R, est une application vérifiant Z po =1

we

2 Probabilités conditionelles & indépendance

2.1 Indépendance

DEFINITION : On dit que des événements A et B sont indépendants si P(A n B) = P(A)P(B).
Pour de tels événements, on a :

P(A|B) = P(A) P(B|A) = P(B)

DEFINITION : Soit (Ag)ker € TF, on dit que les événements (Ay) sont indépendants (mutuelle-

ment) si :
VJc1,J fini, P (ﬂ Ai> =[] P

e ieJ

2.2 Probabilités conditionelles

PROPOSITION : (PROBABILITE CONDITIONELLE)
P(AnB) P(B|A)P(A)
P(B)  P(B)

PROPOSITION : (PRODUIT DES PROBABILITES)

P(ﬁAQ:P( 1) P(Ag|A,). ( ﬂAk>

PROPOSITION : (PROBABILITES TOTALES) Pour Ej, ..., E, un systéme complet d’événements,
et tout événement A,

P(A|B) =

Z (A|Ey)P(E)
PROPOSITION : (FORMULE DE BAYES) (FORMULE DES PROBABILITES DES CAUSES)
Pour E1, ..., E, un systéme complet d’événements, et tout événement A,
P(A|E,)P(E
P(E|A) = n( |Ex)P(Ex)
>, P(AIE)P(E;)
i=1



3 Variables aléatoires

DEFINITION : Soit (£2,7) un espace probabilisable. Une variable aléatoire discréte sur (2, 7) est
une application X : Q — E ou E est un ensemble et X (Q) est une partie au plus dénombrable de
E, telle que Ya e X(Q), X '({a})eT

DEFINITION : Soit (2,7, P) un espace probabilisé et X : Q — E une VAD, on appelle loi de X
la probabilité Px définie sur (E, Z(E)) par Px(A) = P(X~1(4)).
Si @ est une probabilité sur (E, #(E)), et Px = Q s’écrit X ~ Q.

DEFINITION : Laloi (X,Y) est la loi conjointe de X et Y, et X et ¥ sont les lois marginales de
(X,Y). On peut obtenir les lois marginales a partir de la loi conjointe, mais la réciproque est fausse.

DEFINITION : Soit X : (Q,7,P) > Eet Y : (Q,7,P) —» F deux VAD. On dit qu'elles sont
indépendantes si : Va € E,Vb € F, les événements (X = a) et (Y = b) sont indépendants.

DEFINITION : Soient X, ..., X, des VAD définies sur (92,7, P) et & valeurs dans Ei,...,E,. On
dit qu’elles sont mutuellement indépendantes si :

VYai € E1,..,ap € B, (X1 =a1),...,(Xp = ap) sont mutuellement indépendantes.

Remarque : une famille infinie de VA sont mutuellement indépendantes si toute sous-famille finie
’est.

PROPOSITION : Soient X1, ..., X,, des VAD mutuellement indépendantes a valeurs dans Fj, ..., E,
f:Eyx..xE, > F

g:Epi1 x...xE, > F

Alors, f(X1, ..., Xm) et g(Xm+1, .-, Xpn) sont des VAD indépendantes.

respectivement. Soit

THEOREME : (FONDAMENTAL) Il existe une suite d’espaces probabilisés et de variables aléa-
toires sur ces espaces, mutuellement indépendantes, telles qu’elles suivent une suite de lois discrétes
données.

4 Espérance mathématique
DEFINITION : Soit X une VARD a valeurs dans un EVN, on définit ’espérance de X par :

E(X)= )| zP(X =ux)
zeX ()

On dit que X admet une espérance mathématique si E(]X|) est fini et c’est alors cette valeur.

PROPOSITION :
— L’espérance est linéaire
— Si X admet une espérance mathématique, |E(X)| < E(|X|)
— Si X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y)
— Si X <Y alors, E(X) < E(Y)
Remarque : L’espérance est aussi notée ||



THEOREME : (DE TRANSFERT) Soit X une VARD a valeurs dans E EVN et f: E — F, ou F
EVN, alors f(X) est VARD et admet une espérance mathématique ssi (f(z)P(X = z))gex (o) est
sommable.

DEFINITION : Soit X une VARD et m € N* on dit que X admet un moment d’ordre m si

X™ admet une espérance mathématique (i.e. F(|X|™) < +0). On appelle alors EF(X™) moment
d’ordre m de X.
PROPOSITION : Si X admet un moment d’ordre m + 1 alors X admet un moment d’ordre m.

DEFINITION : PourX et Y admettant un moment d’ordre 2,
COV(X,)Y)=E(X-EX)E(YY -E(Y))=E(XY)-EX)E(Y)

C’est une forme bilinéaire symétrique positive.
PROPOSITION :
— COV(X,Y)=E(X,Y)—-EX)E(Y)
— COV(X,Y) =0« X et Y non corrélés
— COV(X,Y) = %(V(X +Y)-V(X)-V())
— X et Y indépendantes = COV(X,Y) =0
DEFINITION : Soit Xune VARD admettant un moment d’ordre 2, on appele variance de X :

V(X) = E(X - E(X))?*) = COV(X, X)

PROPOSITION : (KOENIG-HUYGENS) V(X) = E(X?) — E(X)?

PROPOSITION : Si Xj,..., X, sont VARD deux & deux indépendantes et admettent un moment
d’ordre 2,
VXi+..+X,) =V(Xy) + ...+ V(X,)
DEFINITION : Le coefficient de corrélation de X et Y, VARD ayant un moment d’ordre 2 est :
X, Y
COVIXY) gy
V(X)V(Y)

PROPOSITION : (INEGALITE MARKOV) Pour X une VARD positive possédant une espérance
mathématique finie,

Va>0, P(X >=a)<

PROPOSITION : (INEGALITE BIENAYME-TCHEBYCHEV) Soit X une VARD admettant un
moment d’ordre 2 (i.e. de variance finie) :
V(X)

Va>0, P(X-EX)|>a) <3

THEOREME : (LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES) Soit (X}) une suite de VARD 242 indé-
pendantes, suivant la méme loi X (i.e. identiquement distribuées) admettant un moment d’ordre 2.

On pose m = E(X), 0 = 4/V(X) et Sp = Z Xk. Soit a > 0, alors P <
k=1

n
— —m
n

>a)—>0

n—-+0o0



5 Fonctions génératrices
DEFINITION : Soit X une VAD a valeurs dansN, on appelle fonction génératrice de X la fonction :
[-1,1] - R

Gx : .
X t — Y P(X =kt
k=0

PROPOSITION :

— Gx(t) = E(tY)

— Si Xet Y sont VADN indépendantes, Gx 1y (t) = Gx (t)Gy (t)
PROPOSITION : Pour X VADN | (E(X) < +w) < (Gx dérivable en 1).

si E(X) < 4o alors E(X) = G’ (1)
si E(X) = +o alors G5 (t) oot

PROPOSITION : Gx est 2 fois dérivable en 1 ssi X admet un moment d’ordre 2. Dans ce cas,

V(X) = G%(1) + Gx (1) = Gk (1)

6 Lois classiques

X PX = F) EX) | V(X) Cx (D
. si k=1 alors p
Bernoulli §i k — 0 alors (1—p) p(1—p) (1—p)+pt
Binomiale CFpF(1 —p)F np | np(1—p) | (1—p)+pt)"
L L. o \k—1 1 1-p p—t
Géométrique p(1 p)k ’ 2 1— (1 p)t
Poisson e_’\% A A M=)

7 Combinatoire

Quelques raisonnements fréquents :

1. arrangements avec répétition

2. raisonnement boules-batons

S P LTk _ vk _ (n+k-1)!
3. combinaisons avec répétition : I' = Cpl .y = =y




