
Probabilités

1 Définitions générales
Définition : Soit Ω un ensemble et T Ă PpΩq, on dit que T est une tribu si :

1. H P T
2. A P T ñ Ac P T
3. T est stable par réunion dénombrable

Un couple pΩ, T q est un espace probabilisable.

Proposition :
— Une intersection quelconque de tribus est une tribu
— On peut définir la notion de tribu engendrée (par induction)
— Une tribu est stable par intersection au plus dénombrable

Définition : Soit pΩ, T q un espace probabilisable, on appelle probabilité sur pΩ, T q toute appli-
cation P : T Ñ R` vérifiant :

1. P pΩq “ 1

2. (axiome de σ-additivité) : @pAiqiPN P T N deux à deux disjoints,

P

˜

ď

nPN
An

¸

“
ÿ

nPN
P pAnq

3. (axiome de continuité) qui est équivalent à 2. : pour toute suite monotone pAkq,

P plimAkq “ limP pAkq

Remarque : l’axiome de σ-additivité est aussi appelé axiome des probablités totales.
Remarque : Un triplet pΩ, T , P q est appelé espace probabilisé

Définition :
Événement : élément de T
Événement élémentaire : élément de Ω

Système complet d’événements : famille d’événements 2à2 disjoints de réunion égale à Ω

Événement presque-sûr : événement de probabilité 1
Événement négligeable : événement de probabilité 0
Système quasi-complet : famille d’événements telle que :

@i ‰ j P pAi XAjq “ 0 (négligeable) P

˜

ď

iPI

Ai

¸

“ 1 (quasi-certain)
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Proposition : (Crible de Poincaré) Pour n événements d’une tribu T ,

P

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

“
ÿ

SĂrr1,nss, S‰∅
p´1q|S|´1 P

˜

č

iPS

Ai

¸

Proposition : Soit Ω un ensemble au plus dénombrable, les probabilités sur pΩ,PpΩqq sont
les applications de la forme :

P :

$

&

%

PpΩq Ñ R`
A ÞÑ

ÿ

ωPA

pω

où p : Ω Ñ R` est une application vérifiant
ÿ

ωPΩ

pω “ 1

2 Probabilités conditionelles & indépendance

2.1 Indépendance
Définition : On dit que des événements A et B sont indépendants si P pAXBq “ P pAqP pBq.
Pour de tels événements, on a :

P pA|Bq “ P pAq P pB|Aq “ P pBq

Définition : Soit pAkqkPI P T I , on dit que les événements pAkq sont indépendants (mutuelle-
ment) si :

@J Ă I, J fini, P

˜

č

iPJ

Ai

¸

“
ź

iPJ

P pAiq

2.2 Probabilités conditionelles
Proposition : (Probabilité conditionelle)

P pA|Bq “
P pAXBq

P pBq
“
P pB|AqP pAq

P pBq

Proposition : (Produit des probabilités)

P

˜

n
č

k“1

Ak

¸

“ P pA1qP pA2|A1q . . . P

˜

An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
č

k“1

Ak

¸

Proposition : (Probabilités totales) Pour E1, . . . , En un système complet d’événements,
et tout événement A,

P pAq “
n
ÿ

k“1

P pA|EkqP pEkq

Proposition : (Formule de Bayes) (Formule des probabilités des causes)
Pour E1, . . . , En un système complet d’événements, et tout événement A,

P pEk|Aq “
P pA|EkqP pEkq
n
ÿ

i“1

P pA|EiqP pEiq
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3 Variables aléatoires
Définition : Soit pΩ, T q un espace probabilisable. Une variable aléatoire discrète sur pΩ, T q est
une application X : Ω Ñ E où E est un ensemble et XpΩq est une partie au plus dénombrable de
E, telle que @a P XpΩq, X´1ptauq P T

Définition : Soit pΩ, T , P q un espace probabilisé et X : Ω Ñ E une VAD, on appelle loi de X
la probabilité PX définie sur pE,PpEqq par PXpAq “ P pX´1pAqq.
Si Q est une probabilité sur pE,PpEqq, et PX “ Q s’écrit X ; Q.

Définition : La loi pX,Y q est la loi conjointe de X et Y , et X et Y sont les lois marginales de
pX,Y q. On peut obtenir les lois marginales à partir de la loi conjointe, mais la réciproque est fausse.

Définition : Soit X : pΩ, T , P q Ñ E et Y : pΩ, T , P q Ñ F deux VAD. On dit qu’elles sont
indépendantes si : @a P E,@b P F, les événements pX “ aq et pY “ bq sont indépendants.

Définition : Soient X1, ..., Xp des VAD définies sur pΩ, T , P q et à valeurs dans E1, ..., Ep. On
dit qu’elles sont mutuellement indépendantes si :
@a1 P E1, ..., ap P Ep pX1 “ a1q, ..., pXp “ apq sont mutuellement indépendantes.
Remarque : une famille infinie de VA sont mutuellement indépendantes si toute sous-famille finie
l’est.
Proposition : SoientX1, ..., Xn des VAD mutuellement indépendantes à valeurs dans E1, ..., En

respectivement. Soit
"

f : E1 ˆ ...ˆ Em Ñ E
g : Em`1 ˆ ...ˆ En Ñ F

Alors, fpX1, ..., Xmq et gpXm`1, ..., Xnq sont des VAD indépendantes.

Théorème : (Fondamental) Il existe une suite d’espaces probabilisés et de variables aléa-
toires sur ces espaces, mutuellement indépendantes, telles qu’elles suivent une suite de lois discrètes
données.

4 Espérance mathématique
Définition : Soit X une VARD à valeurs dans un EVN, on définit l’espérance de X par :

EpXq “
ÿ

xPXpΩq

xP pX “ xq

On dit que X admet une espérance mathématique si Ep|X|q est fini et c’est alors cette valeur.

Proposition :
— L’espérance est linéaire
— Si X admet une espérance mathématique, |EpXq| ď Ep|X|q
— Si X et Y sont indépendantes, EpXY q “ EpXqEpY q
— Si X ď Y alors, EpXq ď EpY q

Remarque : L’espérance est aussi notée |¨|
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Théorème : (De transfert) Soit X une VARD à valeurs dans E EVN et f : E Ñ F , où F
EVN, alors fpXq est VARD et admet une espérance mathématique ssi pfpxqP pX “ xqqxPXpΩq est
sommable.

Définition : Soit X une VARD et m P N˚, on dit que X admet un moment d’ordre m si
Xm admet une espérance mathématique (i.e. Ep|X|mq ă `8). On appelle alors EpXmq moment
d’ordre m de X.
Proposition : Si X admet un moment d’ordre m` 1 alors X admet un moment d’ordre m.

Définition : PourX et Y admettant un moment d’ordre 2,

COVpX,Y q “ EpX ´ EpXqEpY ´ EpY qq “ EpXY q ´ EpXqEpY q

C’est une forme bilinéaire symétrique positive.
Proposition :

— COVpX,Y q “ EpX,Y q ´ EpXqEpY q
— COVpX,Y q “ 0 ô X et Y non corrélés
— COVpX,Y q “ 1

2 pV pX ` Y q ´ V pXq ´ V pY qq
— X et Y indépendantes ñ COVpX,Y q “ 0

Définition : Soit Xune VARD admettant un moment d’ordre 2, on appele variance de X :

V pXq “ EppX ´ EpXqq2q “ COVpX,Xq

Proposition : (Koenig-Huygens) V pXq “ EpX2q ´ EpXq2

Proposition : Si X1, ..., Xp sont VARD deux à deux indépendantes et admettent un moment
d’ordre 2,

V pX1 ` ...`Xpq “ V pX1q ` ...` V pXpq

Définition : Le coefficient de corrélation de X et Y , VARD ayant un moment d’ordre 2 est :

COVpX,Y q
a

V pXqV pY q
P r´1, 1s

Proposition : (Inégalité Markov) Pour X une VARD positive possédant une espérance
mathématique finie,

@a ą 0, P pX ě aq ď
EpXq

a

Proposition : (Inégalité Bienaymé-Tchebychev) Soit X une VARD admettant un
moment d’ordre 2 (i.e. de variance finie) :

@a ą 0, P p|X ´ EpXq| ě aq ď
V pXq

a2

Théorème : (Loi faible des grands nombres) Soit pXkq une suite de VARD 2à2 indé-
pendantes, suivant la même loi X (i.e. identiquement distribuées) admettant un moment d’ordre 2.

On pose m “ EpXq, σ “
a

V pXq et Sn “

n
ÿ

k“1

Xk. Soit a ą 0, alors P
ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn

n
´m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě a

˙

ÝÑ
nÑ`8

0
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5 Fonctions génératrices
Définition : Soit X une VAD à valeurs dansN, on appelle fonction génératrice de X la fonction :

GX :

$

’

&

’

%

r´1, 1s Ñ R

t ÞÑ

8
ÿ

k“0

P pX “ kqtk

Proposition :
— GXptq “ EptXq
— Si Xet Y sont VADN indépendantes, GX`Y ptq “ GXptqGY ptq

Proposition : Pour X VADN , pEpXq ă `8q ô pGX dérivable en 1).
si EpXq ă `8 alors EpXq “ G1Xp1q

si EpXq “ `8 alors G1Xptq ÝÑtÑ1´
`8

Proposition : GX est 2 fois dérivable en 1 ssi X admet un moment d’ordre 2. Dans ce cas,

V pXq “ G2Xp1q `G
1
Xp1q ´G

1
Xp1q

2

6 Lois classiques

X P pX “ kq EpXq V pXq GXptq

Bernoulli
"

si k “ 1 alors p
si k “ 0 alors p1´ pq p pp1´ pq p1´ pq ` pt

Binomiale Ck
np

k
p1´ pqn´k np npp1´ pq pp1´ pq ` ptqn

Géométrique pp1´ pqk´1 1
p

1´p
p2

pt

1´ p1´ pqt

Poisson e´λ
λk

k!
λ λ eλpt´1q

7 Combinatoire

Quelques raisonnements fréquents :

1. arrangements avec répétition
2. raisonnement boules-bâtons
3. combinaisons avec répétition : Γkn “ Ck

n`k´1 “
pn`k´1q!
k!pn´1q!
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