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Introduction

Les problèmes d’apprentissage non linéaire dans un espace de Hilbert de dimension infinie
associé à un noyau fournissent une expressivité importante a même de fournir de bonnes repré-
sentations de distributions de données à partir d’échantillons.

La plupart des méthodes à noyaux courantes dont les plus connues sont les versions kernelisées
de méthodes telles que les machines à vecteurs de support (SVM) et de l’analyse en composantes
principales (ACP), présentées notamment dans [8], sont des méthodes non linéaires. La non
linéarité de ces méthodes provient du noyau (par exemple gaussien) choisi. Toutefois ces méthodes
dites kernelisées non linéaires correspondent le plus souvent à la méthode classique linéaire, par
exemple une SVM ou une ACP, mais appliquée dans l’espace latent (espace de Hilbert) associé
au kernel, aussi appelé RKHS pour reproducing kernel Hilbert space. Ces méthodes présentent
de bonnes propriétés notamment de lissage des distributions de points. Une autre famille de
méthodes permettant de réaliser de l’apprentissage non linéaire sont les réseaux de neurones,
ils permettent l’approximation de fonctions complexes par leur structure en graphe de calcul et
leur grand nombre de paramètres. On souhaiterait bénéficier de la richesse d’expression et des
facilités de calcul dont bénéficient les réseaux de neurones et des bonnes propriétés des kernels
vis-à-vis des distributions de données. Pour ce faire on s’intéresse dans la suite à une méthode à
noyaux non linéaire dans l’espace latent réalisée en associant à un noyau particulier, un perceptron
multi-couches (MLP).

Dans ce document nous nous intéressons à la méthode proposée dans [10], nous fournissons
une borne supérieure de l’erreur de généralisation utilisée pour le problème de régression posé
dans [10], en vue d’améliorer le procédé de détermination des différents paramètres de ladite
méthode. Nous proposons ensuite une méthode de sélection de représenteurs (faisant partie des
paramètres) aptes à permettre la meilleure régression sous certaines contraintes.

Ce document est divisé en deux chapitres assez indépendants ; le premier porte sur une
extension du problème du calcul du conditionnal kernel mean embedding taité dans [10] en le
reconsidérant comme un problème d’apprentissage non linéaire dans l’espace latent associé à
un kernel, dans le second chapitre nous proposons une méthode générale pour déterminer des
représenteurs dans l’espace initial, en vue de résoudre la question de la représentation issue du
problème du chapitre 1. Une application importante dans le cas conditionnel sera notamment
développée à cette occasion.

Le travail personnel réalisé est présenté dans les sections 1.2, 1.3, 1.4 et dans chapitre 2. Un
lexique des notations suit la conclusion de ce mémoire.
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Chapitre 1

Apprentissage non linéaire dans
un RKHS

1.1 Contexte et motivation
On se donne deux variables aléatoires 𝑋 et 𝑌 respectivement sur les domaines 𝒳 et 𝒴 parties

d’espaces vectoriels réels de dimension finie ; deux kernels 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 sur 𝒳 et 𝒴 respectivement. Le
couple (𝑋, 𝑌 ) suit une loi de densité 𝜌. L’objectif est de prédire la variable 𝑌 connaissant 𝑋.
Pour ce faire, on dispose d’un échantillon fini (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 ∈ (𝒳 × 𝒴){1,...,𝑁} de points-données.

Plus précisément, on va chercher à estimer le conditional mean embedding ou CME, c’est à
dire l’espérance conditionelle des plongements par le kernel de 𝒴 des variables aléatoires (𝑋, 𝑌 ),
c’est à dire par l’application Φ : 𝑦 ∈ 𝒴 → 𝑘𝑦(𝑦, .) ∈ H𝑦. Le CME s’écrit

𝜇𝜌(𝑌 |𝑋)(𝑥) = E𝑌 |𝑥 [Φ(𝑌 )|𝑋 = 𝑥] ∈ H𝑦 (1.1)

Que l’on notera par la suite aussi E𝑌 [Φ(𝑌 )|𝑋 = 𝑥] dans un souci de légèreté. Le principal intérêt
des CME et plus généralement de la moyenne des plongement par des kernels est la représentation
parfois complète d’une distribution dans l’espace initial sous la forme d’un vecteur de l’espace
latent. Par exemple, dans le cas des kernels gaussiens le mean embedding est exactement la
fonction caractéristique de la distribution, avec toutes les propriétés liées.

Il existe une méthode classique présentée dans [6] pour approcher cette grandeur à partir de
données indépendantes identiquement distribuées (iid), en exprimant le CME sous une forme
fonctionnelle nécessitant une inversion de matrice. Plus précisément, en notant (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 les
données dans 𝒳 × 𝒴, cette méthode approche le CME par :

𝜇̂𝜌(𝑌 |𝑋)(𝑥) =
𝑁∑︁

𝑖=1
𝛽𝑖(𝑥)Φ(𝑦𝑖) = Φ𝑇 𝛽(𝑥) (1.2)

où en notant 𝐾𝑋 la matrice kernel, et 𝑘𝑥 = [𝑘𝑥(𝑥1, 𝑥) . . . 𝑘𝑥(𝑥𝑁 , 𝑥)]𝑇 , et 𝜆 un hyperparamètre de
régularisation,

𝛽(𝑥) = (𝐾𝑋 + 𝜆𝐼)−1𝑘𝑥 (1.3)
Cette approche classique d’estimation du CME, telle qu’utilisée dans [12] nécessite une

inversion de matrice coûteuse. Pour éviter cela, l’idée présentée dans [10] et inspirée des travaux
[14] consiste à utiliser un perceptron multicouches (MLP) couplé avec un kernel évalué en certains
points de l’espace. Plus précisément cette dernière approche consiste à remplacer 𝛽 dans eq. (1.2)
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par une application représentée par un MLP 𝑓𝜃 : 𝒳 → R𝑀 paramétrisé par 𝜃 ∈ Ω. L’estimateur du
CME ainsi obtenu est de la forme suivante, où (𝜂𝑎)1⩽𝑎⩽𝑀 ∈ 𝒴𝑀 est une famille de représenteurs
à déterminer.

𝜇̂𝑃 (𝑌 |𝑋) =
𝑀∑︁

𝑎=1
Φ𝑦(𝜂𝑎)𝑓𝜃

𝑎 (1.4)

Le problème d’estimation du CME par la méthode proposée dans [10] point de départ du
travail réalisé dans ce mémoire, peut être vue différemment comme un problème d’apprentissage
non linéaire dans un RKHS. Ce point de vue plus générique offre plus de souplesse : les réseaux
de neurones assurant une expressivité supérieure et notamment la non linéarité, et le kernel
permettant de travailler directement dans l’espace latent (le RKHS).

Dans ce qui suit on définira tout d’abord le problème d’apprentissage non linéaire dans un
RKHS dans le cadre de l’estimation du CME ([10]), puis on fournira une analyse théorique de la
convergence de la méthode proposée par [10] dans le but d’améliorer le processus d’apprentissage.
Enfin on concluera ce chapitre par une perspective des travaux futurs.

1.2 Apprentissage dans un RKHS
Le problème que l’on se pose (le même que dans [10] avec un kernel gaussien) est de déterminer

une famille finie de représenteurs (𝜂𝑖)1⩽𝑖⩽𝑀 de l’espace initial 𝒴, et un perceptron multicouches
𝑓𝜃 de sorte que la fonction

∑︀𝑀
𝑎=1 Φ𝑦(𝜂𝑎)𝑓𝜃

𝑎 approche au mieux le modèle :

Modèle global :
{︃

𝒳 𝑀𝐿𝑃−→ Δ(𝒴) Φ𝑦−→ H𝑦

𝑥 −→ P(𝑌 |𝑥) −→ 𝜇𝑌 |𝑥
(1.5)

Ce qui correspond à résoudre le problème d’optimisation suivant

min
𝜃,𝜂𝑎

E𝑋

⎡⎣⃦⃦⃦⃦⃦E𝑌 [Φ(𝑌 )|𝑋] −
𝑀∑︁

𝑎=1
Φ(𝜂𝑎)𝑓𝜃

𝑎 (𝑋)
⃦⃦⃦⃦
⃦

2

𝑦

⎤⎦ (1.6)

qui se ramène en pratique à minimiser la moyenne empirique :

Fonction objectif : min
𝜃,𝜂𝑎

1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
⃦Φ𝑦(𝑦𝑖) −

𝑀∑︁
𝑎=1

Φ𝑦(𝜂𝑎)𝑓𝑎
𝜃 (𝑥𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦

2

H𝑦

(1.7)

Soit : min
𝜃,𝜂𝑎

𝑛∑︁
𝑖=1

⎡⎣ 𝑀∑︁
𝑎,𝑏=1

𝑘𝑦(𝜂𝑎, 𝜂𝑏)𝑓𝑎
𝜃 (𝑥𝑖)𝑓 𝑏

𝜃 (𝑥𝑖) − 2
𝑀∑︁

𝑎=1
𝑘𝑦(𝑦𝑖, 𝜂𝑎)𝑓𝑎

𝜃 (𝑥𝑖)

⎤⎦ (1.8)

L’objectif de la section suivante est de déterminer une borne supérieure -dépendant des paramètres
du problème- suffisament fine de l’espérance de la vitesse de convergence du modèle vers le CME
idéal, avec pour objectif d’en obtenir une méthode pour déterminer autant que possible les bons
paramètres du modèle à apprendre.

1.3 Analyse théorique de la borne supérieure
Le problème eq. (1.6) se ramène notamment à représenter un vecteur de plongement Φ(𝑦) ∈ H𝑦,

comme combinaison finie de représenteurs (Φ(𝜂𝑖))1⩽𝑖⩽𝑀 . Pour cela, on décompose tout plongement
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Φ(𝑦) pour 𝑦 ∈ 𝒴 comme somme de deux composantes orthogonales : celle effectivement représentée
et l’autre qui est non accessible. On note dans la suite

— Φ(𝜂)𝑇
𝑀 la matrice des représenteurs, dont les lignes sont les Φ(𝜂𝑖)

— 𝑃 est le projecteur orthogonal en base canonique sur le sous-espace vectoriel Vect(𝜂1, ..., 𝜂𝑀 )
— 𝑣(𝑦) = 𝑦 − 𝑃Φ(𝑦) la composante orthogonale à Vect(Φ(𝜂1), ..., Φ(𝜂𝑀 )) de Φ(𝑦).

Contraintes : On demande aussi à ce que les critères suivants soient vérifiés :
1. La série

∑︀
‖Φ(𝜂𝑖)‖2

𝑦 converge
2. Les représenteurs sont ordonnés comme suit : ‖Φ(𝜂1)‖ ⩾ ‖Φ(𝜂2)‖ ⩾ · · ·

1.3.1 Approche générale
L’objectif annoncé précédemment est d’établir une borne supérieure d’une quantité du type

E𝑋

[︁
‖𝑔0(𝑋) − 𝑔𝜃(𝑋)‖2

𝑦

]︁
. Pour cela, on va chercher à se ramener à des problèmes connus ou

généraux dans la mesure du possible.

E𝑋

[︁
‖𝑔0(𝑋) − 𝑔𝜃(𝑋)‖2

𝑦

]︁
= E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌 [Φ(𝑌 )|𝑋] − Φ(𝜂)𝑇

𝑀 𝑓𝜃(𝑋)
⃦⃦2

𝑦

]︁
(1.9)

= E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌

[︀
Φ(𝜂)𝑇

𝑀 𝑃Φ𝑦(𝑌 ) − Φ(𝜂)𝑇
𝑀 𝑓𝜃(𝑋)|𝑋

]︀
+ E𝑌 [𝑣(𝑌 )|𝑋]

⃦⃦2
𝑦

]︁
(1.10)

Par orthogonalité :

= E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌 [Φ(𝜂)𝑇

𝑀 𝑃Φ𝑦(𝑌 ) − Φ(𝜂)𝑇
𝑀 𝑓𝜃(𝑋)|𝑋]

⃦⃦2
𝑦

]︁
⏟  ⏞  

(1)

+E𝑋

[︁
‖E𝑌 [𝑣(𝑌 )|𝑋]‖2

𝑦

]︁
⏟  ⏞  

(2)

(1.11)

1.3.2 Premier membre : partie effectivement apprise

(1) = E𝑋

⎡⎣⃦⃦⃦⃦⃦
𝑀∑︁

𝑎=1
Φ(𝜂𝑎)E𝑌

[︀
(𝑃Φ(𝑌 ))𝑎 − 𝑓𝜃

𝑎 (𝑋)
]︀⃦⃦⃦⃦⃦

2

𝑦

⎤⎦ (1.12)

⩽ E𝑋

[︃
𝑀∑︁

𝑎=1
‖Φ(𝜂𝑎)‖2

𝑦

(︀
E𝑌

[︀
(𝑃Φ(𝑌 ))𝑎 − 𝑓𝜃

𝑎 (𝑋)
]︀)︀2
]︃

+ E𝑋

⎡⎢⎢⎢⎣∑︁
𝑎 ̸=𝑏

𝑘(𝜂𝑎, 𝜂𝑏)E𝑌

[︀
(𝑃Φ(𝑌 ))𝑎 − 𝑓𝜃

𝑎 (𝑋)
]︀
E𝑌

[︀
(𝑃Φ(𝑌 ))𝑏 − 𝑓𝜃

𝑏 (𝑋)
]︀⏟  ⏞  

⩽ 1
2

(︀
E𝑌 [(𝑃 Φ(𝑌 ))𝑎−𝑓𝜃

𝑎 (𝑋)]2+E𝑌 [(𝑃 Φ(𝑌 ))𝑏−𝑓𝜃
𝑏

(𝑋)]2)︀
⎤⎥⎥⎥⎦ (1.13)

⩽ ‖Φ(𝜂1)‖2
𝑦 E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌 [𝑃Φ(𝑌 )|𝑋] − 𝑓𝜃(𝑋)

⃦⃦2
eucl

]︁
+ E𝑋

[︃
𝑀∑︁

𝑎=2

∑︁
𝑏<𝑎

𝑘(𝜂𝑎, 𝜂𝑏)E𝑌

[︀
(𝑃Φ(𝑌 ))𝑏 − 𝑓𝜃

𝑏 (𝑋)
]︀2]︃ (1.14)
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Notons 𝛿𝑀,𝑎 = max
𝑏 ̸=𝑎,1⩽𝑏⩽𝑀

𝑘(𝜂𝑎, 𝜂𝑏), la plus grande dissimilarité d’un vecteur parmi les 𝑀 premiers
vecteurs représenteurs de 𝜂 avec un vecteur 𝜂𝑎 donné. Il vient :

⩽ ‖Φ(𝜂1)‖2
𝑦 E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌 [𝑃Φ(𝑌 )|𝑋] − 𝑓𝜃(𝑋)

⃦⃦2
eucl

]︁
+
(︃

𝑀∑︁
𝑎=2

𝛿𝑀,𝑎

)︃
E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌 [𝑃Φ(𝑌 )|𝑋] − 𝑓𝜃(𝑋)

⃦⃦2
eucl

]︁
(1.15)

=
[︃

‖Φ(𝜂1)‖2
𝑦 +

𝑀∑︁
𝑎=2

𝛿𝑀,𝑎

]︃
E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌 [𝑃Φ(𝑌 )|𝑋] − 𝑓𝜃(𝑋)

⃦⃦2
eucl

]︁
(1.16)

La majoration de la quantité E𝑋

[︁
‖E𝑌 [𝑣(𝑌 )|𝑋]‖2

𝑦

]︁
étant un problème général pour les réseaux

de neurones, et non approfondie dans la suite. On se contente de fournir quelques sources traitant
de ce problème dans des cas particuliers, sous des hypothèses de structure [5], ou de classe de
fonction à approcher [13]. On note une borne supérieure de cette quantité C (𝜃) pour un réseau
de neurones paramétré par 𝜃.

1.3.3 Second membre : partie orthogonale

(2) = E𝑋

[︁
‖E𝑌 [𝑣(𝑌 )|𝑋]‖2

𝑦

]︁
= E𝑋

[︁⃦⃦
E𝑌

[︀
Φ(𝑌 ) − Φ(𝜂)𝑇

𝑀 𝑃Φ(𝑌 )|𝑋
]︀⃦⃦2

𝑦

]︁
(1.17)

= E𝑋

⎡⎢⎣
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦E𝑌

⎡⎣(IdH𝑦
− Φ(𝜂)𝑇

𝑀 𝑃⏟  ⏞  
=𝐹

)Φ(𝑌 )|𝑋

⎤⎦⃦⃦⃦⃦⃦⃦
2

𝑦

⎤⎥⎦ = E𝑋

[︁
‖𝐹 E𝑌 [Φ(𝑌 )|𝑋]‖2

𝑦

]︁
(1.18)

⩽ E𝑋

[︁
E𝑌

[︁
‖𝐹Φ(𝑌 )‖2

𝑦 |𝑋
]︁]︁

= E𝑌

[︁
‖𝐹Φ(𝑌 )‖2

𝑦

]︁
Inégalité de Jensen (1.19)

On va étudier plus en détail cette partie dans le chapitre suivant, et proposer un algorithme
pour déterminer les représenteurs permettant de minimiser cette quantité finie. Cette méthode
offrant lors du choix des représenteurs, une borne sur cette quantité notée 𝑅𝑀 .

1.3.4 Bilan
En revenant au problème initial, et en regroupant les deux termes, on obtient la borne

supérieure désirée. Pour tout 𝑛 ∈ N il existe un paramètre 𝜃𝑛 ∈ Ω à partir de 𝑛 points données
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 identiquement distribués, tel que

E𝑋

[︁
‖𝑔0(𝑋) − 𝑔𝜃𝑛(𝑋)‖2

𝑦

]︁
⩽

[︃
‖Φ(𝜂1)‖2

𝑦 +
𝑀∑︁

𝑎=2
𝛿𝑀,𝑎

]︃
C (𝜃𝑛) + 𝑅𝑀 𝐶 (1.20)

1.4 Perspective et travaux futurs
Une première amélioration possible du travail réalisé dans ce premier chapitre est de considérer

une meilleure estimation de la matrice de variance-covariance obtenue dans le travail réalisé sur
le membre (2) de eq. (1.11). On peut directement chercher à évaluer empiriquement une quantité
de la forme

E𝑋

[︁
E𝑌 |𝑋 [Φ(𝑌 )|𝑋]E𝑌 |𝑋 [Φ(𝑌 )|𝑋]𝑇

]︁
(1.21)
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On peut toutefois faire mieux : Dans ce premier chapitre, on s’est focalisé sur un choix fixe de
représenteurs quel que soit le 𝑥 ∈ 𝒳 donné, ceci découlant de la majoration réalisée par l’inégalité
de Jensen dans le membre (2) de eq. (1.11). Un raffinement possible est de déterminer un ensemble
fini de 𝑀 représenteurs dépendant de 𝑥 ∈ 𝒳 . Pour obtenir une telle détermination conditionnelle
des représenteurs, une approche possible est l’approximation conditionnelle de la matrice de
variance-covariance. C’est à dire estimer la matrice de variance-covariance de E𝑌 |𝑋 [Φ(𝑌 )|𝑋 = 𝑥]
pour chaque 𝑥 ∈ 𝒳 donné, puis de déterminer des représenteurs pour chacune de ces matrices.

La première difficulté est l’estimation conditionnelle de ces matrices de variance-covariance.
En l’absence d’hypothèses supplémentaires sur la distribution de 𝜌 de (𝑋, 𝑌 ), il existe différentes
méthodes non paramétriques que l’on peut trouver dans [3], l’une d’elles est l’estimation empirique
de la matrice de variance-covariance avec des points-données situés dans un voisinage du point 𝑥
d’intérêt. C’est ce que l’on va notamment développer dans le chapitre 2.

Une autre difficulté apparaît : la nécessité de bénéficier de nombreux points dans le voisi-
nage du point 𝑥 pour obtenir une estimation empirique suffisamment bonne de la matrice de
variance-covariance et donc des représenteurs pertinents. On va donc dans cette perspective
proposer une méthode de détermination des représenteurs souffrant le moins possible du manque
de points-données.

On distingue deux approches futures qui seraient intéressantes d’étudier :
— L’approche décrite ci-dessus : étant donné un 𝑥 ∈ 𝒳 , on va utiliser les données associées

au voisinage de ce point pour déterminer une famille de représenteurs. Une telle approche
est une approche par morceaux sur les cellules d’un certain diagramme de Voronoï. C’est
cette approche qui est développée dans le cas d’application au chapitre 2.5. Le choix
des représenteurs pouvant se faire avec une méthode ne dépendant que de la matrice de
variance-covariance ainsi estimée.

— Détermination directe des représenteurs par un réseau de neurones : On peut chercher à
déterminer directement sachant un 𝑥 ∈ 𝒳 donné, une famille de 𝑀 points de 𝒴 tels que
l’espace engendré par leurs plongements via Φ approche au mieux E𝑌 [Φ(𝑌 )|𝑋 = 𝑥]. Le
problème d’optimisation associé pouvant s’écrire comme :

arg min
𝜃,𝜙

1
𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

⃦⃦
𝑦𝑖 − Φ(𝑔𝜙

𝑀 (𝑥𝑖))𝑓𝜃
𝑀 (𝑥𝑖)

⃦⃦2
𝑦

(1.22)

où Φ est la fonction de plongement associée au kernel 𝑘 ; 𝑔𝑀 : 𝒳 → 𝒴𝑀 et 𝑓𝑀 : 𝒳 → R𝑀

sont des fonctions représentées par des MLP paramétrées par 𝜙 et 𝜃 respectivement.

On propose dans le chapitre suivant une méthode de sélection de représenteurs, correspondant
à représenter les données dans un espace de dimension réduite, tout en cherchant à avoir de
bonnes propriétés d’estimation même lorsque le nombre de points-données est faible.
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Chapitre 2

Réduction de dimension par
représenteurs : PkPCA

Pour représenter en dimension réduite les plongements d’une variable aléatoire par un kernel,
il existe différentes méthodes, dont on distingue en particulier deux types : l’apprentissage de
dictionnaire et l’ACP.

L’apprentissage de dictionnaire dans le cas kernel comme présenté dans [15] section 3.1.2.
consiste à apprendre un ensemble d’atomes (que l’on nomme dictionnaire) qui sont des combinai-
sons linéaires des plongements de points-données. Il y a une contrainte de parcimonie qui spécifie
(d’autres métriques de contraintes étant employables) le nombre maximal d’atomes utilisables
pour représenter les plongements des données. Le problème de cette méthode est que l’on ne sait
pas a priori quels seront les atomes nécessaires pour représenter le plongement d’un point-donnée,
et nous voulons que le nombre de ces représenteurs soit le plus faible possible. On cherche donc à
fixer un certain nombre 𝑀 de représenteurs qui seront tous utilisés pour décrire des plongements
de points-données.

L’ACP, ou plutôt son adaptation au cas des kernel : la kernel ACP [7] (kPCA) permet de
déterminer 𝑀 vecteurs orthonormaux de représentation dans l’espace latent, correspondant aux
directions successives de plus grande variance des données. Ces vecteurs sont des combinaisons
linéaires de plongements de points-données.

Cependant, ces méthodes ne fournissent pas directement un ensemble réduit de points dans
l’espace initial dont les plongements permettent une bonne représentation des données. Pour
obtenir un nombre réduit de ces points, une méthode possible est de combiner une méthode de
recherche de pré-image par exemple [4] qui va fournir pour chaque vecteur de l’espace latent
-notamment les vecteurs de la base d’ACP- une pré-image dont le plongement en est proche.
Toutefois, ceci ne répond pas directement au problème posé et introduit des approximations
évitables :

— la pré-image trouvée ne suffit pas nécessairement à bien représenter toute la variance dans
la direction d’un vecteur de base d’ACP, il faudra éventuellement en choisir plusieurs.

— Le côté orthonormal de la base d’ACP n’est pas nécessaire, il est suffisant d’avoir un
ensemble de plongements de points de l’espace initial dont l’espace vectoriel engendré
capture au mieux la variance des plongements des données.

— Par ailleurs, les points dans l’espace initial que l’on utilise sont des points données, on peut
éventuellement s’en affranchir pour gagner en performance et en généralisabilité.
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Dans la suite, et c’est la méthode présentée, on va chercher à trouver des points directement
dans l’espace initial dont l’espace vectoriel engendré par leurs plongements capture au mieux la
variance des plongements des données, ceci sous la contrainte du nombre de points utilisables :
𝑀 , que l’on nommera représenteurs.

On a résumé et positionné les méthodes proposées en Tableau 2.1. On les y distingue selon
deux critères : selon que on utilise comme vecteurs de représentation dans l’espace latent (RKHS)
des combinaisons linéaires de plongements de points l’espace initial (de forme

∑︀
𝑖 𝛼𝑖Φ(𝜂𝑖)) ou

directement des plongements de points de l’espace initial (Φ (𝜂𝑗)) ; et selon que l’ensemble de
points utilisés dans l’espace initial est limité aux points-données fournis ou bien laissé à l’espace
entier.

Forme du vecteur de représentation Données Espace entier∑︀
𝑖 𝛼𝑖Φ(𝜂𝑖) kPCA ×

Φ (𝜂𝑗) DATAkPCA PkPCA

Table 2.1 – Méthodes proposées et existantes selon la nature du vecteur de représen-
tation dans l’espace latent, dépendant de l’ensemble de points utilisé dans l’espace
initial et des opérations algébriques réalisées sur leur plongement

2.1 Contexte
On se donne une variable aléatoire 𝑌 à valeurs dans 𝒴 ⊂ R𝑑 ; un kernel 𝑘 sur R𝑑 dont nous

notons H𝑦 l’espace latent associé et par Φ : 𝑦 ↦→ 𝑘(𝑦, ·) la fonction de plongement dans ce même
espace.

On fixe les contraintes supplémentaires suivantes :
Famille admissible de kernels le kernel 𝑘 : 𝒴 × 𝒴 → R doit être de la forme

𝑘(𝑦, 𝑦′) = 𝑔 (‖𝑦 − 𝑦′‖) où 𝑔(𝑥) −→
𝑥→∞

0 (2.1)

En pratique, les kernels couramment utilisés sont de ce type ; entre autres les kernels
gaussiens, triangle, de Cauchy, de Laplace, d’Epanechnikov, tricube, uniforme, de spline
cubique, etc...

Espace latent L’espace vectoriel engendré par les applications Φ(𝑦) est un espace de Hilbert
noté H𝑦 lorsque muni du produit scalaire ⟨Φ(𝑦)|Φ(𝑦′)⟩ = 𝑘(𝑦, 𝑦′). Dans un souci de confort,
on notera aussi ce produit scalaire lorsque l’on représente les vecteurs dans une base
orthonormée par ⟨𝑢|𝑣⟩ = 𝑢𝑇 𝑣.

Forme de la distribution On demande que la loi de 𝑌 soit à densité continue sur 𝒴. En
pratique les données seront constituées d’un échantillon de 𝑁 ∈ N couples de points suivant
cette loi que l’on notera (𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 qui consistent en 𝑁 variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées iid.

On cherche à trouver une famille de représenteurs 𝜂1, · · · , 𝜂𝑀 ∈ 𝒴 offrant la meilleure
représentation de 𝑌 . Plus formellement on cherche les paramètres maximisants de :

max
𝜂1,··· ,𝜂𝑀 ∈𝒴

E𝑌

[︁⃦⃦
𝐹Vect(Φ(𝜂1),··· ,Φ(𝜂𝑀 ))Φ(𝑌 )

⃦⃦2
𝑦

]︁
(2.2)

où 𝐹Vect(Φ(𝜂1),··· ,Φ(𝜂𝑀 )) est la projection orthogonale sur Vect(Φ(𝜂1), · · · , Φ(𝜂𝑀 )), que l’on notera
𝐹 dans la suite par souci de concision.
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2.2 Problème et analyse
On cherche à maximiser la quantité eq. (2.2), avec 𝐹 défini comme précédemment. Ce problème

est bien défini, puisque cette quantité est finie. Plus précisément

E𝑌

[︁
‖𝐹Φ(𝑌 )‖2

𝑦

]︁
⩽ E𝑌

[︁
‖Φ(𝑌 )‖2

𝑦

]︁
= E𝑌 [𝑘(𝑌, 𝑌 )] = 𝑔(0) ∈ R+ (2.3)

On note que 𝑔(0) est aussi la trace de la matrice kernel des données : [𝑘(𝑦𝑖, 𝑦𝑗)]𝑖𝑗 .

Orthogonalisation : Étant donné une famille 𝜂1, · · · , 𝜂𝑀 ∈ 𝒴, on définit pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑀 la
fonction 𝑗-ème orthogonalisée c’est à dire la fonction qui à 𝜂 ∈ 𝒴 donne l’orthogonalisée par le
processus de Gram-Schmidt de Φ(𝜂) à partir des vecteurs Φ(𝜂1), · · · , Φ(𝜂𝑗−1) (méthode détaillée
[2] page 124) :

Ψ𝑗(𝜂) = Φ(𝜂) −
∑︁
𝑘<𝑗

⟨Φ(𝜂)|Ψ𝑘(𝜂𝑘)⟩
‖Ψ𝑘(𝜂𝑘)‖2

𝑦

Ψ𝑘(𝜂𝑘) (2.4)

Cela fournit l’existence de coefficients (𝑎𝑘,𝑗)𝑘<𝑗 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑀 tels que Ψ𝑗(𝜂) soit représentée
comme combinaison linéaire de Φ(𝜂1), · · · , Φ(𝜂𝑗−1), Φ(𝜂) :

Ψ𝑗(𝜂) = Φ(𝜂) +
∑︁
𝑘<𝑗

⟨Φ(𝜂)|Φ(𝜂𝑘)⟩ 𝑎𝑘,𝑗Φ(𝜂𝑘) = Φ(𝜂) +
∑︁
𝑘<𝑗

𝑘(𝜂, 𝜂𝑘)𝑎𝑘,𝑗Φ(𝜂𝑘) (2.5)

Ψ𝑗(𝜂) = Φ(𝜂) +
∑︁
𝑘<𝑗

𝑎̃𝑘,𝑗Φ(𝜂𝑘) (2.6)

Par ailleurs, la famille (Ψ𝑗(𝜂𝑗))1⩽𝑗⩽𝑀 est l’orthogonalisée de Gram-schmidt de (Φ(𝜂𝑗))1⩽𝑗⩽𝑀

dans H𝑦, ce qui permet de réécrire 𝐹 de la manière suivante :

𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎝
Ψ1(𝜂1)𝑇

‖Ψ1(𝜂1)‖𝑦

...
Ψ𝑀 (𝜂𝑀 )𝑇

‖Ψ𝑀 (𝜂𝑀 )‖𝑦

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.7)

Suite : Reprenons la quantité qui nous intéresse, par propriété de la trace, de l’espérance et de
leur linéarité, il vient en notant 𝐶 la matrice de variance-covariance de Φ(𝑌 ) :

E𝑌

[︁
‖𝐹Φ(𝑌 )‖2

𝑦

]︁
= E𝑌

[︀
Φ(𝑌 )𝑇 𝐹 𝑇 𝐹Φ(𝑌 )

]︀
= Tr

(︀
E𝑌

[︀
𝐹Φ(𝑌 )Φ(𝑌 )𝑇 𝐹 𝑇

]︀)︀
(2.8)

= Tr

⎛⎝𝐹 E𝑌

[︀
Φ(𝑌 )Φ(𝑌 )𝑇

]︀⏟  ⏞  
𝐶

𝐹 𝑇

⎞⎠ = Tr

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎝

Ψ1(𝜂1)𝑇

‖Ψ1(𝜂1)‖𝑦

...
Ψ𝑀 (𝜂𝑀 )𝑇

‖Ψ𝑀 (𝜂𝑀 )‖𝑦

⎞⎟⎟⎟⎠𝐶
(︁

Ψ1(𝜂1)
‖Ψ1(𝜂1)‖𝑦

· · · Ψ𝑀 (𝜂𝑀 )
‖Ψ𝑀 (𝜂𝑀 )‖𝑦

)︁⎞⎟⎟⎟⎠ (2.9)

=
𝑀∑︁

𝑗=1

Ψ𝑗(𝜂𝑗)𝑇

‖Ψ𝑗(𝜂𝑗)‖𝑦

𝐶
Ψ𝑗(𝜂𝑗)

‖Ψ𝑗(𝜂𝑗)‖𝑦

=
𝑀∑︁

𝑗=1
E𝑌

⎡⎣(︃Ψ𝑗(𝜂𝑗)𝑇 Φ(𝑌 )
‖Ψ𝑗(𝜂𝑗)‖𝑦

)︃2
⎤⎦ (2.10)
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Non équivalence entre maximisation successive et simultanée : On se retrouve face au
problème de maximisation suivant, en rappelant que Ψ𝑗 dépend du choix des 𝜂𝑘 pour 𝑘 < 𝑗 :

max
𝜂1,··· ,𝜂𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

Ψ𝑗(𝜂𝑗)𝑇 𝐶Ψ𝑗(𝜂𝑗) (2.11)

Pour des raisons computationelles, on ne va pas chercher à maximiser cette quantité, mais à
réaliser une maximisation successive :

max
𝜂𝑀

[︂
· · · max

𝜂2

[︂
max

𝜂1
Ψ1(𝜂1)𝑇 𝐶Ψ1(𝜂1)

]︂
+ Ψ2(𝜂2)𝑇 𝐶Ψ2(𝜂2)

]︂
(2.12)

Dont la solution constitue un maximum local de eq. (2.11), mais non global le plus souvent.
Ce point est une différence notable avec le cas des méthodes linéaires que sont l’ACP (ou

la kPCA puisque on se ramène à travailler vectoriellement dans un sous-espace de dimension
finie de H𝑦) ou les décompositions en valeurs singulières. Dans ces cas là, puisque l’on travaille
dans un sous espace vectoriel, et que l’on cherche à obtenir des directions propres successives,
le théorème de séparation de poincaré ou le théorème d’entrelacement de Cauchy affirment
l’équivalence entre la maximisation simultanée et successive. L’invalidité de ceci dans le cas qui
nous intéresse est lié à la structure de l’espace des images des points de 𝒴 , qui est restreint et ne
garantit pas nécessairement l’existence de vecteurs propres (base d’ACP) en son sein. Toutefois,
la maximisation successive étant calculatoirement plus légère que la maximisation simultanée,
et fournissant un maximum local de la fonction de maximisation simultanée, on va considérer
seulement le problème eq. (2.12) comme étant une bonne approximation du problème eq. (2.11).

En appliquant ceci, on ramène à la maximisation successive selon la 𝑖-ème orthogonalisée.
Cela se réécrit avec Ψ𝑖 formé par les 𝜂 maximisants selon les 𝑖 croissants :

max
𝜂1,···𝜂𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

E𝑌

⎡⎣(︃Ψ𝑗(𝜂𝑗)𝑇 Φ(𝑌 )
‖Ψ𝑗(𝜂𝑗)‖𝑦

)︃2
⎤⎦ ≈

𝑀∑︁
𝑗=1

max
𝜂∈𝒴

E𝑌

⎡⎣(︃Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )
‖Ψ𝑗(𝜂)‖𝑦

)︃2
⎤⎦ (2.13)

Notion bien définie : Nous voulons montrer ici que à toute étape 𝑗, le maximum de

E𝑌

⎡⎣(︃Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )
‖Ψ𝑗(𝜂)‖𝑦

)︃2
⎤⎦ (2.14)

existe et est bien atteint sur 𝒴. Pour cela il suffit de montrer que eq. (2.14) tend vers 0 lorsque
‖𝜂‖ → ∞ ; le caractère borné découlant de eq. (2.4). Il découle de eq. (2.5), puis de la contrainte
eq. (2.1) sur 𝑔, que pour tout 𝑦 ∈ 𝒴

Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑦) = 𝑘(𝜂, 𝑦) +
∑︁
𝑘<𝑗

𝑘(𝜂, 𝜂𝑘)𝑎𝑘,𝑗𝑘(𝜂𝑘, 𝑦) −→
‖𝜂‖→∞

0 (2.15)

On obtient de manière analogue ‖Φ(𝜂)‖ ⩾ ‖Ψ𝑗(𝜂)‖ −→
‖𝜂‖→∞

𝑔(0). Par conséquent,

E𝑌

⎡⎣(︃Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )
‖Ψ𝑗(𝜂)‖𝑦

)︃2
⎤⎦ =

E𝑌

[︁(︀
Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )

)︀2
]︁

‖Ψ𝑗(𝜂)‖2
𝑦

(2.16)
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On se fixe 𝜀 > 0, il existe un 𝛼 > 0 tel que P(‖𝑌 ‖ ⩾ 𝛼) < 𝜀. Il vient en séparant en deux le
domaine d’intégration

E‖𝑌 ‖⩾𝛼

[︁(︀
Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )

)︀2]︁
⩽

Cauchy-Schwarz
E‖𝑌 ‖⩾𝛼

[︁
‖Ψ𝑗(𝜂)‖2 ‖Φ(𝑌 )‖2

]︁
⩽ 𝜀 ‖Φ(𝜂)‖2

𝑦 𝑔(0)2 (2.17)

Comme la boule 𝐵(0, 𝛼) est un compact de R𝑑, la fonction continue 𝑦 ↦→ Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑦) atteint son
maximum sur 𝐵(0, 𝛼) en un point 𝑦*.

E‖𝑌 ‖<𝛼

[︁(︀
Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )

)︀2]︁
⩽
(︀
Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑦*)

)︀2 −→
‖𝜂‖→∞

0 (2.18)

En regroupant eq. (2.17) et eq. (2.18), et en réinjectant dans eq. (2.16) on obtient finalement

E𝑌

⎡⎣(︃Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )
‖Ψ𝑗(𝜂)‖𝑦

)︃2
⎤⎦ −→

‖𝜂‖→∞
0 (2.19)

Ce qui assure l’exitence d’un 𝜂 maximisant pour tout 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑀 , de plus, le résultat est aussi
valable lorsque on réalise une estimation empirique des espérances à partir des données, ce qui
clôt ce développement et amène celui de l’estimation à partir des données.

2.3 Algorithme
2.3.1 Procédé général

On s’est donc ramené à partir de eq. (2.13) à une maximisation successives de fonctions selon
la variable 𝜂 ∈ 𝒴 ; l’intérêt de ceci est double, en plus de réduire la dimension de l’espace des
paramètres devant être optimisés simultanément, la méthode fournit un algorithme en-ligne, ce
qui fournit des représenteurs par degré d’importance décroissant à chaque nouvelle maximisation
réalisée. À l’étape 𝑗, on cherche donc

𝜂𝑗 ∈ arg max
𝜂∈𝒴

Ψ𝑗(𝜂)𝑇 𝐶Ψ𝑗(𝜂)
‖Ψ𝑗(𝜂)‖2

𝑦

= arg max
𝜂∈𝒴

E𝑌

[︁(︀
Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑌 )

)︀2
]︁

‖Ψ𝑗(𝜂)‖2
𝑦

(2.20)

Estimation à partir des données En pratique comme on dispose d’échantillons (𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 ,
on ne dispose que d’une estimation empirique de l’espérance. Pour un 𝜂 ∈ 𝒴 et 𝑘 un entier fixés,
il existe des coefficients (𝑎̃𝑖,𝑗)𝑖<𝑗 fournis par l’orthogonalisation de Gram-Schmidt eq. (2.6). Le
problème eq. (2.20) devient donc

arg max
𝜂∈𝒴

1
‖Ψ𝑗(𝜂)‖2

𝑦

𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑦𝑖)

)︀2 (2.21)

Que l’on peut réécrire uniquement en fonction du kernel, des données et du paramètre :

= arg max
𝜂∈𝒴

∑︀𝑁
𝑖=1

[︁
𝑘(𝜂, 𝑦𝑖) +

∑︀
𝑘<𝑗 𝑎̃𝑘,𝑗𝑘(𝜂𝑘, 𝑦𝑖)

]︁2

𝑘(𝜂, 𝜂) + 2
∑︀

𝑘<𝑗 𝑎̃𝑘,𝑗𝑘(𝜂, 𝜂𝑘) +
∑︀

𝑙<𝑗

∑︀
𝑘<𝑗 𝑎̃𝑘,𝑗 𝑎̃𝑙,𝑗𝑘(𝜂𝑘, 𝜂𝑙)

(2.22)
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Algorithm 1: PkPCA
Data: points (𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 , kernel 𝑘
Result: représenteurs (𝜂𝑖)1⩽𝑖⩽𝑀

𝑗 = 1
while 𝑗 ⩽ 𝑀 do

Ψ𝑗 : 𝜂 ↦→ Φ(𝜂) −
∑︁
𝑘<𝑗

⟨Φ(𝜂)|Ψ𝑘(𝜂𝑘)⟩
‖Ψ𝑘(𝜂𝑘)‖2

𝑦

Ψ𝑘(𝜂𝑘)

𝜂𝑗 = arg max
𝜂∈𝒴

1
‖Ψ𝑗(𝜂)‖2

𝑦

𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
Ψ𝑗(𝜂)𝑇 Φ(𝑦𝑖)

)︀2

return (𝜂𝑖)1⩽𝑖⩽𝑀

Différentes approches peuvent-être utilisées pour l’implémentation effective de cet algorithme.
On discute les deux cas et on précise ce qui a été réalisé pour l’implémentation.
Représentation des Ψ𝑗 Une bonne approche est de conserver la représentation des Ψ𝑗 dans la

base des Φ(𝜂1), · · · , Φ(𝜂𝑗) (mémoïsation), ce qui évite d’avoir à les recalculer et qui simplifie
l’évaluation lors de la recherche de 𝜂𝑗 .

Obtention de l’argmax Il s’agit d’une recherche de maximum d’une fonction possédnant
potentiellement plusieurs maxima locaux. Une première idée est de réaliser un recuit-simulé.
Une seconde approche est un mélange de recherche aléatoire et de de montée de gradient.
Enfin, celle qui a été utilisée dans la suite, est de réaliser une montée de gradient issue du
point donnée donnant à chaque étape la meilleure contribution ajoutée.

2.3.2 Variantes
On peut s’intéresser à des variantes de la méthode PkPCA, les idées pouvant être combinées :

Travail sur les points données On limite l’optimisation successive aux points données, la
montée de gradient étant réalisée une fois 𝑀 représenteurs choisis parmi les points données.
L’intérêt est de réduire le nombre de calculs à réaliser, ceci marchant d’autant mieux que
le ratio 𝐷

𝑁 est petit, puisque favorisant l’existence d’un point donnée proche de chaque
représenteur idéal.

Optimisation simultanée En revenant sur la simplification effectuée entre eq. (2.11) et eq.
(2.12), on peut déterminer les 𝑀 représenteurs simultanément. On résoud donc le problème
initial, toutefois le nombre 𝑀 de représenteurs doit être choisi à l’avance (hyperparamètre)
et le problème est en dimension 𝑀 × 𝐷 ce qui complique la recherche du maximum global
étant donné la multitude de minima locaux.

Optimisation combinatoire Si l’on se fixe un nombre fini 𝐻 de points admissibles pour être
représenteurs, une recherche exhaustive des combinaisons de 𝑀 de ces points est enviseagable,
pour peu que la quantité 𝐶𝑀

𝐻 soit raisonnable. Nonobstant, cette méthode est parallélisable.
Validation croisée En séparant les données en plusieurs groupes, et en conservent les représen-

teurs ayant obtenu les meilleures performances lors d’un test croisé avec les autres groupes,
on peut espérer bénéficier de représenteurs non biaisés par les données.

L’intérêt de la méthode PkPCA étant lorsque les points représenteurs idéaux sont situés dans
des zones de faible densité de points données, ce qui est d’autant plus probable lorsque le ratio
𝐷
𝑁 est grand. Une application de ceci est pour l’estimation de représenteurs pour des variables
aléatoires conditionnelles.
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2.3.3 Intérêt de la méthode
La méthode PkPCA offre des performance comparativement d’autant meilleures lorsque le

ratio 𝐷
𝑁 est grand, ou dit autrement lorsque la probabilité qu’un point-donnée soit proche d’un

véritable représenteur de la distribution des données est faible.

2.4 Expérimentations
On a utilisé pour les expérimentations quatre jeux de données : Iris composé de 150 éléments,

et trois jeux synthétiques : Cones, bidimensionnel de taille 100, Sinus bidimensionnel de taille 200
et Trimodal de dimension 30 et de taille 100. Ces trois ensembles de données sont représentés
bidimensionnellement via T-SNE en Figure 2.1. Dans tous ces cas, on utilise un kernel gaussien,
et on fixe le paramètre de ce kernel comme étant l’écart-type des données.
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Figure 2.1 – Différents représenteurs obtenus avec DATAkPCA pour différentes données

On va évaluer les performances des méthodes PkPCA et DATAkPCA sur les jeux de données
choisis. En particulier, on utilise la trace de la matrice de variance-covariance des données dans la
base des vecteurs de représentation choisis comme valeur de comparaison de qualité des méthodes,
cela correspondant à la quantité de variance des données capturée par les représenteurs.

Les méthodes proposées sont au nombre de deux : PkPCA et DATAkPCA. DATAkPCA
est l’implémentation de la variante ne travaillant que sur les points-données. On compare ces
deux méthodes avec d’autres méthode de sélection des représenteurs : le kernel Herding présenté
dans [1] qui approche une fonction objectif analogue mais différente, la méthode Random qui
choisit 𝑀 points uniformément dans l’enveloppe convexe des données, et Random data qui choisit
aléatoirement et uniformément successivement 𝑀 points parmi les données, en sélectionnant ceux
qui maximisent la trace représentée (Il s’agit d’une version très grossière de DATAkPCA). Enfin,
on compare cette méthode à la quantité de trace représentée par l’ACP kernel, quantité qui est
toujours supérieure dans le cas de méthodes limitées aux points données puisque utilisant des
combinaisons linéaires de plongements comme vecteurs représenteurs dans l’espace latent et non
plus seulement les plongements seuls.

En Figure 2.2 on observe la quantité de variance représentée lors de l’entraînement pour
différentes méthodes, au fur et à mesure que l’on augmente le nombre de représenteurs utilisés
(jusqu’à 40 représenteurs). La Figure 2.3 étant analogue pour les données de test.
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Les exécutables ayant servis à la génération des figures sont écrits en python et sont disponibles
à l’adresse https://github.com/AbelDouzal/Japon-2024/tree/main/Code.

La méthode PkPCA offre les meilleures performances de représentation, suivi de proche
par DATAkPCA, tant sur les séquences d’entraînement que de test, comme visible en Figure
2.2 et Figure 2.3. La méthode Random data offre des perfomances proches puisque optimisant
partiellement la même fonction objectif que PkPCA et DATAkPCA. On observe par ailleurs que
les résulats obtenus sont d’autant favorables que la dimension de l’espace de données relativement
au nombre de points-données utilisés est grand, c’est le cas des données sinus comparativement à
Iris. La Table 2.2 révèle aussi que les méthodes PkPCA et DATAkPCA offrent les meilleures
performances pour tous les ensembles de données utilisés, avec des taux de représentation proches
de celles de l’ACP kernel (kPCA).
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Figure 2.2 – Variance représentée à l’entraînement pour différentes méthodes
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Figure 2.3 – Variance représentée sur les données de test pour différentes méthodes

Modèle Iris Cones Sinus Trimodal
Série Train Test Train Test Train Test Train Test

kPCA (comp.) 0.9824 0.9824 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.8153 0.7770
PkPCA 0.9770 0.9770 0.9985 0.9984 0.9978 0.9981 0.7905 0.7360

DATAkPCA 0.9747 0.9747 0.9977 0.9976 0.9981 0.9980 0.7589 0.7173
kHerding 0.6577 0.6577 0.9014 0.8908 0.8306 0.8498 0.3259 0.3102
Random 0.0657 0.0657 0.8895 0.8994 0.8472 0.8703 0.0409 0.0420

Random data 0.9597 0.9597 0.9978 0.9978 0.9899 0.9924 0.7261 0.6806

Table 2.2 – Part de la variance totale représentée par 𝑀 = 10 vecteurs selon l’ensemble
d’entraînement et la méthode employée
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2.5 Cas d’application : variables aléatoires conditionnelles
Lorsque l’on cherche à déterminer des représenteurs pour des moyennes conditionnelles :

E𝑌 |𝑋 [Φ(𝑌 )|𝑋] pour (𝑋, 𝑌 ) une variable aléatoire sur 𝒳 × 𝒴 , on ne dispose que de peu de points
a priori relativement à la taille de l’ensemble de données, au voisinage de tout point 𝑥 ∈ 𝒳 pour
obtenir de l’information pertinente. On propose l’approche suivante : On dispose d’un ensemble
de données (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 indépendantes identiquement distribuées. On se donne 𝑥 ∈ 𝒳 et on
cherche à trouver 𝑀 représenteurs de E𝑌 [Φ(𝑌 )|𝑋 = 𝑥]. Pour se faire, on va -puisque sans plus
d’hypothèse sur la distribution de (𝑋, 𝑌 )- utiliser une méthode d’estimation non paramétrique de
la loi de 𝑌 |𝑋 : les 𝑘 plus proches voisins (kNN). Ceci permet étant donné un nombre de plus
proches voisins à considérer 𝑘𝑛 et un 𝑥 ∈ 𝒳 d’extraire la sous famille (𝑦𝑎𝑥,𝑖)1⩽𝑖⩽𝑘𝑛 de la famille
(𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 où les 𝑎𝑥,𝑖 sont les indices des 𝑘𝑛 plus proches voisins de 𝑥 dans les (𝑥𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 . Pour
déterminer les bons représenteurs à partir de cette sous-famille de données, on est ramené au
problème traité précédemment eq. (2.2). Comme conséquence de l’estimation conditionnelle, on
ne bénéficie que de peu de points-données relativement à la dimension de l’espace 𝒴 ; le ratio
𝐷
𝑘𝑛

étant grand, et relativement 𝐷
𝑘𝑛

≫ 𝐷
𝑁 . On peut alors appliquer une des méthodes présentées

(PkPCA, DATAkPCA) ou leurs variantes sur l’ensemble de points données sélectionnés.
L’estimation empirique de la matrice de covariance sur la sous famille de données au voisinage

de 𝑥 est :

𝐶𝑥 = 1
𝑘𝑛

𝑘𝑛∑︁
𝑖=1

Φ(𝑦𝑎𝑥,𝑖)Φ(𝑦𝑎𝑥,𝑖)𝑇 (2.23)

On réalise cette estimation pour un échantillon de 𝑥 ∈ 𝒳 suivant la distribution de 𝑋 (par
exemple en sélectionnant une sous-famille des (𝑥𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 ), puis en prenant la valeur moyenne de
représentation comme évaluation de la qualité du résultat obtenu. On notera 𝑀 le nombre de
représenteurs à déterminer pour chaqun des 𝐻 points sélectionnés dans 𝒳 , le voisinage de chaque
point sélectionné dépendant du paramètre 𝑘 du KNN.
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Figure 2.4 – Représenteurs pour k=10, M=5, H=10 et PkPCA avec les points-
données utilisés

On dispose de 3000 points-données générés suivant une distribution donnée, la variable 𝑋 est
unidimensionnelle et 𝑌 est bidimensionnelle. On représente ces données tridimensionnellement en
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Figure 2.4. Les points-données y sont en vert et quelques représenteurs calculés sont en rouge.
On utilise un noyau gaussien, avec un paramètre 𝜎 égal à un sixième de l’écart type des

données. Un meilleur choix de ce paramètre pourrait être envisagé, pa exemple en prenant la
moyenne des écarts types sur des voisinages de taille fixe dans l’espace 𝒳 .

On détermine pour chaque méthode : PkPCA, DATAkPCA, kHerding, une famille de repré-
senteurs à partir des 3000 points données d’entraînement générées selon la loi de (𝑋, 𝑌 ). Pour
la partie test, on tire un ensemble de 500 points uniformément sur 𝒳 , puis pour chacun de ces
points tirés, on génère un ensemble de points 𝑦 selon la loi de 𝑌 |𝑋. Ceci n’étant pas à proprement
parler un échantillon test puisque ne suivant pas la loi de (𝑋, 𝑌 ), cela explique pourquoi certaines
des valeurs obtenues à l’entraînement sont inférieures aux valeurs de test.

Les différents résultats obtenus sont présentés en Table 2.3. On constate que aussi bien à
l’entraînement qu’aux test la méthode PkPCA se révèle légèrement meilleure que DATAkPCA,
et fournit des taux de représentation meilleurs que le kernel Herding. On constate aussi que les
méthodes PkPCA et DATAkPCA sont d’autant meilleures que le nombre de représenteurs est
important et que l’on augmente le nombre de points où l’on détermine des représenteurs. On
constate aussi une certaine variabilité des résulats liée à la méthode d’évaluation utilisée non
déterministe.

Cette bonne représentation des données est aussi visible en Figure 2.5 et Figure 2.6, où l’on
a représenté la répartition des taux de représentation pour les 500 points-test utilisés. On voit
que le plus faible taux de représentation en un point augmente à mesure que le nombre de points
utilisés pour le calcul des représenteurs augmente, et que le nombre de représenteurs choisis est
grand. Cela donne une certaine borne uniforme sur l’erreur de représentation commise par al
méthode choisie. On constate aussi que la méthode PkPCA offre une borne uniforme plus étroite
que kHerding, ce qui est une propriété désirable pour une représentation fidèle.

Paramètres PkPCA DATAkPCA kHerding
M H k Train Test Train Test Train Test

2

10 11 0.64367 0.764424 0.61340 0.72168 0.52900 0.77963
20 0.66939 0.91146 0.56852 0.71837 0.56707 0.82913

20 11 0.70660 0.81616 0.71572 0.82707 0.55241 0.84316
20 0.64172 0.91793 0.59623 0.93846 0.56006 0.92122

100 11 0.67216 0.86026 0.69014 0.87860 0.59077 0.86177
20 0.66753 0.93859 0.62306 0.93935 0.54089 0.93079

5

10
11 0.93402 0.76421 0.95296 0.76501 0.73505 0.72859
20 0.89977 0.89263 0.87034 0.82643 0.71934 0.83612

20
11 0.96062 0.84747 0.94473 0.76135 0.72419 0.80191
20 0.86074 0.89442 0.85513 0.90860 0.63951 0.92972

100
11 0.92790 0.85943 0.91510 0.87516 0.74134 0.82704
20 0.87835 0.94197 0.85592 0.93968 0.68347 0.93537

10

10
11 0.99823 0.68059 0.99928 0.79588 0.96195 0.77903
20 0.98573 0.79748 0.96552 0.84756 0.83448 0.78329

20
11 0.99435 0.81482 0.99866 0.76878 0.95149 0.79406
20 0.99000 0.93761 0.98083 0.92928 0.78330 0.93356

100
11 0.99540 0.88098 0.99879 0.86264 0.95185 0.86284
20 0.98301 0.94235 0.98275 0.94015 0.79525 0.93767

Table 2.3 – Variance représentée pour différents paramètres et différentes méthodes
pour les données Multicones (3000 points) à l’entraînement et au test
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Figure 2.5 – Distribution des variances obtenues pour PkPCA et k=20
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Figure 2.6 – Distribution des variances obtenues pour kHerding et k=20
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Conclusion

Pour conclure ce mémoire, on a proposé une analyse de la borne théorique de convergence du
Neural CME pour un kernel gaussien, après l’avoir reformulé comme un problème d’apprentissage
non linéaire dans l’espace latent d’un kernel. On a fourni une méthode pour représenter les
données en dimension réduite, via le choix d’un ensemble de représenteurs dans l’espace initial. On
a par la suite fait le lien entre cette méthode proposée et le problème initial dans le cas de données
conditionnelles. Enfin on a donné une perspective d’évolution de la méthode du Neural CME en
proposant une architecture offrant une détermination directe de représenteurs conditionnellement.

Notations
— On parle indistinctement de noyau ou de kernel
— 𝒳 et 𝒴 parties d’espaces vectoriels de dimension finie
— (𝑋, 𝑌 ) couple de variables aléatoires sur 𝒳 × 𝒴 de loi 𝜌

— (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 points données dans 𝒳 et 𝒴
— 𝜂𝑖 ∈ 𝒴 sont des représenteurs
— 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 kernels
— Φ𝑥, Φ𝑦 fonctions de plongement associés aux kernels
— H𝑥, H𝑦 espaces latents (RKHS) associés aux kernels 𝑘𝑥, 𝑘𝑦

— Ω est l’espace des paramètres d’un réseau de neurones donné
— 𝑓𝑎

𝜃 𝑎-ième composante (1 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑀) du réseau de neurones 𝑓 paramétré par 𝜃 ∈ Ω
— ‖·‖𝑦 est la norme associée au produit scalaire dans le RKHS associé à 𝑘𝑦

— On note E𝑋 l’espérance obtenue en intégrant selon la mesure correspondant à la loi de
probabilité de 𝑋. de même pour 𝑌 , 𝑌 |𝑋...
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