
Intégration

1 Rappels
Proposition : (Sommes de Riemann) Soit f : ra, bs Ñ E continue par morceaux :

lim
nÑ`8

b´ a

n

n
ÿ

i“1

f

ˆ

a` i
b´ a

n

˙

“

ż b

a

fpxqdx

Proposition : (Première formule de la moyenne) Soit f : ra, bs Ñ R une fonction
continue et g : ra, bs Ñ R` une fonction continue par morceaux. Alors il existe c P ra, bs tel que :

ż b

a

fptqgptqdt “ fpcq

ż b

a

gptqdt

Proposition : (deuxième formule de la moyenne) Soit f : ra, bs Ñ R positive
décroissante de classe C 1 et g : ra, bs Ñ R une fonction continue. Alors il existe c P ra, bs tel que :

ż b

a

fptqgptqdt “ fpaq

ż c

a

gptqdt

2 Intégrale généralisée
Proposition : (Intégration par parties) Soient f, g P C 1pra, br,Cq si deux des expres-
sions :

şb

a
f 1g, rfgsba,

şb

a
fg1 convergent, alors la troisième aussi et :

ż b

a

f 1g “ rfgsba ´

ż b

a

fg1

Proposition : (Chang. variable) Soit f P C pra, br,Cq, Soient α ă β et ϕ : rα, βrÑ ra, br.
Si ϕ est C 1 et stritement croissante et bijective (donc ϕpαq “ a). Alors :

ż b

a

f “

ż β

α

pf ˝ ϕqϕ1 (elles sont de même nature (DV,CV,ACV))

Théorème : (Règle d’Abel) Soit f : ra, brÑ R de classe C 1 et g : ra, brÑ R continue
vérifiant :

— f décroissante et lim
xÑb

fpxq “ 0

— Il existe M ą 0 tel que pour tout x P ra, br,
∣∣∣∣ż x
a

gptqdt

∣∣∣∣ ďM

Alors
ż b

a

fptqgptqdt CV.

Remarque : Ce théorème est hors programme : le redémontrer à partir de la deuxième formule de
la moyenne (qu’il faut aussi savoir redémontrer).
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3 Intégrabilité
Proposition : (critères d’intégrabilité) Soit I “ ra, br et f : I Ñ E une fonction
continue par morceaux sur I. Les assertions suivantes sont équivalentes :

— f est intégrable sur ra, br
— x ÞÑ

şx

a
}fptq}dt est bornée sur ra, br

— lim
xÑb´

şx

a
}fptq}dt existe

— lim
xÑb´

şb

x
}fptq}dt “ 0

— @ε ą 0, DA P I tel que @x, y P rA, br px ă yq,
şy

x
}fptq}dt ă ε (Critère de Cauchy)

Et si }f} ď ϕ sur I et si ϕ intégrable, alors f est intégrable. Et alors, }
ş

I
f} ď

ş

I
ϕ

Proposition : (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f, g : I Ñ C continues par
morceaux de carré intégrable sur I, alors fg est intégrable sur I :∣∣∣∣ż

I

fg

∣∣∣∣2 ď ˆ
ż

I

|f |2
˙

¨

ˆ
ż

I

|g|2
˙

Proposition : (Intégrales de Bertrand) Soit α et β des nombres réels :
ˆ

t ÞÑ
1

tα logβ t
est intégrable sur ra ą 1,`8r

˙

ô ppα ą 1q ou pα “ 1 et β ą 1q

˜

t ÞÑ
1

tα |log|β t
est intégrable sur s0, b ă 1r

¸

ô ppα ą 1q ou pα “ 1 et β ą 1q

Proposition : (Intégration des relations de comparaison)

f “
b´
opgq f “

b´
Opgq f „

b´
g

ż b

a

g CV f intégrable
ż b

x

f “
b´
o

˜

ż b

x

g

¸

f intégrable
ż b

x

f “
b´
O

˜

ż b

x

g

¸

ż x

a

f „
b´

ż x

a

g

ż b

a

g DV
ż x

a

f “
b´
o

ˆ
ż x

a

g

˙
ż x

a

f “
b´
O

ˆ
ż x

a

g

˙
ż b

x

f „
b´

ż b

x

g

4 Fonction Gamma
Définition : La fonction gamma est une fonction classique définie par :

Γ : s0,`8rÑ R x ÞÑ

ż `8

0

e´ttx´1dt

Proposition :
— La fonction Γ est convexe, logarithmiquement convexe et de classe C8 sur s0,`8r et pour

tout n P N˚ on a :

@x ą 0, Γpnqpxq “

ż `8

0

plog tqne´ttx´1dt

— @x ą 0 Γpx` 1q “ xΓpxq
— Comme Γp1q “ 1 on déduit @n P N Γpn` 1q “ n!
— Γp1{2q “

?
π
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5 Intégrales dépendant d’un paramètre
Théorème : (de convergence dominée) Soit pfnq continues par morceaux telles que :

— fn ÝÑ
`8

f et f P Cm

— Il existe ϕ P Cm positive et intégrable sur I telle que @n }fn} ď ϕ (Hypothèse de domination)

Alors les fn et f sont intégrables sur I et on a : lim
nÑ`8

ż

I

fn “

ż

I

f

Remarque : La preuve est admise et est par ailleurs très difficile. Ce théorème s’exprime pareille-
ment avec une limite finie à la place de nÑ `8.

Théorème : (Continuité sous signe intégral) Soit X un espace métrique, I “ ra, bs
un intervalle de R et une application f : X ˆ I Ñ E px, tq ÞÑ fpx, tq

— @x P X, l’application fpx, ¨q : t ÞÑ fpx, tq est Cm sur I
— @t P I, l’application fp¨, tq : x ÞÑ fpx, tq est continue sur X
— Dϕ P Cm positive et intégrable sur I telle que @x P X }fpx, tq} ď ϕptq (Hyp. de domination)

Alors l’application Φ : AÑ E x ÞÑ

ż b

a

fpx, tqdt est bien définie et est continue sur X.

Théorème : (Dérivation sous signe intégral) Soit J, I “ ra, bs intervalles de R et
f : J ˆ I Ñ E px, tq ÞÑ fpx, tq vérifiant les propriétés suivantes :

— @x P J , l’application fpx, ¨q : t ÞÑ fpx, tq est Cm et intégrable sur I
— f admet une dérivée partielle Bf

Bx varifiant les hypothèses du théorème de continuité sous
signe intégral.

Alors : Φ : J Ñ E x ÞÑ

ż b

a

fpx, tqdt est C 1 sur J et @x P J, Φ1pxq “

ż b

a

Bf

Bx
px, tqdt.

Remarque : la continuité de xÑ Bf
Bx px, tq est superflue pour avoir la dérivabilité de Φ.

Corollaire : Soit I un intervalle de R et ra, bs un segment de R. Soit une application
f : I ˆ ra, bs Ñ E px, tq Ñ fpx, tq continue sur I ˆ ra, bs. Alors :

Φ : I Ñ E x ÞÑ

ż b

a

fpx, tqdt est continue sur I

Si de plus f est dérivable par rapport à x et si Bf
Bx est continue sur I ˆ ra, bs, alors Φ est C 1 sur I

et on a :

Φ1pxq “

ż b

a

Bf

Bx
px, tqdt

Théorème : (CV dominée pour les séries de fonctions) Soit pukq suite de fonctions
CmpI,Cq on suppose que

ř

uk CVS vers une fonction Cm.

Si
8
ÿ

k“0

ż

I

|uk| CV alors
8
ÿ

k“0

uk est intégrable et
ż

I

8
ÿ

k“0

uk “
8
ÿ

k“0

ż

I

uk
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