
Équations différentielles

1 Généralités
Théorème : (Cauchy-Lipschitz) Soit F : R ˆ Rn Ñ Rn (où Ω est ouvert) une fonction
continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. Alors @pt0, x0q P Ω, il existe un intervalle
I P νRpt0q et ϕ : I Ñ R solution de y1 “ F pt, yq telle que ϕpt0q “ x0. De plus, il y a unicité pour le
problème de Cauchy de cette ED en pt0, x0q.
Remarque :

— l’existence de la solution au problème de Cauchy reste vraie si on suppose seulement F
continue.

— Si F est C 1, F est localement lipschitzienne en la seconde variable.

Définition : (Solution maximale) Une fonction ϕ : I Ă R Ñ E (I intervalle) est dite
solution maximale de l’ED ypnq “ F pt, y, ..., ypn´1qq si il n’existe pas dautre solution ψ : J Ñ E de
cette ED telle que I Ă J, I ‰ J et ψ “ ϕ sur I où J est un intervalle de R.

Corollaire : Soit F : R ˆ Rn Ñ Rn (où Ω est ouvert) une fonction continue et localement
lipschitzienne en la seconde variable. Alors @pt0, x0q P Ω il existe une unique solution maximale ϕ
de l’ED y1 “ F pt, yq prenant la valeur x0 en t0 ; cette solution maximale est définie sur un intervalle
ouvert de R.

2 Équations différentielles linéaires
Une équation différentielle sur Kn d’ordre p est du type :

pLq : Y ppq “ Ap´1ptqY
pp´1q ` ¨ ¨ ¨ `A0ptqY `Bptq

où les Ai et B sont continues.
L’ED pLq d’ordre p peut s’écrire sous la forme d’une ED d’ordre 1 :
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— Si B “ 0 l’équation est dite homogène
— Si n “ 1 l’équation est dite scalaire.
— Si n ě 2 elle est désignée par système différentiel linéaire

Théorème : Soit une équation différentielle linéaire

pL1q : Y 1 “ AptqY `Bptq

où A : I Ñ MnpKq et B : I Ñ Kn sont des fonctions continues. Alors pour tout t0 P I et pour tout
X0 P Kn, il existe une unique solution V de pL1q définie sur I tout entier, telle que V pt0q “ X0.
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Remarque : preuve admise

Théorème : Soit A : I Ñ MnpKq une fonction continue. L’ensemble SH des solutions maximales
de l’équation homogène

pHq : Y 1 “ AptqY

est un sev de dimension n du K-ev C 1pI,Knq.
Remarque :

— On déduit que l’espace des solutions de pL1q est un espace affine de dimension n
— L’espace des solution d’une ED homogène sur Kn d’ordre p est de dimension np

3 Wronskien
Les matrices sont écrites dans une base B posée au préalable.

Définition : Soient V1, ..., Vn n solutions de pHq, on appelleWronskien de V1, ..., Vn l’application

WB : t ÞÑ détpV1ptq, ..., Vnptqq

En appliquant la transformation de pHpq en pH1q d’ordre 1, on appelle wronskien de p solutions
v1, ..., vp de pHpq le wronskien de l’ED pH1q des solutions de pH1q :
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Proposition : WB est de classe C 1 et W 1
Bpxq “ TrpapxqqWBpxq

Corollaire : Le Wronskien WB “ 0 ou ne s’annule jamais.

Proposition : Soient V1, ..., Vn n solutions de pHq. Le rang des vecteurs V1ptq, ..., Vnptq est
indépendant de t P I

Corollaire : Des solutions V1, ..., Vn de pHq forment une base des solutions de pHq ssi il existe
t0 P I tel que WBpV1, ..., Vnqpt0q ‰ 0, et dans ce cas on a @t P I WBpV1, ..., Vnqptq ‰ 0

4 Méthodes usuelles
1. variation de la constante (une ou plusieurs)
2. abaissement de l’ordre
3. se ramener à un système d’ordre 1
4. changement de variable
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