
Calcul différentiel

1 Différentielles
Définition : (Différentielle) Soit E et F deux R-evn, U un ouvert de E et a P U . Une
application f : U Ñ F est dite différentiable en a si il existe ϕ P LcpE,F q telle que :

fpa` hq “
hÑ0

fpaq ` ϕphq ` op}h}q

Si une telle application existe, elle est unique et est notée dfa et s’appelle différentielle de f en a.
Si df est continue, f est dite C 1.

Définition : (Gradient) Soit E un espace euclidien et f : U Ă E Ñ R une application
différentiable en a P U . Alors dfa P pE,Rq “ E˚, et il existe un unique vecteur v P E tel que
dfaphq “ v ¨h pour tout h P E. Ce vecteur est le gradient de f en a et est noté : ∇fpaq ou gradaf
Remarque : Le gradient dépend de la structure euclidienne choisie.

Proposition : Le gradient en a est normal à l’isosurface en a. ∇fpaq est colinéaire et de même
sens que le vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est maximale.

Proposition : En base orthonormée pe1, ..., enq, pour f différentiable en a P U , les dérivées
partielles de f en a existent et :

∇fpaq “
n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
paqei

2 Propriétés
Proposition : Soient f et g deux applications différentiables, sous réserve de bonnes hypothèses,

— dpf ` gqa “ dfa ` dga
— @λ P R dpλfqa “ λdfa
— dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa

Remarque : Dans le cas où g est une fonction à valeurs réelles, la dernière formule se réécrit :
pg ˝ fq1paq “ dgfpaqpf

1paqq.

Proposition : Soit U un ouvert de Rn, F,G,H trois evn de dimension finie, et B : F ˆGÑ H
une application bilinéaire. Soit f : U Ñ F et g : U Ñ G différentiables en a P U , alors Bpf, gq l’est
aussi, et :

dpBpf, gqqaphq “ Bpdfaphq, gpaqq ` Bpfpaq, dgaphqq

Proposition : Une fonction différentiable en un point est continue en ce point.
Proposition : Soit f : V Ñ E1 ˆE2 une application, où V est le voisinage d’un point a de H
et H,E1, E2 sont des evn. f est différentiable ssi ses composantes f1, f2 le sont.
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3 Dérivées partielles
Proposition : Si f est différentiable en un point a, alors f admet une dérivée selon tout vecteur
en a et on a f 1vpaq “ dfapvq pour tout v P E.
Définition : Soit f : V Ă Rn Ñ E où E est une evn. On appelle dérivée partielle d’indice i
au point a la dérivée (si elle existe) de : ϕi : xi ÞÑ fpa1, ..., ai´1, xi, ai`1, ..., anq au point ai. Cette
dérivée est notée : Bf

Bxi
paq, f 1xi

paq, Difpaq.
Théorème : Pour qu’une fonction f définie sur un voisinage de a P Rn soit différentiable au
point a, il faut que les n dérivées partielles Bf

Bxi
paq existent en ce point. Si f est différentiable, sa

différentielle est :

dfa : pu1, ..., unq ÞÑ
n
ÿ

i“1

ui
Bf

Bxi
paq

Théorème : Soit f : U Ă Rn Ñ F une application, où U est ouvert et F un evn. Si toutes
les dérivées partielles de f sur U existent et si elles sont continues en un point a de U , alors f est
différentiable en a et on a :

dfa “
n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
paqdxi

Remarque : dxi est la base duale dans pRnq˚ de la base canonique de Rn.

Théorème : (Schwarz) Soit f : U Ă Rn Ñ Rm où U est ouvert, de classe C 2,

@i, j P N˚n,
B2f

BxiBxj
“

B2f

BxjBxi

Remarque : ce théorème se généralise aisément au cas de fonctions de classe C k

4 Matrice jacobienne
Définition : Soit f : U Ă Rn Ñ Rm où U est ouvert, différentiable en a P U , en notant
pe1, ..., enq, pe

1
1, ..., e

1
mq les bases canoniques de Rn et Rm. En écrivant f “

řm
i“1 fie

1
i, la matrice de

dfa dans les bases canoniques de Rn et Rm est :

Ja “

„

Bfi
Bxj

paq



ij

P Mm,npRq

C’est la matrice jacobienne de f en a. Lorsque m “ n, son déterminant est le jacobien de f en a.
Remarque : On retrouve la différentielle d’une composée : Jpg ˝ fqx “ Jgfpxq ˆ Jfx. On a de plus,
naturellement le résultat : dfaphq “ Jaf ˆH

Proposition : (Règle de la chaîne) Soit f : U Ă Rm Ñ Rn et g : V Ă Rn Ñ F : evn.
Où U et V sont ouverts, fpUq Ă V , f “ pf1, ..., fnq. Soit a P U tel que f différentiable en a et g
différentiable en fpaq ; Alors g ˝ f est différentiable en a et :

@k P N˚m,
Bpg ˝ fq

Bxk
paq “

n
ÿ

j“1

Bfj
Bxk

paq
Bg

Bxj
pfpaqq
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5 Formules de Taylor
Notation de la puissance symbolique n-ième :

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
paq

ffrns

“
ÿ

i1`¨¨¨`iq“n

n!

i1! ¨ ¨ ¨ iq!
hi11 ¨ ¨ ¨h

iq
q

Bnf

Bxi11 ¨ ¨ ¨ Bx
iq
q

paq

Théorème : (Inégalité Taylor-Lagrange) Soit f : U Ă Rn Ñ R où U est ouvert,
une application de classe C p sur U . Soit x P Rn et h “ ph1, . . . , hnq P Rn tels que le segment
rx, x` hs Ă U . Alors, il existe θ Ps0, 1r tel que

fpx` hq “ fpxq `

«

n
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ff

`
1

2!

«

n
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ffr2s

` ¨ ¨ ¨ `
1

p!

«

n
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
px` θhq

ffrps

Théorème : (Égalité Taylor-Laplace) Soit f : U Ă Rq Ñ Rp où U est ouvert, une
application de classe C k sur U . Soit x P Rq et h “ ph1, . . . , hqq P Rq tels que rx, x` hs Ă U . Alors,

fpx` hq “ fpxq `

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ff

`
1

2!

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ffr2s

` ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ `
1

pk ´ 1q!

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ffrk´1s

`

ż 1

0

p1´ tqk´1

pk ´ 1q!

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
px` thq

ffrks

dt

Théorème : (Égalité Taylor-Young) Soit f : U Ă Rq Ñ Rp où U est ouvert, une
application de classe C k sur U . Soit x P Rq et h “ ph1, . . . , hqq P Rq tels que rx, x` hs Ă U . Alors,

fpx` hq “ fpxq `

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ff

`
1

2!

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ffr2s

` ¨ ¨ ¨ `
1

k!

«

q
ÿ

i“1

hi
Bf

Bxi
pxq

ffrks

` o
`

}h}k
˘
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6 Extremas
Définition : Soit f : U Ă Rn Ñ R où U est ouvert, f de classe C 1. Soit a P U , on dit que a est
un point critique de f si dfa “ 0.
Remarque : Le gradient est donc nul en un point critique.

Proposition : Soit f : U Ă Rn Ñ R où U est ouvert, soit a P U , si f est différentiable en a.
Si a est un extremum local de f , alors dfa “ 0.
Remarque : si f est C 1, les extrema locaux sont tous des points critiques

Proposition : (Inég. accroissements finis) Soit U un ouvert d’un evn E, et f : U Ñ F
où F est un evn. Telle que pour tout x P U , |||dfpaq||| ď k (où k “Cte). Alors, pour tout x, y P U
tels que rx, ys Ă U ,

}fpyq ´ fpxq} ď k}y ´ x}

Proposition : Pour qu’une fonction f définie et différentiable sur un ouvert connexe D de E
soit constante, il faut et il suffit que df “ 0.

Proposition : Soit f : U P R2 Ñ R de classe C 2 telle que dfa “ 0 pour a P U , posons :

r “
B2f

Bx2
paq, s “

B2f

BxBy
paq, t “

B2f

By2
paq

— si rt´ s2 ą 0 et r ą 0, f admet un minimum relatif en a
— si rt´ s2 ą 0 et r ă 0, f admet un maximum relatif en a
— si rt´ s2 ă 0, f n’a pas d’extremum en a
— si rt´ s2 “ 0 et r ą 0, on ne peut pas conclure
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