CALCUL DIFFERENTIEL

1 Différentielles

DEFINITION : (DIFFERENTIELLE) Soit E et F' deux R-evn, U un ouvert de E et a € U. Une
application f : U — F est dite différentiable en a si il existe p € Z.(E, F) telle que :
Fla+h) = fa)+p(h) +ofh])

Si une telle application existe, elle est unique et est notée df, et s’appelle différentielle de f en a.
Si df est continue, f est dite €.

DEFINITION : (GRADIENT) Soit E un espace euclidien et f : U ¢ E — R une application
différentiable en a € U. Alors df, € (E,R) = E*, et il existe un unique vecteur v € E tel que
dfa(h) = v-h pour tout h € E. Ce vecteur est le gradient de f en a et est noté : Vf(a) ou grad,f
Remarque : Le gradient dépend de la structure euclidienne choisie.

PROPOSITION : Le gradient en a est normal a l'isosurface en a. V f(a) est colinéaire et de méme
sens que le vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est maximale.

PROPOSITION : En base orthonormée (ey,...,e,), pour f différentiable en a € U, les dérivées
partielles de f en a existent et :

Vi) = Y, 2 @e

2 Propriétés

PROPOSITION : Soient f et g deux applications différentiables, sous réserve de bonnes hypothéses,
— d(f + 9)a = dfa + dga
— YAeR d(A\f)q = \df,
— d(go fla= dgf(a) odf,

Remarque : Dans le cas ot g est une fonction a valeurs réelles, la derniére formule se réécrit :

(9o f)(a) = dgga)(f'(a)).

PROPOSITION : Soit U un ouvert de R", F, G, H trois evn de dimension finie, et B: F x G — H
une application bilinéaire. Soit f : U — F et g : U — G différentiables en a € U, alors B(f, g) lest
aussi, et :

d(B(fvg))a(h) = B(dfa(h)vg(a)) + B(f(a)7dga(h))

PROPOSITION : Une fonction différentiable en un point est continue en ce point.
PROPOSITION : Soit f: V — Ej x Es une application, ou V est le voisinage d’un point a de H
et H, E1, Fs sont des evn. f est différentiable ssi ses composantes f1, fo le sont.



3 Dérivées partielles

PROPOSITION : Si f est différentiable en un point a, alors f admet une dérivée selon tout vecteur
en a et on a f/(a) = df,(v) pour tout v € E.

DEFINITION : Soit f: V < R*" — E ou E est une evn. On appelle dérivée partielle d’indice 4
au point a la dérivée (si elle existe) de : ¢; : x; — f(a,...,a;—1, %, ai11, ..., a,) au point a;. Cette
dérivée est notée : (an( ), fa(a), Dif(a).

THEOREME : Pour qu'une fonction f définie sur un voisinage de a € R™ soit différentiable au
point a, il faut que les n dérivées partielles %( ) existent en ce point. Si f est différentiable, sa
différentielle est :

dfa : (ula"'a Zulaxl

THEOREME : Soit f : U < R™ — F une application, ou U est ouvert et F' un evn. Si toutes
les dérivées partielles de f sur U existent et si elles sont continues en un point a de U, alors f est
différentiable en a et on a : N
= a)dzx;
g 6:61 !

Remarque : dx; est la base duale dans (R™)* de la base canonique de R™.

THEOREME : (SCHWARZ) Soit f: U < R® — R™ ou U est ouvert, de classe €2,

2f  >f
&viaxj B (996](?951

Vi, j € N7,

Remarque : ce théoréme se généralise aisément au cas de fonctions de classe €*

4 Matrice jacobienne

DEFINITION : Soit f : U < R™ — R™ ou U est ouvert, différentiable en a € U, en notant
(e1, ..y en), (€], ...,el,) les bases canoniques de R™ et R™. En écrivant f = > " | fiel, la matrice de
df, dans les bases canoniques de R™ et R™ e

Jo= [aﬁ( >L- & M o(R)

0x;

C’est la matrice jacobienne de f en a. Lorsque m = n, son déterminant est le jacobien de f en a.
Remarque : On retrouve la différentielle d’une composée : J(go f)e = Jgfz) X Jfe. On a de plus,
naturellement le résultat : df,(h) = J.f x H

PROPOSITION : (REGLE DE LA CHAINE) Soit f:UcCcR™ - R"et g: V cR" - F : evn.
Ou U et V sont ouverts, f(U) <V, f = (f1,..., fn). Soit a € U tel que f différentiable en a et g
différentiable en f(a); Alors g o f est différentiable en a et :

n afy
6xk Z (996 (£(a)

= J

vk e Nk |



5 Formules de Taylor
Notation de la puissance symbolique n-iéme :

[n]
-, Of n! o

hi~l(@@)| = T hini S (a

[Z ;! )1 2 T T oy - -axf;( )

i1+ Fig=n - Zq

THEOREME : (INEGALITE TAYLOR-LAGRANGE) Soit f : U ¢ R"™ — R ou U est ouvert,
une application de classe P sur U. Soit x € R™ et h = (hy,...,h,) € R™ tels que le segment
[z,2 4+ h] < U. Alors, il existe 6 €]0, 1] tel que

n n (2] n [p]
of 1 of 1 of
flz+h) = f(z)+ lz hi pr (x)] + 5 lEl hi = (x)] bt [2 hi i (z + Gh)]

i=1 1=

THEOREME : (EGALITE TAYLOR-LAPLACE) Soit f : U < R? — RP ot U est ouvert, une
application de classe €% sur U. Soit z € R? et h = (hy,...,h,) € R? tels que [z,z + h] = U. Alors,

. [2]
flz+h) [Zh 1+;[§hi§£(x)1 N
. q of [k—1] 1(1 [¥]
SR ;hi%(gﬁ) +f Zhh (z+th)| dt

0

THEOREME : (EGALITE TAYLOR-YOUNG) Soit f : U < R? — RP ot U est ouvert, une
application de classe €% sur U. Soit z € RY et h = (hq, ..., hg) € RY tels que [z, + h] < U. Alors,

q q (2] q [k]
fl@+h) = f(z) + [Z hi;i(x)} + % lZ; hiji(:w] +o % [Z‘i higgi(x)] +o([n]*)

i=1



6 Extremas

DEFINITION : Soit f: U < R® — R ot U est ouvert, f de classe €. Soit a € U, on dit que a est
un point critique de f si df, = 0.
Remarque : Le gradient est donc nul en un point critique.

PROPOSITION : Soit f: U < R" — R ou U est ouvert, soit a € U, si f est différentiable en a.
Si a est un extremum local de f, alors df, = 0.
Remarque : si f est €1, les extrema locauz sont tous des points critiques

PROPOSITION : (INEG. ACCROISSEMENTS FINIS) Soit U un ouvert d'unevn E, et f: U — F
ot F est un evn. Telle que pour tout x € U, ||df (a)|| < k (ou k =Cte). Alors, pour tout z,y € U
tels que [z,y] < U,

[f(y) = f(@)] < kly — =

PROPOSITION : Pour qu’une fonction f définie et différentiable sur un ouvert connexe D de E
soit constante, il faut et il suffit que df = 0.

PROPOSITION : Soit f: U € R? — R de classe €2 telle que df, = 0 pour a € U, posons :

r= ), s= L, 1=l
o2t Coxoy T oy?

— sirt —s2>0etr >0, fadmet un minimum relatif en a
— sirt —s2>0etr <0, f admet un mazimum relatif en a
— sirt—s? <0, f n’a pas d’extremum en a

— sirt —s2=0etr >0, on ne peut pas conclure



