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Les modÃ¨le de Whittaker ont Ã©t utilisÃ© par H. Jacquet et R.P. 

Lariglands pour Ã©tudie les formes automorphes sur GL(~) [IO'] . Ils four- 
nissent un unique modÃ¨l pour chaque repr6sentation admissible de dimen- 

sion infinie de G L ( Z , K )  oÃ K est un corps p-adique. 

Une gÃ©nÃ©ralisati mturelle pour un groupe rkductif G quelconque " 

consiste a 6tudier la reprdsentation de G induite par un caractÃ¨r "prin- 

cipal" d'un sous-groupe unipotent ~aximal. Cette situation a &tÃ Ã©tudiÃ© 

dans le cas du groupe SL(~) sur un corps fini, par I . M .  Gelfand et M.I. 

Graev [ 6 )  , et pour les groupes algÃ©brique sur un corps fini, par R. 
Steinberg f 1 2  '} . On obtient alors que les composants irrÃ©ductible de 
cette reprÃ©sentatio sont de multiplicitÃ Ã©gal 1 ,  et donc qu 'une repr6- 

sentation irrÃ©ductibl admet au plus un modÃ¨l de Whittaker. Dans le cas 

des groupes p-adiques, 1 . M .  Gelfand et D.A. Kajdan ont dÃ©montrÃ sous 

certaines conditions, remplies par le groupe GL(R), l'unicitÃ du modÃ¨l 

de tf'hittaker d'une reprÃ©sentatio admissible irrÃ©ductibl f 7 l  . Ce rÃ©sulta 

a Ã © t  Ã©tend aux reprÃ©sentation unitaires des groupes de Chevalley rÃ©els 

complexes et p-adiques par J.A. Shalika [^a]  . 



On s'intÃ©ress ici au cas des reprÃ©sentation admissibles d'un 

groupe algÃ©briqu rÃ©ducti quasi-dÃ©ploy sur un corps p-adique. On rap- 

pelle un rÃ©sulta de I.M. Gelfand et D.A. Kajdan (~ro~osition 1 1  ) .  On 

montre ensuite une propriÃ©t d'"hÃ©rÃ©dit des modÃ¨le de Whittaker (ThÃ©o 

rÃ¨m 4) montrant qu'en induisant a G une reprÃ©sentatio admissible d'un 

sous-groupe parabolique, on conserve le modÃ¨l de Vhittaker. Cela, permet 

d'Ã©tendr le rÃ©sulta de I.M. Gelfaad et B.A. Kajdan Ã toutes les reprÃ© 

sentations admissibles irrÃ©ductibles Il permet Ã©galemen de montrer 

l'existence du modÃ¨l de Whittaker pour les reprÃ©sentation irr6ductibles 

induites par une reprÃ©sentatio admissible d'un sous-groupe parabolique 

et admettant elle-mÃªm un modÃ¨l de Whittaker (~h4orÃ¨m 6). 
i 

La dÃ©monstratio de la proposition 1 1  est essentiellement inspirÃ© 

de l a  dÃ©monstratio du thÃ©orÃ¨ analogue dans le cas des corps finis 

donnÃ© par R. Steinberg ( [ 1 2 )  , ThÃ©orÃ¨ 45). La technique utilisÃ© ici 

est celle dÃ©j dÃ©veloppÃ par F. Bruhat ( [4.} et [5] ) permettant de cal- 

culer les formes d'entrelacement de deux reprÃ©sentation induites Ã l'aide 

des distributions sur le groupe. La mÃªm technique est utilisÃ© dans la 

dÃ©monstratio du thkorÃ¨m 4. 

t 

L'organisation de cet article est la suivante. Dans le premier cha- 

pitre, on Ã©tudi les relations entre les reprÃ©sentation d'un groupe et 

les distributions sur celui-lh. Dans le chapitre 2 on Ã©nonc le thÃ©orÃ¨ 

d'unicitÃ qui sera dÃ©montr dans les chapitres suivants. Bans le chapitre 

3, on Ã©ten aux groupes quasi-dÃ©ployg un rÃ©sulta de I.M. Gelfand et 

D.A. Kajdan. Cela permet alors de dÃ©montre le thÃ©orÃ¨ 2 dans le cas des 

reprÃ©sentation paraboliques (chapitre 4). Le thÃ©orÃ¨ dl''hÃ©rÃ©dit du 

chapitre 5 pour les reprÃ©sentation induites permet alors de dÃ©montre 

le th4orÃ¨m 2 dans le cas gÃ©nÃ©ra Le chapitre 6 prÃ©sent une nouvelle 

formulation du thÃ©orÃ¨ 2 en termes de modÃ¨l de Whittaker, ainsi que 

quelques rÃ©sultat d'existence. 



Les rÃ©sultat de ce travail ont Ã©t annoncÃ© au CongrÃ¨ de Wil- 

liamstown (1 972) f i 7 1  dans le cas des groupes dÃ©ployÃ© 

Enfin ce travail doit beaucoup a 8. Godement, qui m'en a inspirÃ 

la plupart des idÃ©es et Ã P. Deligne, dant les indications m'ont aidÃ 

Ã amÃ©liore la rÃ©dactio originale. 

- -- -- - - -- -- - -- - -- - - - . 
1. ,ReprÃ©sentation induites et distributions 

Dans toute la suite, G dÃ©sign un groupe localement compact et tota- 

lement discontinu (1.c.t.d.). On note dg une mesure de Haar a droite sur G, 
+ 

et rG le module de G: c'est un homomorphisme continu de G dans B , t e l  q u e  
f i -  

0 (g)dg  soit une mesure de Haar Ã gauche sur G.  
-G 

Une reprÃ©sentatio - -ir de G dans l'espace vectoriel complexe E est un 

homomorphisme de G dans le groupe lin6aire de E. Nous sommes principalement 

intÃ©ressÃ par les reprÃ©sentation qui vÃ©rifien la propriÃ©t suivante: le 

stabilisateur de tout Ã©lÃ©me de E est un sous groupe ouvert de G. Une telle 

reprÃ©sentatio sera dite algÃ©brique Elle sera dite admissible si, de plus, 

elle vgrifie la propriÃ©t4 pour tout sous groupe ouvert G de G, le sous es- 
1 

pace de E formÃ des Ã©lÃ©men stables par G est de dimension finie. 
1 

& - . - 



Soit H un sous groupe fermÃ de G et soitr une reprÃ©sentatio algÃ© - 
brique de H dans l'espace vectoriel E. On considÃ¨r l1espaceS(G;E;~) des - - 
fonctions f sur G Ã valeurs dans E vÃ©rifiant 

l 

= S~h)-'~(h)(f(~)) si h e  H et ge G. ( i l  f b g )  

(ii) f est localement constante sur G et & support compact modulo H. 

Alors G opÃ¨r par translations 2~ droite dans c e t  espace vectoriel et cette 

opÃ©ratio dÃ©fini une reprÃ©sentatio algÃ©briqu de G, que l'on appellera re- - 
n 

prÃ©sentatio induite par-rr et que lion notera 1ndU . -- H 

Une reprÃ©sentatio induite apparaft comme quotient de la reprgsenta- 

tion rÃ©gulihr droite de G. Soit ~(G;E) l'espace des fonctions sur G Ã valeurs 

dans E, localement constantes et a support compact et soit p l'application 

Ã droite sur H. 

Proposition J-,- L'application p est un homomorphisme de S ( G ; E )  sur 
i - 

s(G;E;~) cornmutant avec l'action de G par translations Ã droite. 
A- 
d 

D4monstration.- Il est clair que p(f)& ~(G;E;Z) et que p cornmute - 
avec les translations de G Ã droite. Si f~ ..- b ( ~ ; ~ ; d ,  soit G- un compac t  ouver t  

- 1 

de G tel que le support de f soit contenu dans HG . Alors f est l'image par 
1 

p de la fonction sur G d4finie par: 



S i n  est une reprÃ©sentatio algÃ©briqu de G dans l'espace E, on dÃ©fi 
4 

Â¥ 
nit une reprÃ©sentatio rr^ de G dans le dual E de E par: - 

-1 * * #- 
< J T ( ~ ) x ,  /> = < x, x*(g ) x  > si xe E, x e E , et gs G- 

v *- 
Le sous espace E des Ã©lÃ©men de E invariants par un sous groupe ouvert de G 

* u v est invariant par TT . On note ff la reprÃ©sentatio algÃ©briqu de G dans E ainsi - 
obtenue, qui est dite reprÃ©sentatio contragrÃ©dient de - TT. 

Du fait, que le groupe G admet des petits sous groupes ( L ^ ^ j ,  thuoronie p. 159) ,  

on peut appliquer les raisonnements de (Pd, $2) pour montrer que, s i  - K 
v 

est admissible, il en est de mÃªm de - T7 , et de plus, l'injection canonique 
s, 

de E dans E est un isomorphisme. 
/ 

Si TT et TT sont des reprÃ©sentation de G dans les espaces E et E2 - 1 - 2  1 
respec+ivement, un opdrateur d'entrelacement de T dans 77- es+, une applica%ion 

4 - - 2  
linÃ©air f de E dans E telle que: 

1 2 

L'espace des opÃ©rateur d'entrelacement de T i  dans TT est notd Hom { T T  n- ) .  
- 1  -2 G - 1 '  -2 

Le lemme de Schur est valable pour les reprÃ©sentation admissibles pot: s i  - TT 

est une reprÃ©sentatio admissible irrÃ©ductibl dans un espace Vl non nul, n.lcJz-s 

l a  diaiension de ~ o r e ( ~ , ~ )  est &gale 1 .  

1. 5- Formes d' entrelacement 

La notion, de forme d'entrelacement, que nos utiliserons plut8t que 

celle d'opÃ©rateu d'entrelacement, permet de comparer deux reprÃ©sentatign de 

maniÃ¨r symÃ©trique 

DÃ©finition. Soit 5 et rZ deux repr6sentakions de G dans El et Ea res- 

pectivement. On appelle forme d'entrelacement& zq &L touiie forme b i l i nÃ© 

aire 1 sur E x E  stable par Inaction de G, c'est Ã dire telle que: 

I b ,  , x 1 = 1 b ,  ( d x ,  , T ^ ( ~ ) X ,  si Xiâ Ei et g e  1'- 

La proposition auiviuita permet de relier les opdrateurs  d'entrelacement et l e s  



Pro~ositi9n - --- 2.- et des reprÃ©sentation algÃ©brique de G dans 
-1 - -2 

les espaces E et E respectivement. 
1 -2 v 

(i) Si a." Hom ( 2  , TT) , la forme bilinÃ©air 1 suivante est une - G 1  - a 
forme d'entrelacement de TT et : 

-1 - - 2  

l'espace des formes d'entrelacement de n" et TT2 . -1 -4 

(iii) Si TT est admissible, alors a est un isomorphisme si et seulement - -2 
si la forme bilinÃ©air 1 est non d4gÃ©nÃ©rÃ 

a - 

(i) est clair. 

i (ii) II est clair que si 1 = 0, alors a = 0 ,  donc il reste voir pour a  - - 
dÃ©montre (ii) que tout forme d'entrelacement 1  d e z  et TT est de la forme 1 . 1 -2 a 

Si 1 est une forme d'entrelacement de Tl et J T  et si x e  E , ltappl'ication: - 1 

x,+ ~ ( x ,  ,x2 ) oÃ x t E 2 2 
est un Ã©lÃ©me de $ . Notons le a(â€¢, On a donc: I ( X  , x )  =<'x a ( x l ) > .  2 2 ' 
Comme 1 est invariante par G ,  on a: 

v 
Par consÃ©quen a e  IIom (r ,lT ) et 1 = 1 . 

G -1 -2 a 
(iii) Il est c l d i r  que a est injectif si et seulement si: 

k 

Il reste donc Ã montrer que pour que a soit surjectif,il faut et il suffit que: 

(pour tout x e- E , x ) = O ) +  x - = O ,  
1 1 ? lEâ€˜( 2 - 2 - 

c'est Ã dire que: 

Si a est surjectif, a ( x )  dÃ©cri tout l'espace . Mais si x est annulÃ par 
v 2 2 

tout Ã©lÃ©me de Eq , il est nul, d'oÃ la nÃ©cessit de (1.4.1 ) .  Inversement, si 
Â£ ^ 

la relation (1. 4 .1 )  est &rifiGe, elle exprime, puisque En s'identifie Ã E , 
^ ^ 

v I' 

que tout Ã©lÃ©me de E qui s'annule sur l'image Im(a) de a dans E est nul. 
2 v 2 

Comme Im(a) est invariant par> , on en dÃ©dui une reprdsentation naturelle 
Â¥ V- 

de G dans ~ / 1 r n ( a )  qui est algdbrique. Si E /lm(&) # 0, il existe une forme li- 
J 

2 - 
naire non l e  sur cet espace, et opeut la choisir invariante par un sous 

*> ^ 
groupe ouvert de G. Elle se remonte en un Ã©l6men non nul de E qui s'annule 

2 
sur 1m(a), d'oÃ une contradiction , donc a est surjectif. 



1. 6- Distributions ,- - sur un espace totale.gent discontinu -- 

DÃ©finition. Soit X un espace topologique 1.c.t.d. et E un espace vec- 

toriel complexe. On note S(X;E)  l'espace des fonctions sur X Ã valeurs dans E 
-Ã  ̂

localement constantas iL support compact. On appelle E-distribution sur X 

(ou, par abus de language, quand il n'y a pas d1ambigu7td, distribution) une 
A .  

--- 

forme linÃ©air sur 1 'espace s(x;E).  On note 5' (x;E) 1 'espace des E-distributions = - 
sur X. Si E = t, on note: ^(X;@) = S ( X )  e t  S - ' ( X ; ~ )  = Z ( X )  et on appelle d i s -  - - - 4 - 
tribution une (I-distrihu+.ian sur X. Si T es* une E-distribution sur X et f un 

Ã©lÃ©me de s(x;E),  on note ainsi la valeur de T  en f: - - 
f f l i l i â € ¢ l  . 

Il est clair qu'une mesure sur X dÃ©fini une distribution sur X. Si x c X ,  on 

noteraf(x) la mesure de Dirac en x. On dÃ©fini de nanibre Ã©vident la restric- 
* / 

tien d'une E-distribution h un ouvert de X et le support d'une E-distribution. 

Produit tensoriel.- Si X et X sont deux espaces topologiques 1.c.t.d. 
1 2 

et El  et E deux espaces vectoriels, l'application de ̂ (XI ; E l ) @  s ( X  ; EJ 2 - 5 

dans S ( X X X  ; E & E  ) dÃ©finj sur les 4li"ments dÃ©composÃ par: - - 1 2  
f ~f ( x  , x2)  = f ( X  )f ( X  ) oh f . 6  !l(i ; E.) et xi( :$ 

1 2 1  1 1 2 2  1 = 1  1 

est un isomorphisme d'espaces vectoriels. On dÃ©fini le produit tensoriel T,Ãˆ 2 
de deux distributions T . ?  Sf(x. ; E . )  en transposant l'application inverse: 

1 Â °  1 1 

f I a t 2 ( ~  , X ~ ) A ( T , Q T )  ( X  , X )  = f ,  (x)dT, (XI)  f ( x ) & ~ ( x ) )  - 
On vÃ©rifi facilement la th4orhme de Fubini: 

Produit de convolution.- Soit G un groupe 1.c.t.d. et E et E deux 
1 2 

espaces vectariels. Si T . â ‚ ¬ J ^ . ' ( G ; K .  le produit de convolution de T et T est 
1 - 1 1 2 

une E BE -distribution T *T sur G dÃ©fini par: 
1 2  1 2  

.e 1 2  
pourvu que cette formule ait un sens, c'est A dire que l'ensemble 



OpÃ©ration sur les distributions.- Si A est un endomorphisme de l'espa- 

ce  vectoriel E, A opÃ¨r sur s (x ;E)  par: 
25 

On peut faire opÃ©re A sur s'(x;E) en 'transposant l'application prÃ©cÃ©dent On - 
note T O ~ A ?  l'image de la distribution T: 

^A..$(X)~T(X) = ( f (x)dT..fAJ ( X I  oÃ f t z s(x;E) .  

Distributions sur un groupe.- Soit G un groupe l.c.t.d., H un sous 

groupe fermÃ de G et TT une reprdsentation de H dans ltespace E. On note p 

l'application ~~J^(G;E) dans S(G;E;T)  dÃ©fini en (1. 2) etj[ le module de H. 
,- A 

/ 

Proposition,3..- Soit T une E-distribution sur G telle que 

s (1.6.1 ) & w l- T pour tout ht H. 
4 -  - - 

i- 
Soit f6 S ( G - E )  et supposons p ( f )  = 0. Alors on a: - - Ã ‘ Ã ‘  - - 

DÃ©monstration. Soit s ( G ; % ; & ' )  l'espace de la reprÃ©sentatio de G indui- 
2 - 

t e  par l e d e  d eH soit p t  l'application de - S ( G )  dans $G;! ! ;&~;)  - - 
dÃ©fini en (1. 2). Si <?S(G) :  Y - 

~ ~ ( 2 ) :  g + y?(hg)dh oÃ dh est une mesure de Haar Ã droite. L 
C'est une application surjective d'aprbs la proposition 1 .  On a alors:  

Comme p1 est surjective et que S(G;E;~')  est formÃ des fonctions invariantes k 
fF 

gauche par H, et Ã stapport compact module H, on peut choisir? telle que p l (  ) 2 
soit la fonction caractÃ©ristiqu de H.Supp f. On a alors, si p ( f )  = 0: 



Si on prend en particulier H = G, on obtient le corollaire suivant. 

Corol1aireJ.- Soit T une E-distribution sur G vÃ©rifiant 

Alors il existe une unique forme linÃ©air a sur E telle que: 

( 1 - 6 * 3 )  Jt(g)d'l(g) - - - -  - = < k(t~)-'f - - - -  (g)dig, a > - si f 'e --- S(G;E) ,  & d g est, une 
- d 1 - 

mesure de ~ a a r  Ã gauche sur G. 

DÃ©monstration. Soit TT la reprÃ©sentatio de G dans E telle que ^ 1 

-rr - 1 (g) =J ~ ( g h ~ f g )  si g G 

donc le noyau de l'homomorphisme p de s(G;E)  dans & ( G ; E ; T )  construit en ( 1 . 2 ) .  
1 = .- 

La forme linÃ©air T s u r ~ ( ~ ; ~ )  se factorise donc par?(~;~;~). Comme l'appli- - - 
cation f +f(e), oÃ e est lf616ment unitÃ de G, est un isomorphisme d'espaces 

vectoriels de - S(G;E;n,) sur E ,  il existe donc une forme linÃ©air a unique sur - - - 
E telle que: 

Y 

) f  (g)dlg o Ã  d g est une mesure de iiaar k gauche. 
1 

R4ciproquernent, il est clair que la relation (1.6.3) dÃ©fini bien une E-aistri- 

bution sur G vÃ©rifian ( 1 . 6 . 2 ) .  

En passant de G au groupe oppose, on obtient; 

Corollaire 2.- Soit T une E-distribution sur G vÃ©rifiant 

"%tg-' - 1 = 5 fag l J  pour tout - ge G. 

Alors, il existe une unique forme linÃ©air a sur E telle que: - 

- 
sure de Haar Ã droite sur G. 

O n  peut en particulier appliquer le corollaire pr(5cGdent en considÃ©rant 

si X est un espace 1.c. t . d . ,  la reprÃ©sentatio de G dans ~ { x ; E )  dafinie par: 

En remarquant que $G;s(x;E)) est isomorphe a S(G)@ S(X) @ E, donc ii S ( G X  X;E) , - C Z  - & - -̂ I- 
d 

on obtient: 



Corolla-&re 3.- S o i t  T une E - d i s t r i b u t i o n  sur GX X v Ã © r i f i a n t  

y x)dT(g, x) pour t o u t  g c G e t  f ~ z ( ~ ; <  X;E 
Gx x - 

- - 
Alors il e x i s t e  une E - d i s t r i b u ~ i o ~  ? unique s u r  X t e l l e  que: 

Cas d 'un  groupe G opÃ©rant proprement e t  l i b r e m e n t s u r  un e space  1 -c . t . d .  X. 

b ' 
S i  E e s t  un espace v e c t o r i e l ,  on  d Ã © f i n i  l ' a p p l i c a t i o n  f + f  de s(x;E) - 

dans s(x/G;E) par: 
% 

/Â 

? ( * )  = 1 f(g.x)dg s i  t e s t  l ' image de x e  X dans X/G. 

On montre comme ropos i t i on  1 que c ' e s t  une app l i ca t ion  s u r j e c t i v e .  Par  
/ 

/ t r a n s p o s i t i o n ,  on o b t i e n t  une appl i .cat ion i n j e c t i v e  d e ~ ' ( x / ~ ; E )  dans Z ( X ; E ) ,  - 7 

f 
notÃ© T -+ T . 

Â¥i 
Prozos$.ion-4.- S o i t  R g s 1 ( x ; E ) .  Pour que l2 s o i t  de l a  forme T , il f a u t  

5 -  
e t  il s u f f i t  que; 

DÃ©monstration. Pour que l a  forme l i n Ã © a i r  R s u r S ( ~ ; ~ )  s o i t  de l a  f o r -  - 
Â¥ 

me T , il f a u t  e t  i l  s u f f i t  que R se  f a c t o r i s e  par  s(x/G;E), c ' e s t  d i r e  que: 
-- 

d i  f^J^(X;E)  e t t t ~ : ~ ; ( ~ ) ,  e t  s i  R v Ã © r i f i  (1.6.4)~ on a: 
-. / 

G a  peut p r e n d r e z  t e l l e  que 9b s o i t  l a  fonc t ion  c a r a c t Ã © r i s t i q u  de l ' image du 

support de f dans x / G . ~  a alors :  

* 
Inversement, il e s t  c l a i r  que T v h r i f i e  (1 .6 .4 ) .  



Nous supposerons dans tout le paragraphe (1.7) que G est unimodulaire. 

On peut dÃ©termine les formes d'entrelacement de deux reprÃ©sentation 

induites Ã l'aide des distributions sur G. L'indice i prenant les valeurs 1 et 

2 ,  on se donne deux sous groupes fermÃ© H de G, de module d et TT. deux reprÃ© 
i -i -T. 

sentations alg4briques de H dans les espaces vectoriels E . On note 1 .  la re- 
i i -T. 

prÃ©sentatio induite 1 n d  ir dans l'espace V = S(G;E ; rt ) et pi llapplica- 
Hi -i 1 -  1 -  

tion d e $ G ; ~ . )  dans V dÃ©fini en ( 1 . 2 ) .  - 1 i 

ThÃ©orbm 1.- Si le groupe G est unimodulaire, l'espace des formes d'en- . - 

trelacernent 1 de 2,  et est isomorphe Ã l'espace des E a~ E -distributions T sur - - 1-2 

La correspondance entre 1 et T est dÃ©fini par: 
r f 

DÃ©monstration. Si 1 est une forme d'entrelacement de Ã et \ , on -1 -2 
dÃ©fini une forme bilinÃ©air sur S ( G ; E  ) X  ~ G ; E  ) par: - - 2 

Cette tonne bilinÃ©air dÃ©fini une forme linÃ©air sur S ( G ; E  )(K)s(G;E ) .  Comme 
-es: 1 - 2 

cet espace s'identifie Ã S ( G S  G;E S> E ) ,  il existe donc une E 9 2 - d i s t r i b u t i o n  
/Â¥-'- 1 2  1 2  

f^ 

T sur Gy. G telle que: 

I(P, ( f ,  ) ,  ?,(f,,) = 
L e  

f , ( g , ) ~ t ~ ( g ~ > d f ( g ,  ,g,) pour f . t s ( G ; E i ) .  
1 1 rz  

Il est clair que cette distribution e s t  invariante par G; On a symboliquement: 

d?(glg, g2e) = rf(g, Y s )  si ~ Ã ˆ G  

Par consÃ©quent d'aprhs le corollaire 3 de la proposition 3, il existe une E @E - d i s -  
1 2  

tribution T unique sur G telle que: 

h DÃ©terminon l'action des H SUT T. S i  h e  2. e t  f G dti;~.), notons  f 
- i L  1 - 



On peut donc calculer E (h ) #  T* ~ ( h ' ) .  Si t. 6 g(G;E.  ), on a,par dÃ©finitio de - 1 - 2 1 - 1 

la convolution: 

f ( h  g g ) @  f (h g aprÃ¨ changement de variable 1 1 1 2  2 2 2  

1 

= (4 (h, )";(h;,) )"~(p, (5, ( f l  ) p2(5(f2) ) )  ( I -Ym3)  

Ce calcul Ã©tan vrai quels que soient f, et f , on en tire: 

Donc T vÃ©rifi bien (1.7:l) . 
On a donc dÃ©montr que la relation (1.7.2) dGfinit une application de 

1' espace des formes d'entrelacement de A et 1 dans 1 'espace des E @ E -distri- 
- 1  - 2 1 2  

butions T-vÃ©rifian (1.7.1). Il est clair que cette application est linÃ©aire 

Si T = 0, on obtient I ( ~ ,  ( f ,  ) , p2(f- , ) )  = 0- et comme les p sont surjectives, 
i 

on a 1 = 0. Par consÃ©quen cette application est injective. Il reste L montrer 
8 - 

qu'elle est surjective. Soit T une E @ E -distribution sur G vÃ©rifian (1.7.1 ) .  
1 2  

Pour qu'il existe une forme bilinÃ©air 1 sur V .n V telle que (1.7.2) soit vÃ© 
1 2  

rifi6,il suffit que le deuxiÃ¨m membre de cette Ã©galit s o i t  nul d&s que 

p ( f  ) = 0 ou p (f ) = 0. Or cette condition est vÃ©rifiÃ d7apr5s la proposi- 
1 1  - 2 2  - 
tioo. 3. Il est clair alors que la forme feilinÃ©air 1 est une forme d'entrelace- 

ment del e t  > . 
-1 -2 

Corollaire 1.- Soit H un sous groupe fermÃ de G e t n  - une reprÃ©sentatio 
Lr 

admissible de H dans E. Supposons que la reprÃ©sentatio Ind soit admissible. ,. - H- 
Lf li v 

Alors la contragrÃ©dient de Ind ~rest isomorphe a Ind W. 
H- H- 

DÃ©monstration. D'aprÃ¨ la proposition 2, il suffit de trouver une f a r -  
G 

me d'entrelacement non dÃ©gÃ©nÃ© de Ind TT et de lndG$ D'aprÃ¨ le th6orfne, une 
H -  H- 

LJ* 

forme &'entrelacement de ces deux reprÃ©sentation est dÃ©fini par une El@ f3 - 
distribution sur G vÃ©rifiant 



v 
Les fonctions g + f (g)x<s  $ (avec gg G, f e  s(G), x<s E, z e  E) engendrent l1es- 

v 9 

Pace vectoriel s (G;E@E) .  Notons <; , ;> la dualitÃ canonique entre E et Ã© 
MWC u 

Alors on peut dÃ©fini la. E&E-d i s t r i bu t i on  T sur G par ses valeurs sur de tels 

1 

!;>&(h)"dh par dÃ©finitio de T, 

1 

/ - - -H $ (h 1  h  2 )',(if(h)< - ( h ~ h h ~ ) - ' ~ ,  ~ > & ( h ) ' d h  apr&s changement de variable9 

1 =s -H (h 1 2  h ~ ' k ( h ) ( ~ ( h ) - ' ~ ( h ,  - lx, - (h2);2 S(h)'clh 

1 

f ( g )  ( ~ ( h  - )x@'ff(h2)â€¢ ( h  h )'d~(~) donc T vÃ©rifi bien (1.7.4). 
-H 1 2  

i l  
Notons p ( resp .  l'application canoniilue de J^(G;E) dans V = - S(G;E ; t r )  ( r e sp .  - - 
de S(G;E) dans V = s(G;E;J[)). La forme d'entrelacement 1 est alors donnÃ© par: 

On peut $donc Ã©crire 
/' 

- 1 
En faisant le changement de variable g + h g dahs (1 .7 .5 ) ,  on a de mÃªme 

Montrons que Ilest non d6gÃ©nÃ©rÃ Supposons que f soit telle q u e ,  pour toute f 

dans &(G;E) on ait: I { p ( f ) ,  p(ft 1) = O. Si p ( f )  & 5 il existe un ouver% compact - 
V' 

non vide C de G sur lequel p ( f )  est constant et prend la valeur x. Soit x un 
v 

6lÃ©men de E t e l  que L x ,  x> # 0 et prenons pour f la fonction prenant la va- - 
leur sur C e t  O ailleurs. Un a: 

D'oÃ une contradiction. On fiiit le m&ne raisonnement en intervertissant Â et f ' .  

Donc 1 est non dÃ©gÃ©n6r4 



On peut dÃ©duir comme autre corollaire du thÃ©orÃ¨ une gÃ©nÃ©ralisati 

de la rÃ©ciprocit de Frobenius. Soit H un sous groupe fermÃ de G- et soit 'V 

(resp.~) une reprÃ©sentatio algdbrique de H (resp. G) daqs l'espace F (resp. - 4 

On note A?' la reprÃ©sentatio de H dans F donnÃ© par: 
--H - 

( 5 i . v ~  = 5 (h)*~(h) si ht H .  
-H - -H - 

On n o t e 9  la reprÃ©sentatio H restreinte Ã H. .- 

Corol la ire  2.- L'espace des formes d'entrelacement de In 
1 - - 

est isomorphe 2~ l'espaae des formes d'entrelacement de Ã§ @'Y et de TT . 
- H  - - -1 H 

G 
DÃ©monstration. Remarquons que Test isomorphe Ã Ind r r .  D'aprÃ̈  le thÃ© 

G G- 
orÃ¨m 1 l'espace des formes d'entrelacement de Ind 'f et de ff" est donc isomor- 

H- - 
phe & l'espace des Fa9E.-distributions T sur G vÃ©rifiant 

i 

D'aprbs le comportement de T par translations Ã droite et le corollaire 2 de 

la proposition 3, il existe une forme linGaire unique a sur F a E  telle que: 

f(g)d~(g) = < ( l @ ~ ( g ) ) f  (g)dg, a > pour tout ~~J,(G;FQE). f - - - 
e t  rÃ©ciproquemen pour todte forme linÃ©air a sur F a E  cette expression dÃ©fini 

une FdoE-distribution T sur G vÃ©rifiant 

Il reste Ã voir quelle condition doit vÃ©rifie a pour que T vÃ©rifi 

( 1  @ V ( g )  )f(g)dg, [ldl @ch-' )) > 
aprÃ© changement de variable. On a d'autre part: 

La condition sur a est par cons6quent: 



Ou encore: 

Si nous considÃ©ron la forme bilinÃ©air sur FA E associÃ© h la forme linÃ©air 

a sur F @ E ,  cette dernibre condition exprime que cette forme bilinÃ©air est en 
i- 

f ait une forme d'entrelacement de 5 Q et de 2 . I H  D' oÃ 
-H - 

1 ' isomorphisme 'annoncÃ© 

II. Un thÃ©orÃ¨ d'unicitÃ 

1 1 . 1 .  Le groupe G 

Soit K un corps localement compact non discret et non archimÃ©die et 

soit k une chÃ´tur algÃ©briqu de K. Soit - G un groupe algÃ©briqu connexe rÃ©ducti 
i # 

quasi-dÃ©ploy sur K. Soit G l'ensemble des points de - G rationnels sur K. Par - 
plongement dans un groupe GL(~,K), G est muni d'une topologie qui en fait un 

groupe 1.c.t.d. et qui est indÃ©pendant du plongeaient choisi. 

11.2. Les reprÃ©sentation A. 
.- 

Soient B un sous groupe de Borel de GdÃ©fin sur K, H un tore maximal de 
d - - - - 

B dÃ©fin sur K et U le radical unipotent de B. Soit 5 l'ensemble des racines de - - - - - - 
4 - 
G par rapport Ã H, muni de l'ordre qui rend positives toutes les racines de H 
4 + - - - 

4 - 
dans B,' et S l'ensemble des racines simples correspondantes. On notera h la - 

Ã‘ 
valeur sur un Ã©lÃ©me h de H d'une racine 5 .  Pour chaque racine o< dans R, soit 

& - - 
x un homomorphisme non trivial de dans G tel que 

ot. - - 
tx,(t)h" = x , ( l ? t )  pour h t ~  et tg%. 

-. - - - 
Un caractÃ¨r rationnel 0 de U (Ã valeurs dans K.) est dit principal - - - - 

s'il est de la forme 

01 les '\ sont des Ã©lÃ©men de K .  Remarquons qu'en modifiant au besoin le choix - 
des x on peut supposer tous les 2 Ã©gau a 1. C'est ce qu'on fera dans la 

O< ' - 4 - 
sui te. 

On note respectivement H, B, U, l'intersection de,Z B, U avec G. Soit 17 
Ã ‘ "=  - 

un caractÃ¨r non trivial de K (Ã valeurs dans le groupe des nombres complexes 



de module 1 ).  Un caractÃ¨r principal de V est un caractkre de la forme 

rj,&~ oÃ 0 - est un caractÃ¨r ratiome1 principal dÃ©fin sur K de U. 
- .= - 2 - 

Si 6 est un caractÃ¨r principal de U, on note ',L = 1nd; 6 la - 
reprÃ©sentatio de G induite par - 0 et on note L n  l'espace de cette reprÃ© - 
sentation. 

11.3. Le thdorÃ¨m d'unicitÃ 

ThÃ©orÃ¨ 2.- - -  Soit TT une reprÃ©sentatio admissible irrÃ©ductibl de 

G dans l'espace E. - Soit Q un caractÃ¨r principal de U. Alors - 
4' dim H O Ã ˆ (  ,n) < 1. 

- - 

III. DÃ©monstratio du thÃ©orÃ¨ d'unicitÃ© formes d'entrela.cemnt 

sur Lx L 

On garde dans ce chapitre et les suivants les notations du chapitre 

prÃ©cÃ©den En particulier, 8 -. et - @ sont des caractÃ¨re principaux fixÃ© 

de U et U - respectivement vÃ©rifian - 6 = a.@. - - 
111.1. ComplÃ©ment sur la structure de G 

1 
Soit - W le groupe de Weyl du systÃ¨m de racines R; V est isomorphe - - - - - 

au quotient N ( @ ) / %  oÃ N(H) - dÃ©sign le normalisateur de H dans G. Pour -- - - - - 
chaque racine d - dans S, il existe ufl. unique 6lÃ©men t de & tel que 

x d ( l ) x  - W x 4 ( 1 )  mg 
-<K 4 

- - 
(cf. E203 proposition 1 ) . On n o t e  v, cet Ã©lÃ©me de N ( Z ) .  - Son image dans - 
W e s t  la symÃ©tri w, -.  associÃ© Ã la racine c< - . Si maintenant w est un Ã©lÃ©me 
de V, soit w = w w ... v u n e  expression minimale de w en produit de - - Â¥ â€¢ - 

d - 
symÃ©trie associÃ©e Ã des racines simples. Alors v = w w ... v Y est un: 

f i  - 
reprÃ©sentan de w dans N(H) - indÃ©pendan de l'expression minimale choisie - 
pour v (cf. [12] lemme 83 b). On note wg l'unique Ã©lÃ©me de if de plus 

- 1 
grande longueur. Il est tel que Cg@-g - n J3 = H. ... 

Proposition 5.- Il existe un. unique antiautomorphisme - CF de - G - t e l  -. 



Ã montrer qu'il existe un unique automorphisme 2 de G tel que 

@.y = -0 
-5-- 

-1 --1 
cg(h) = G0h wo pour taut h e H. 

=%. 

i La troisibme condition entrafne que CJ- opÃ¨r sur 5 - par y(@) - = -wi(Â¡<) 

La deuxiÃ¨m condition s'Ã©cri alors 

On sait  que ces conditions dÃ©terminen un unique automorphisme de - G ( [16L 
'Y - 

expos6 23). Enfin est un automorphisine de G qui vÃ©rifi - 

Si Q c S ,  et si W est le groupe de Weyl du systÃ¨m de racines en- 
=Q 

gendre par Q, on note w l'Ã©lÃ©me de y qui transforme toutes les racines 
Q - Q  

dans 0 en racines nÃ©gatives 

Lemme 1 . -  Soit wex. - Les propriÃ©tÃ suivantes sont Ã © q u i v a l e n t e s  

i )  Pour tout d e s ,  - si w ( d )  > 0, alors w(o<) est simple; - - -  - # 

i i )  Si $>O et w(d) > 0 et si l'une d'elles est simple, l'autre l'est - - - -- - 
aussi; 

(iii) Il existe une partie Q de S telle que w = -^Q ' 

DÃ©monstration - Voir LI 21, lemme 89. 

Lemme 2 . -  Soit Q c S  et deQ. - On a 
- - - - l  - 

(i) w w w  = w  
Q Â  Q 

(ii" G x (t)Ã¼ = x 
Q 

(t) si t E T .  
Q si. - - -w (dl Q -  - 



DÃ©monstration. Soit w = w w . On a clairement 
1 Q Ã  

Ainsi on obtient une dÃ©compositio minimale de w en ajoutant w- Ã droite 
Q - 

(ou bien w Ã gauche) d'une dÃ©compositio minimale de w . On a donc 
-w (5)  Q 

1 

- - --1 - 1  - -2 --1 --2 
w 

(d.) = wl w< w1 -w (d) "2 - Q - 
2 2 -2 - 2 

On a wd = w = 1 ,  donc wd e H e t  w H. Plus prÃ©cisÃ©men - - - -w (O<\ Q - Q 
- 2  

l'Ã©lÃ©me wd est l'image de la matrice [ -3 par un homomorphisme quel- - 
conque de SL(~, K.) sur le sous-groupe de G engendrÃ par les Ã©lÃ©men - - 
x ( t )  et x_(t) oÃ t e. K, e t  le mÃªm rÃ©sulta vaut pour ( 5 )  au lieu de 
- d "8 

o< . Comme l'automorphisme de H dÃ©fin par w envoie la racine o< sur la - - - 1 
ra,cine W., (<O = - w ( o ( )  , on en dÃ©dui que 

d 

d ' o Ã  

D'aprÃ¨ proposition 1 ;  la formule (ii) est une consÃ©quenc 

de la formule (i). 

DÃ©monstration. Soit des. On a dÃ©fini comme l'unique Ã©lÃ©me - - 
de N ( H )  de la forme x ( 1 ) x  (t)xd(l). D'aprÃ¨ la dÃ©monstratio de la pro- - - - -5 - 
position 5, on a c ( x  (1 ) )  = x ( 1 )  et d x ( t ) )  = x ( t f ) ,  on en - 

4 -y&) - - wa ( 5 )  



dÃ©dui que T($ ) est un Ã©lÃ©me de N ( H )  de la forme x - - - -:̂ J (ti) x -ŵ  ) ( 1  - 
On a donc 

Soit maintenant w = w ... w une dÃ©compositio minimale de W. On a 
ci P 

Si w s W, notons LJ = u n FUG-'. - L W  7 - 
Proposition 6.- Soient w e W et h 6 H tels que - -  - - - 

;' Q (h-'i~'~~h) = 0(u) pour tout u e. u . - - = - =w 
Alors 

(i) il existe une partie Q de S telle que w = w w 
O Q '  

- 
(iii) <3-(Ch) = wh. -- - 

DÃ©monstratio .- (i) Soit << une racine dans S telle que w(a<)  > 0 .  - - - 
Il existe un Ã©lÃ©me a de Ex tel que 

-1 --1 + 
h w x (t)Gh = xd(at) pour % c K. 

tÃ - 
Om a donc 

ce qui implique que w ( d )  E S. La partie (i) de la proposition provient - 
alors du lemme 1. 

- l 
(ii) On a donc 

w0 = ^Q =Y2 et, comme on obtient une dÃ©composi 
tion minimale de w;, en juxtaposant une dÃ©compositio minimale de w et une 

- -- 
dÃ©compositio minimale de w 9 * On a w'y = "3 . Soit o( une racine dans Q. 

/ 

En utilisant deux fois le lemme 2, on a, si t e z, 



On a donc c = 1 ,  d'oÃ ~ ( x  (t)) = x (~(t)). D'aprÃ¨ le choix des 'w 
Y - - d - y(-<) - 4 ' - - - 

on a donc g ( % )  = a ( . <  ) . Soit w un Ã©lÃ©me de W dÃ©fin sur K et soit 
- - - 

w = w ... w une d6composition minimale de W. On a 
Pi 

On a donc 

Notation." On note W l'ensemble des Ã©lÃ©men de y dÃ©fini sur K. - 
C'est un sous-groupe de (groupe de Weyl reiatif). 

d 

/ 
Corollaire.- Soit 0 un caractÃ¨r principal de U. Si w est un Ã©lÃ - -  . . 

ment de W et h un Ã©lÃ©me de H tels que @ ( h ' ~ ' u % h )  = 0(u) pour tout - * -/ 

u dans U (u. = U 0 G), alors 
w w =w - - - 
(i) il existe une partie Q de S telle que w = wd "Q ' 
( i i ) G h = h F  et h - = 1  s i d e f i ,  Q Q - - - - -- - 
(iii) <r(~h) = Gh. - - - 

-1 -1 
DÃ©monstration. La condition s '  Ã©cri ?( 0 (h 3 u ~ h )  - 0 ( u }  - ) = 1 .  - 

Le groupe U est un groupe unipotent dÃ©ploy sur K ( L I  3 1 ,  corollaire 3. 18), 
Ã‡ =w 

donc la variÃ©t algÃ©briqu sous-jacente a U est K-isomorphe k un espace 
=w 

vectoriel. De plus, il est facile de voir que le morphisme de U dans K 
=w 

donnÃ par 

est dÃ©fin par un polynÃ´m de degr6 au plus 1 en chaque variable. On en 
-1 -1 

dÃ©dui que l'ensemble des Ã©lÃ©men de 8: de la forme - @ (h  G uGh) - - e ( u )  

pour u e U est Ã©ga soit Ã {il, soit Ã K. Par hypothÃ¨se cet ensemble 
w 

est contenu dans le noyau de f ~ :  il est donc nul. On peut donc appliquer 
-F 

la proposition 6. 

111.2. Distributions associ6es aux formes d'entrelacement sur L x 

On adopte Ã partir de maintenant les notations suivantes : 2 g  = 2 ,  - - - 
.1-<:1, L = L , L = L -  , et on note y (resp. 5) l'application ~ ( 0 )  + L 
-0 - B - - 
(resp.  S(G)  - %) dÃ©fini en (1.2). - 



D'aprÃ¨ le thÃ©orÃ¨ 1 ,  l a  relation : 

(111.2.1) ~ ( ~ ( f , ) ,  ? ( f 2 ) )  = > pour fieL(G), 
i - 
dÃ©fini un isomorphisme entre l'espace des formes d'entrelacement I de Ã et 3 - - 
et l'espace des distributions T sur G vÃ©rifiant 

G u BGB , 
W A W  

Il nous suffira pour la suite, d'Ã©tudie les distributions T sur BGB vÃ©rifian 

l a  r e l a t i o n  ( III .  22). Avant dt4noncer les rÃ©sultats nous avons besoin dit 

lemme suivant . 
i -- 1 

Lemme 4 . -  Soit we W et soit U = Ur\ X w  . 
w - 

a) ~e poupe U opÃ¨r Ã droite proprement et librementsur l ' e s p a c e  UX H x  U par :  
w - - - 

-1 -1  -1- 
( u  , h, u ).u = (uu, h, h G u wnu ) oh (u, , h, u ) c U x H x U  et u e U  . 

2 - 1 - - 2 - 
\ 

- 2 - w - - -  - 
b) L'application de Us Ha U dans BCB dÃ©fini par: 

- - 
est constante sur les orbites de U et dÃ©fini par passage au quotient un homÃ© w 
morphisme du quotient de Ux Hx U par U s u r  BCB. 

- 

DÃ©monstration. Le groupe Us B opÃ¨r transitivement gauche s u r  BGB 

par: (u, b1.g = ugb"' si ( u ,  b ) ~  U? B e t  g c  BGB. Le stabilisateur de Ã¬ est 
-1 - 1 

formÃ des Ã©lÃ©men de la forme (u, i7 aÃ¯ ) avec u e  U,,ÃœU = U . Par cons6quent 
w 

l'application de Up 3 dans B'wB d4finie par: 

(u, b) -+ (u, b)." = uÃ¼b- 



induit par passage au quotient un homÃ©omorphism de (UX D)/U w sur BGB ( [$]ch. 7 ,  

appendice 1 ,  Lemme 2). L'application de U % H  x U  dans U K B  qui envoie b, , h ,  U, . 
-1 -1 

SUT (u, , u h ) est un hom4omorphisme. En transportant k U A  H X  U par cet hoinÃ©o 

morphisme l'opÃ©ratio de U sur U x B  par translations Ã gauche, on obtient imrn6dia- 
w 

ternen-b les rÃ©sultat du lemme. 

Cette opÃ©ratio de U permet de remonter Ã U X  Hx U les distributions 
w 

b 
sur &B. Si f ? S(U x 1~ ic U) , on note f 1 'Ã©lÃ©me de ~ ( B G B )  donnÃ par: 

- 

fb ( i )  = lu f(x.u)du si x e  U K H k U et, est 1 image de x dans BGB. 

w 
On dÃ©montr comme dans la proposition 1 que l'application f Ã‘ fb est surjecti- 

ve. Par transposition, on obtient une application injective, notÃ© Ã® +T" de 

Proposition 8.- Soit T une distribution sur BGB vÃ©rifian (111.2.2.). 

i )  Si T # 0, alors il e x i s t e  une partie Q de S telle que w = W A  - e ^ A - 
(ii) Dans ce cas, il e x i s t e  une distribution unique T sur H telle que - - 
(111.2.3) 1 = ff(u ) d u 8  f @ 8(u )du - - -1 - - - 2  2 

oÃ du = du est une mesure de Haar fixÃ© sur U. - - - i - 
w 

(iii)tSi h e Supp T, alors = h. - -  - - - - 



/V 
DÃ©monstration. 1- T vÃ©rifi (111.2.2) si et seulement s'il existe T 

- -. - - - - - 

d a n s ~ g , ' ( ~ )  vÃ©rifian (111.'";.3). Le groupe U;< U opÃ¨r a gauche: 
/ - 

sur Uf, Hx tJ par: ( u  , u2. (ui  , h, u i )  = (u,ui , h, u ' u )  
- 1 2 2 

et sur S B  par: ( u  , u2)  . g  = u 1 P 2  si g c BWB. 

Ces deux opÃ©ration sont compatibles avec: 

- l'opÃ©ratio a droite de U sur U x H  Ã U; 
w 

- l'application: Ux, Hx U + BGB d4finie dans le lemme 4 b ) .  

Par consÃ©quent pour que T vÃ©rifi (111 .2 .2) ,  qu'on peut a u s s i  Ã©crir  syrnboli- 
- 1 

quement: d~((u , u I ) . ~ )  =j(u u ) d ~ ( ~ ) ,  il faut e t  il suffit que T* wirifi-e: 
2 

- 1 
/ ~ T ^ ( ( u ,  , u 2 ) . x )  = - 1 2  6(u H )~T*(x) pour x t  U A  I I &  u et u . 6  1 U. 

D'aprÃ¨ le corollaire 3 de la proposition 3, ceci Ã©quivau Ã  

oh T est une distribution sur H. 

il faut et il suffit que? 

(111.3.4) 

pour tout % e u  et tout Ã « ~  s(H). 
w - - - - - - 

En e f f a t ,  soit Tl = - &\i,)du@ Tt@ - & u ) d u  . Pour q u ' i l  existe T telle que 
- * T = T , il faut et il s u f f i t ,  d'aprÃ¨ la proposition 4, que T s o i t  i n v a r i a n t e  

1 1 

Ã droite par U , c'est h. dire que: 
w 

dl', (x .u)  = dT ( x )  pour tout u t Uw . 1 
Il suffit d'appliquer cette Ã©galit Ã des fonctions ~ E L ( U  - K H  K U )  d4composÃ©es 

c ' e s t  Ã dire  de la forme: f(u , h, u ) = f (U )f' ( h ) f  (U ) pour u.eU e t  h c  H. 
2 1 1  2  2 1 

On vÃ©rifi alors que: 



Et d'autre part, si u e U  : 
w 

ce  qui est bien l a  c o n d i t i o n  (111.2.4).  

3- D'aprÃ¨ ( I I I . ~ . ~ ) ,  s i  h Â Supp T t ,  a l o r s  on a 
6 (h-l--l - w uGh) = e ( u )  pour t o u t  u e. U . D'aprÃ¨ l e  corollaire aux proposi- 

w 
o n  6 e t  7 ,  on e n  d6duit v Ã ynft w e t  % h Ã  = h pour une ce r t a ine  ; . Q  2 !2 
p a r t i e  Q de S. 



III. - ---= 3- Invariance de T Efi.gE. 

Commezest un homÃ©omorphism .continu de G sur lui-rnÃªiiie il opÃ¨r sur les 

distributions sur G. 

Nous utiliserons ici pour? la notation exponentielle: si g c G ,  on note: 

Alors T agit sur &G) et sur S '  (G) . S i  f <Â ^,(&), on note: 
5 

-<*- 
A. 

f-(g) = ^&FI 
S i  Te S '  (G), son transfomÃ ~ " ~ a r  <r est dÃ©fin par: 

5 
O- 

- 

Propositi~n 2 .- Soit T une distribution sur G vÃ©rifian (111.2.2). 
a- 

Alors, on a: T = T-. 

DÃ©monstratio .- Ter cas: nous Ã©tudion d'abord le cas o Ã  T est une 

distribution sur BGB. 

Alors, d'aprÃ̈  la proposition 8, il existe une partie Q de S telle 

que w = w 
O "Q 

. Soient u deux Ã©lÃ©men de U et g = u whn un Ã©lÃ©me de 
i 1 2. 

O - -  = u-wo 
- - t a  

2 
h vb w u^ (cf. proposition 6. iii) 

4 1 

En particulier, ~conserve la double classe BGB. 



u- 
Pour montrer que T a Ty il suffit de montrer que T =  ( T F  dans s S '  (UX II 'f U) . 
On peut relever lloiiÃ©ratio de "s" - s u r  BCB en une o p Ã © r a t i o  sur U F  II 8 U difi- 

* 
On peut a l o r s  calculer w) . Si f <? - S(U x H k u}, on a: 

Si x = (u, , h, u ), on a, d'aprks la dÃ©finitio de 1'opGration de U sur 2 w 

.. - 

S o i t &  ltautomorphisme de U w donnÃ par: 

1 --1 p(u) = am-%- w . 
On vÃ©rifi qu'on a inversement: 

On peut Ã©crir par consÃ©quent 

-1 -1 T 
= ( u  fJ ( u ) ,  h ,  h G k ( u ) ? i h u ) e n  exprimant u- e n  f o n c t i o n  de;Â (u 

1 h Ji 
M 

= ((u, , h, u }.&(LI})"' dlapr&s le  d Ã © f i n i t i o  de l ' o p e -  
2 -  w- 

ration de U sur U K  H A  U. Si f â S(UX 11b U) , d6f inissons f '-  par: 
w 4Ã‘ 

6 T- 
f -(II, , h,  u^,) = f ( ( u l  , h, û )- ) 



La distribution T admet la dÃ©compositio $111.2.3). Si uGhu e Supp T , 2 
A/ 

alors (ul , h, u2) i Supp T ,̂ donc h e Supp T . D'aprÃ¨ la proposition 8, 

- 1 
on a donc = h , donc? = ph . Dans ce cas, l'automorphisme 

4 k - Ph 
de U est donc involutif et conserve la mesure de Haar de U . D'oÃ 

w w 
r f 

On a donc 

Supposons maintenant f dÃ©composÃ© f(u , h, u ) = f ( u , ) f l  ( h ) f ( u )  . 2  
ff 

Comme la distribution T se dÃ©compos (cf. III.~.~), on a 

Comme 1' antiautomorphisme cr est involutif, il conserve la mesure de Haar - 

/*-' 

s'autre part, si h & Supp 1,011 a Ã h i 7  = h , donc 
Q Q 



CÃ‹mm les fonctions f dÃ©composÃ© engendrent S ( U A H X U ) ,  on peut donc Ã©crire < 
v *  

f ( x ) d ( ~ - )  { x )  = 
U i c H / t - U  

0- 
Comme l'application T +  est injective, on a donc: T = T-. 

/ 
2e c a s :  Cas ~ 6 n d r a l . -  G admet la dÃ©compositio de Bruhat: 

G = (J Bt3 
WC V 

Si w ~ W ,  on note l(w) la longueur de w, c ' e s t  b dire le nombre minimuh de 

facteurs intervenant dans une dÃ©compositio de w en p r o d u i t  de syni4trios wd . - 
Posons F = {^} BÃœB Les F forment une suite croissan-te de ferrnbs: 

i 1 
1 ( w k  i 



B = F C F ,  .; ... C Fm = G s i  III = l(w,,). 
0 

Remarquons que si f e s ( F i 1 )  - et si f est nulle sur F i , alors le support de 

f est ufa compact contenu dans F - F i . D6 plus, tout Ã©lÃ©me ff   se - 1 
i-t-1 

prolonge Ã un Ã©lÃ©me de S(F  ) .  On a donc la suite exacte d'espaces vectoriels: 
ii-1 

O q i + l  ) + ZC'~) - + 0 

Donc, par transposition: 

O + s ' ( s . )  - Ã ˆ ~ ( F , + ,  -+&'(F^, - 5 )  * 0 
Er 1 4 - 

On a donc dans g ( ~ )  la suite craissante de sous espaces: - 
S 1 ( i ? ) C  z(Yl) C- . .. C S ' (Fm)  = %(G) 

*Ã‡? d - - 
et chaque quotient S 1 ( F  - i+1 ) /s l  ( F . )  1 e s t  isomorphe a - s'(F~+, 

4 - -. - - - - Fi> 

O llisomorphisme est obtenu par restriction de la distribution sur V a. 
i+l  

l'ouvert F - F. dans F . Remarquons enfin que: 
i + 1  1 i+1 

F. - F. = 
1+1 1 u 3GB . 

1 (w)=i+l 

La reunion  est disjointe et chaque EÃ» est ouvert dans F. - l? . On a donc :  
1+1 i 

s l ( F .  - F.) = * @? s1(J3vB). 
13-1 1 <Ã‘ 1 (w)=i+1 

T l  = 0. La mÃªm relation &tant vraie pour tous les W de longueur i - r l  , on a 
V 

r 
donc T t  C g ( F i ) ,  , l ' o h  une contra&iction, ce qui montre que T = 'l-. - 



III 4-Asti-onde sur les formes - d t  entre1acemen.t. 
~ - - 
S i  f e s t  une fonction sur G, on note r̂ la fonction sur G telle - 

que: &(e) = f(g"2). S i  v t L  (resp. L), on Ã̂ i!z<ic (resp. L). Si f 

e s t  un Ã©lÃ©me de - s(G), on vÃ©rifi facilement que: - - "T- 

p(&)  = tpd))' e t  ptt")  = tp(f))- - 
o Ã  p (resp. 9) est l~hornomorphisme de S ( G )  - dans L (resp.  L)  dÃ© i h i  au 

dÃ©bu de ( I I I ) .  

D4monstration.- Il s u f f i t  de l e  vÃ©r i f i e rk  prenant v. 1 = p ( f i )  
i 

avec f . e S ( ~ ) .  Soit T la dis tr ibut ion  sur G assoc iÃ© Ã 1 par l e  thÃ©orh 1 .  
1 - 

On a a lors :  

f ( g  g 11 (g')~~(g,) d'aprÃ¨ la thÃ©orÃ¨ 1 ,  
= {;4 1 1 2 2 2 

S j  c a r  d ( g )  = 

^ Y 

f ( 8 g  ) f ( g  ) d ~ ( ~  ) par changement de g,, en g - g  
2 O 1 2  1 2 1 

'J- 
car T = TM, 

Frop-it.+n_l^ - Soit r u n e  reprÃ©sentatio admissible irreductible - - -  
\/ s/ 

de G dans E,  e t  TT sa contragrÃ©diente ilans l f  espace E. Soit un carat- - - -- 
t o r e  principal de U. Alors on a: 

DÃ©monstration. On peut supposer que Hom ( 3  ,ir) 0 e t  
G z- 

O ("-i"} $ 0. Soit 2 (resp. $ )  un Ã©lÃ©me non nul de Hom (2 T) 
G J -  G 2'- Â¥> 

Â¥ 
(resp.  ~om(%,n)). On note 4 , > l a  dualit4 canonique entre E e t  E. 

Â¥ - - 
On d Ã © f i n i  une forme dleirbrelacement 1 de & et de '3,;- par: 

1 - - 



v L a  p r o p o s i t i o n  f l m o n t r e  que la forme bilinÃ©air sur L P L d 6 f i n i e  par: e B - - 

syinÃ©trique On pose: s '  ( v )  = a t  (y?) .  Alors  & '  e s t  une a p p l i c a t i o n  l i n d -  
v 

aire de L dans  E, e t  on a: 
- 

Comme TT et TT s o n t  irrÃ©ductible , a et a' sont surjectirb; il en va de m6mc - - 
V 

de Ã ¢  . Comme, de plus, la f o r m e  b i l i n Ã © a i r  < , > sur E X  1; est non dÃ©yGn6 

rÃ© et que 1 est symÃ©trique on en dÃ©dui que Ker a = Mer 5' . Comxe a e t  a' 
0 

s o n t  c h o i s i s  indÃ©pendamment l e  sous  espace Ker a = lier Ã¢ = Le de Le est 
4 - 

indt;pendant de a et a' . Il est de p l u s  i n v a r i a n t  p a r  G. Ainsi a se f a c t o r i s e  
0 

L de maniÃ¨r unique par un isomorphisme a de L / L Q  sur E. - - 

1 0 
Notons 3Q la reprÃ©sentatio de G dans L ~ / L ~  . L'application a Ã‘ a' est un i s o -  - Â¥ - - 

i 
dim Hom ( 2  ,T) = 1 

G -2 - 
1 

puis que^ e s t  irr4ductible et que  ?B est Gquivalente & TT. On a d-oric: 
i - / 

- 

v 
On t e  de marne que dim ,!) = I ,  d ' oÃ l a  p r o p o b i t i o n .  



IVReprÃ©sentation paraboliques 

IV. 1- Sous groupes paraboliques 
- 

On dira qu'un sous:groÃ•ip P de G est un sous-groupe parabolique - 

si c'est l'ensemble des points rationnels d'un sous-groupe parabolique Jy 
de G dÃ©fin sur K. Le radical unipotent V de P est l'ensemble des points 
s 

rationnels du radical unipotentg de&. S i g e s t  un sous-groupe de LÃ©v 

de P dÃ©fin sur K (i.e. est un sous-groupe de P vÃ©rifian P = NV et 
a s =  - - s *- 

Pi V =.fe]), d o r s  on a P = MV. On dira que M est un sous-groupe de LÃ©v dl $ 

de P. 

IV. 2- RtprÃ©sentatjon ~ar&boligues 

DÃ©finition. Une reprÃ©sentatio admissible TT de G dans E est dite - 
parabolique si, pour tout sous groupe parabolique P de G distinct de G 

f 

et pour tout X E  E, il existe un sous groupe 

ouvert compact V du radical unipotent V de P tel que: 

Jv,E(vjxdv = u .  

Si TT est une reprÃ©sentatio admissible de G dans l'espace E, on 

appelle coefficient de TT une fonction sur G de la forme 
4 

g ~ < " n ^ ( g ) x ,  2 >  o Ã  g e  G, et oÃ x et x' sont 
v 

des Ã©lÃ©men de E et E. 
i 

Pro~o-s-iti~ 11.- Si n- - est une reprÃ©sentatio parabolique de G, 
les coefficients de "ff- sont Ã support compact module le centre de G. Si - - 

TT est irrGductible et si le centre Z de G opÃ¨r par le caractÃ¨r LI , - - 
alors, si f est un coefficient de : 

DÃ©monstratio .- cf.  [I 91 , thÃ©orÃ¨ 2.8.1. et corollaire 2 . 8 . 3 .  

pour la premiÃ¨r partie de la proposition. La deuxiÃ¨m est claire. 



+ 
Lemme 5 . -  Tout homomorphisme continu de 2 dansJR se prolonge en 

+ 
un homomorphisme continu de G danslR . 

DÃ©monstration. Si - X et Y - sont deux groupes commutatifs topologi- 

ques, notons HO~[X, Y) le groupe des hornornorphismes continus de X dans Y. - + - 

Si 4 est un groupe algÃ©brique notons X(A) le groupe des caractÃ¨re ra- - - - 
tionnels de A (Ã valeurs dans Ex ) . 

# /. 

Soit DG - le groupe dÃ©riv de G et C - = - G/DG ". . La restriction Ã Z - - - ..-d s 

de la projection canonique de - G sur C est alors une isogÃ©ni (Ll6J,expo- - -2. 

sÃ 22, thÃ©orÃ¨ 6 .2 .1 ) .  Soit Kf une extension galoisierme de K sur laquel- 

k le Z et $ soient dÃ©ployÃ© Soit Z f  (resp. C') le groupe des points de Z 
3Ã¬ Ã fis 

X 
(resp. C) rationnels sur K a .  On a Z '  = HO~(X(Z), K *  ) . D'OÃ - - 

z + 
Hom(~', IR+) = ~om(~orn(~(~), K *  ), JR ) - 

= x(â€ ~ o m ( ~ ' ,  J R )  . - 
X 

L'ensemble des Ã©lÃ©men de valeur absolue 1 est compact dans K t  , 
x + 

donc tout homomorphisme continu de K t  dans* se factorise par la valeur 
s 

absolue. Il est donc de la forme x Ã‘ 1x1 oÃ s C ZRi. Donc HO~(K', S.) 

est isomorphe Ã    , Hom(Z1, IR? Ã X(?) Ã‡ff .et de mÃªm Hom(ct, B'^) Ã X(C) - a = V, 

& L'isogÃ©ni de Z - sur C induit une infection de X(C) dans x(z). - - - - 
Comme ce sont des modules libres sur Z de mÃªm rang, cette injection 

induit un isomorphisme d'espaces vectoriels rÃ©el de X(C) @IR sur - a 
+ + 

X(Z) @B . Par consÃ©quent l'application de HO~(C', JR ) dans ~ o m ( ~ ' ,  IR ) 
a 

dÃ©fini par composition Ã droite avec l'isogÃ©ni de Z '  dans C f  est un 

isomorphisme. 

Les groupes Z et C sont les invariants dans Z' et C t  respectivement 

du groupe de Galois de K f  sur K. Ce sont donc des sous-groupes fermds 
+ 

de 2' et C'. Tout homomorphisme continu de Z dans3R se prolonge donc Ã 

2'. Il provient donc d'aprÃ¨ ce qu'on vient de voir d'un homornorphiame 
+ 

continu de C' dans'JB. . Celui-ci, par restriction 2i C, donne 1'homomorphisme 
+ 

continu de G dans J E  cherchÃ© 
Ã  ̂



Contragrodiente d'une reprÃ©sentz~tio parabolique.- Si TT - est une repr6- 

sentation de G, on note la reprÃ©sentatio complexe conjuguÃ©e S i z  est un 

caractÃ¨r de G, on n o t e p ~ L a  reprÃ©sentatio de G telle que: 

Il est clair que si TT est parabolique, il en est de n Ã ª m  dey@J. 
1 

proposit~on 13 - - -  Soit TT une reprÃ©sentatio parabolique irrdductible 

de G dans E, telle que sa restriction h Z soit donnbe par le caract>re CJ. Si 
- - - - 

v 
est un caractÃ¨r r4el de G prolongeant la valeur absolue lu( deeu, alors TT - --  -- 

A 

Nrnonstra%ion.- II suffit, d'aprbs la proposition 2, de construire une 

forme d'oii-trelacement non d6gÃ©nÃ©r de TT et ~ @ f ,  c'est 'a dire une f o m e  ses- - - - ". 
quilin6aire non dGgÃ©n6re F sur Ex invariante par w - ctir@x. - Soit un 61~:- 

b' - 
ment non nui de E. On dÃ©fini la forme V par: 

Il est clair que la fonction Ã int6grer est invariante par Z et "i s u p ~ i o r t  com- 

pact modulo 2. On v6rifie facilement que - *1 



et que V est d6finie positive, donc non dÃ©gÃ©nbrÃ 

IV. 3- D&monstra&ion du thG.orhme 2 pour les reprÃ©sentation paraboliques 

On est maintenant en mesure de dhontrer le thÃ©orh 2 dans le cas oÃ TT" - 
est parabolique. Cela & s u i t e  irnm&liatement de l a  proposition I l  et de la pro- 

position suivante. 

Proposition IL.- -- Si rr e s t  une reprÃ©sentatio parabolique irrÃ©ductibl 

de G et si & est un caractÃ¨r de U, on a: - 
\) 

dim Hom ( 3  ,T) = dirn Horn ( j - , ~ )  d 6 -  - G Q -  - 
v 

DÃ©monstration. Comme 2 est Ã©quivalent Ã une repr6sentation de la 
1 

* 
formene o Ã  3 'est un caractÃ¨r de G, il suffit de montrer les isomor- - 2 - - 
phismes suivants : 

: iâ€¢ G e -  (1 ,v)si ~ o m  G e -  (9-,?r) , 
O (;!-,nia- Horn (,!-, irai) . 

G 3  - G 3  - -  - 
Le premier isomorphisme est clair si on remarque q u e  r f / r  =(2^. Le deuxiÃ¨m - - 
est celui qui, & f Hom (J-,E), associe lfÃ©l&rnen Ã 6 Hom ( A -  *@ ) donne par 

Ga- ,r G 5'- L 

est l1Cl6rnent de LG tel que: 



^ -Cas gÃ©nÃ©ra rÃ©ductio au cas parabolique 
y. 1- Reductio-n des .re~Ã©sentttio~ ac&issibles-aux re~rÃ©sgn-bation 

paraboliques ~. 

Th&or&rne 3-.- (i) Soit P un sous groupe parabolique J.e G, V son radical 

unipotent, M un sous groupe de L6vi  et - Y une reprÃ©sentatio admissible de M 

regardÃ© comme reprÃ©sentatio de P triviale sur V, alors 1a.reprÃ©sentatio 
G 

Ind Y est admissible. 
P -  

i (il) Soit~r une reprÃ©sentatio admissible irrÃ©ductibl do G dans E. -- 
Alors il existe un sous groupe parabolique P = kW de G et une reprÃ©sentatio 

parabolique irrÃ©ductibl ? de M telle que TT soit isomorphe une reprÃ©sentatio 
- G 

- 
de G dans un sous espace de Ind 'V . On peut de plus choisir F et M tels que 

P- 
P-sB et I - i ^ H .  

DÃ©monstration. Une dÃ©monstratio de chacune des deux parties du 

thdorsnie est donnÃ© dans n3j (lenime 1.7.4. e t  thkorÃ¨m 2.4.1. ) . 

Â¥ 
Montrons que la situation du thÃ©orÃ¨ 2 se transporte par induction. 

C ' e s t  ce qu'exprime la thÃ©orkm qui suit. 

Soit P = MV un sous groupe parabolique de G tel que P T B  et Ms>d. Soit 

Y une reprÃ©sentatio admissible irrÃ©ductibl de "M dans un espace F et TT la re-  
d - 

G 
prÃ©sentatio induite = Ind. fdans l'espace E. On prend pour ff un caractÃ¨r prin- - V- - - 

Lr 
cipal de U et on note jn la reprÃ©sentatio induite &= Ind 6 dans l'espace Le . - - u -  - 
On dÃ©fini des objets analogues dans 24 de la maniÃ¨r suivante. Soit wu 1161Ã©iren 

du groupe de Weyl W de longueur maximale. -: 

O n  dÃ©fini l e  caract+re& de M O  par -M 

Â¥ 
-M 

. pace de cette repr6sentation. 

ThGorÃ¨m 4.- L'espace IIom (1 ,T) est isomorpha & G 8 -  

Pour dÃ©montre le thÃ©orsm 4, nous aurons besoin du l e m m e -  suivant . 



Lemme 6.- Soit P unsous-groupe parabolique de G de radical unipo- 

tent V, v un &lÃ©men de V et -. 6 un caractÃ¨r principal de U. Supposons que 
B(u n Ã ¬ v Ã  = 1 . - -  - 

Alors on a UGP =s UV$ . - - 
DÃ©monstration. Le caractÃ¨r 0 est de la forme p.@ -5 oÃ - 0 - est 

un caractÃ¨r rationnel principal de 2. Un raisonnement analogue Ã celui - 
effectuÃ dans la dÃ©monstratio du corollaire aux propositions 6 et 7 mon- 

Notons -8 . (~ )  (resp. R(v)) l'ensemble des racines o( dans R telles que - d - 
-5 -.===- - 

x.,(t) 6 (resp. x , ( t )  E V )  pour tant t CE. Si d n S  , on a Q(x,(t)) = t. Si 
4 - - 4 - - - - ! 4 - 

a; i w ( ~ ( ~ ) ) r i  S ,  on a xd(t) 6 U f i  G~Ãˆ"' donc 0 ( x d  (t)) = 1 .  Par consÃ©quen - - - - - - - - 
w ( R ( v ) )  S est vide, c'est-k-dire, comme - R -- est la rÃ©unio de R ( V )  - et de - -- 
~ P I ,  - - - 1 

w ( s )  c -R(P). - 
-- 

Comme w,(,S) = -S, cela implique 
-1 

w,(S) c -. R ( P ~ P  .-- 

-1 - 
Par consÃ©quen l'automorphisme intÃ©rieu de G dÃ©fin par i'? w envoie B 

dans P. On en dÃ©dui donc (cf. r 3 3 ,  Chap. 4, No 2, proposition 3) que 



Il suffit, d'aprÃ¨ la proposition 2, de montrer que l'espace d&s  for- 

mes d'entrelacement d 
l/ 

lacernent de et T 
Â a, - 

-1-1 

Â¥ 
e 'Ã¬ et de [T est isomorphe Ã l 1  'espace des formes d1entre- - - 

v G ^ . Puisque - N est isomorphe Ã Ind T , une forme dfentrela- 
P- 

v 
cernent de ln et de correspond d1 aprÃ¨ le th6orÃ̈ ic. 1 une l^distribution T - - 
sur G vÃ©rifiant 

- 
(v.2.1) - Â£(u) T+.Z  - (P" 1 = ~ ) T ~ . ~ Y ( ~ ) I  pour tout u 6 u et tout p e  P. 

On est donc amenÃ Ã Ã©tudie les $-distributions sur les doubles classes UGP 

qui vÃ©rifien (v.2.1) .  

V 
F- distributions sur U<P.- Soit w un Ã©lÃ©me de W 

-- - \/ 

-et soit T une F-distribution sur UvP vÃ©rifian (V.2.1 ). 
4 

l e re  rÃ©duction di stribution T* sur Ux P. --- 
1 - -1 

On montre, comme pour le l e m e  4 que le groupe U = Un GPv opÃ¨r proprement 
w 

et librement L droite sur U n  P par: 

L'application U,K P -+ Uw-P dÃ©fini par ( u ,  p) -+ ui?p d6finit par passage au 
1 

quotient un hornÃ©omorphism de {U y - P ) f i  sur Lw??. On en dÃ©dui donc une applica- 
k 

tion, notÃ© f Ã‘ f de &(UR. P;$) dans S ( ~ w ~ ; L - ' )  donnÃ© par: 
,-A-+ 

f'- 
- 

Cet-te application est surjective, et l'application transposÃ© T -+ "f de 
v Mi 

S'(GP;F) dans S'(UT P;F) est i n j e c t i v e :  - - <,- f 

ff- 
Il est clair que, pour que T v Ã © r i f i  (V.2.1 ) ,  il faut et il suffit que T 

soit telle que: 

2e rÃ©duction distribution T 1 sur . A  1' 
*r 

tt- 
ll'aprÃ̈  le corollaire 3 de la proposition 3, on peut Ã©crir T sous la forme: 



4 
Inversement soit donnÃ© une F-distribution Tl sur P vÃ©rifiant(v.2.2) Pour que - *- 
la distribution T t  = & ~ ) d u @ ~ ~  soit de la forme T , il faut et il suffit que 

1 
T t  soit invariante par U (~ro~osition 4). Soit f une fonction dicompos&e' dans 

w 

v 
Par consGquent, pour que 1" soit de la forme T , il faut et il suffit que T 

1 
vgrifie: 

--1 1 
( V . 2 . 3 )  - z(u)*T, = Q ( Ã ˆ ~ G " )  pour tout u c  w C G . - 1 w 

Si, de plus, T vÃ©rifi (V.2.2), 11 est clair que la distribution T telle que 
f 

1 
T - T vÃ©rifier (V.2.1). On a donc montrÃ qu'il existe un isoniorphiÃ§m entre 

1 ^ 
l'espace des distributions T sur El? vÃ©rifian ( 7 . 2 . 1 )  et lfesp:i.ce des F-dis- 

tributions T sur J 1  vgrifiant (v. 2.2) et(v.2.3). 
l 

3e rÃ©duction distribution T sur M. 
-. -- 2 

ide groupe 1' se d6compose e n  un produit: 1' = M V  . b i  I L  distrioution f 
1 

sur P vÃ©rifi ( V . 2 . 2 )  elle est invariante droite par V et elle se d4~0mpose 
- 1- 

donc: T l  = ( J  ( H I ) )  -T @ dv oÃ T (:!;;). gtudions d'abord ce que devient 
-P 1 2 - 

v 
s u r  T' la condition (v .2 .2) .  Soit f une fonction d&compos&e dans &(~J ;F ) :  

2 
f ( m v )  = f (m)t ( v )  si t n e M  et ~ G V .  

1 2 

Si T vgrifie ( v - 2 . 2 )  et si ml CM, on a: 
1 



L ' a u t r e  p a r t ,  on a d i rec tement :  

p i e  d(rn"'vrn ) = (m )dv. l'ar consÃ©quent  pour  que T v e r i f i t  (T.2.21, il 
1 1  - P l  1 

f a u t  e t  11 s u f f i t  que Ã¯ v c r i f i e :  
2 

( V . 2 . 4 )  l',*?(ml -. 1 ) = sd& - i peur  t o u t  a 1 .+M. 

L Etud ions  maintenant  ce que d e v i e n t  s u r  T L l a  c o n d i t i o n  ( v . 2 . 3 ) .  Le g r o u -  
-1 1 

ne u G e s t  Ã©ga Ã G ' U G ~  P. 
w 

.-1 1 
On p e u t  dÃ©corgpose w U ~7 en produit: w 

-1 1 
Â¥ u w 5 -; (v-'u~*M;(.u-'u; V) . 

U'autke p a r t ,  s i  on exprime T en  l 'onct ion de T 1 2 .  

- -1 
Supposons d ' a b o r d  que u c  w ~ ' T i r ~ b i .  On o b t i e n t  a l o r s ,  aprÃ¨  un changement de 

v a r i a b l e  dans c e t t e  d e r n i Ã ¨ r  formule: 

En comparant ( V . 2 . 5 )  e t  ( ~ . 2 . 6 ) ,  on d Ã © d u i  que s i  T v 6 r i f i e  ( ~ . 2 . 3 ) ,  a l o r s  
1 

T v4rifie: - 
- 1 -1 

V -  Z -  71 .- s . (u)+  T = ~ ( G U G  ) T ,  pour t o u t  u c  M d  2 UG. 
& 

.d 1 
- 1 

Supposons maintenant q u e  u fe  Ã¯ LEf l  V. On o b t i e n t ' a l o r s :  



On obtient par cons4quent le rÃ©sulta suivant. ''y 
- - - --/' 

._.-Si U S  & UCJJ?, alors -boute distribution T sur UGP v4rifiant (V.2.1) est nulle. 

Si UwP = UcoP, alors l'espace des distributions 1 sur U$$ vÃ©rifian (V.2 .1)  
'.' 

est isomorphe Ã l'espace des F-distributions sur M vÃ©rifian ( v . 2 . 4 )  et ( ~ . 2 . 7 ) ,  

c'est h dire: 
- 1 - 1 

g (u)* T +  z (m ) =O(%G^ )Ã¬2"1T-W pour tout uc Ã‡, G; UG;\ - - - - 
et pour tout rn C M .  D'aprÃ¨ le thÃ©orgrn 1 ,  cet espace est isomorphe a l'espace 

1 
M "$1 " 

des Formes d'entrelacement de Ind 0 = 2' et de Ind T_ (qui est Ã©quivalent 
Ut4-111 -51 $1 

u 

if), - donc Ã l'espace Hom (1' , Y ) .  
M - 6  - - 1.1 

v 
L'espace des F-distributions sur G vÃ©rifian ( v . 2 . 1 ) .  

V 
Montrons d'abord. que l'application qui, Ã une 5'-distribution sur G vÃ© 

rifiant ( 7 . 2 . 1 )  fait correspondre sa restriction 2 l'ouvert U K Y  est injective. 
1 Legroupe G se dÃ©compos en rÃ©unio disjointe: 

1 

et on peut indexer les 'w de telle sorte que chaque Uc.P soih ouvert dans la 
i 1 

v 
rÃ©union V }  UvP. Soit T une F-distribution sur G &rifiant (V.2.1) et sup- 

id&1 J 

posons que sa restriction Ã UG;P soit nulle. Supposons T 4 0 et soit i le plus - 1 I 

grand indice tel que le support de T soit contenu dans la, rÃ©unio --/ LRÃ .P. 
'l-l 7 

Alors T est une distribution sur {) UGP. Sa restriction Ã̂ l'fuiveh U C . I ' ~  
J 1 

i $ j $ i  

vÃ©rifi (v .2 .1 ) .  Elle est donc nulle d'aprÃ¨ ce qui pr&c&de, et donc le support 

T e s t  nu l l e .  

*> v 
Montrons maintenant que toute F-diqtribution sur UGÃ´ vÃ©rifian (v.2.1) 

V 
est la restriction d'une P-distribution sur G vÃ©rifian (v.2.1). Autrement dit, 

v 

si T est une forme linkaire sur ~ ( U W ~ * P ; P )  v4rifiant (v.2.1 ) , montrons que T se 
^m  ̂



b' 

prolonge en une forme linÃ©air sur S(G;F) vGrifiant encore (v.2.1).  Pour cela, 
3 

exprimons la relation (v.2.1) sous une forme diffÃ©rente Soit X une partie de 

G stable Ã gauche par U et droite par P. La condition (v.2.1)  appliquÃ© Ã 
9 

une F-distribution sur X exprime que: 

e s t  Ã dire que la forme linÃ©air T sur s(x.;$) est nulle sur le sous espace S (x;") de 
2!!= Ã‘ 

v 
S(X;F) engendrÃ par les Ã©lÃ©men de la forme: 
7 u 

x + r(uxp-l) - &(p) '~(u)^(p)r(Ã§ - avec f e c s(:{;P), u 6 U, et p 6 12. 

V' l/ 

Pour montrer que la forme linÃ©air T sur s ( w P ; F ) ,  nulle surS(~~P;f),se pro- v </ - 
longe en une forme linÃ©air T sur s(G.;! ' )  nulle sur S (G;F), il suffit de montrer 

4 
?? %* 

que tout Ã©lÃ©me d e s  (G;F) qui est dans S(U%P;F) annule T. Nous allons pour 
/' *'* e2- 

cela montrer l'inclusion suivante: 
v \/ 

s (c;F) , ,~(uG,,P;F) c s (DÃˆ~P;F 
" Â¥ - 29' 

Soit f C S (G;F),, s(uG,,P;$). La fonction f est donc de la forme: 
-*Ã‡ 5 -1 

i x  1 - 
avec f. â‚¬s(G;$ u. ? U, p e P, et ci ? ÃŽ l'indice i prenant un nombre fini de 

1 - 1 i 
valeurs. De plus le support de f es n compact contenu dans U5p. Il exmste td 
donc un sous-groupe compact ouvert U de U tel que: 

- U .  6 U; pour tout i, 
1 ,  

t - Supp f C U o i Q  

Comme l'application de U x P dans WgP qui? Ã (u, F ) ,  f a i t  correspondre uVgp 7 dans G, 
est ouverte, U G P  est ouvert dans UG P e plus, corne U; est un sous-groupe 

compact de G et P un sous-groupe fermg, on en dÃ©dui que U - " ? P  est fermÃ 

dans G, et donc aussi dans UcoP. Soit alors f la fonction sur G Ã © g a l  f .  
1 1 

sur U.G lJ et nulle ailleurs. Comme UgÃœo est ouvert et fermÃ dans UGgP, f !  
$ 0  0 1 

est localement constante sur UGP; le support de f est l'intersection du sup- 
1 

port de fi avec U g P ,  c'est donc un compact contenu dans CwP. ?a: consÃ©quen 
* 

f est un Ã©i4rnen d e ~ ( ~ i ? 1 - ; $ ) .  Soit f la fonction sur G donnÃ© par: 
1 - -1 i 

t ' t g )  = 7 ci(f:(uigpi 1 - -7 ( P . ) ' Ã ‡ U ~ ) ~ ( P ~ ) ~ ~ ( B )  1 - - 
1 

v 
restriction UCAP . d&Lini-fc donc un isomorphisme de l ' e s p a c e  des F-dis- 



V 

tribuiions sur G v Ã © r i f i a n  (V.2.1) s u r  l'espace des F-distributions sur U<,Ã‡ 
! 0, 

vÃ©rifian (V .2 .1 ) ,  espace qui est lui-mÃªm isomorphe d'aprÃ¨ lu premiÃ¨r pa r t i e  

de la dÃ©monstratio k Honi ( >'& , '"l) et 1 e thÃ©orkm est donc d&nontrÃ© 
FI -T 

V. 3-  P i n d e  - -- l a  dÃ©monstratio du>jy&orÃ¨m 2 

S o i t  "n" une repr6sentation admissible i r r 4 d u c t i b l e  de G dans l'espace E. 
/ 

D1apr&s le thÃ©orhm 3, il existe un sous groupe parabolique P = NV de G a v e c  

P>B e t  H-5H e t  une reprÃ©sentatio parabolique irrÃ©ductibl - Y de M t e l s  
S O U S -  G 

que r s o i t  isomorphe 2~ ~ n e ~ ~ r 6 s e n t a t i o n  de Ind y.On a donc - P- 
G 

dim Hom (la ,tr) dim Ham ( h o ,  Ind Y )  . 
G - G - P- 

D'aprÃ¨ le thÃ©orkrn 4, on a.: 
G 

1 
dirn BornG( , I n d  r ) = dim Iiom ( , Y )  - P -  M e  - -M 

Enfin, comme r e s t  parabolique: - 
dim Hom M ( \' , r ) <r' 1 4, - 

Par cons6quent; dim Hom ( A  f f )  < 1 .  
G 0 ' -  



! rnn 

Maintenant, supposons que a- - soit irrÃ©ductible D'aprÃ¨ un rÃ©sulta 
de W. Caaselmann et Harish-Chandra (cf. Cl5I7  voir aussi r14J) ,  on sait que 

TT admet une suite de Jokdan-Kolder. On a alors le rÃ©sulta suivant. - 
ThÃ©orÃ¨ 7.- Supposons que - <r soit une reprÃ©sentatio admissible - 

irrÃ©ductibl de M. 

(i) Si or admet un modÃ¨l de Whittaker par rapport Ã ff , alors -- -4-1 - 
parmi les sous-quotients irrÃ©ductible qui interviennent dans une suite de 

Jordan-Hiilder de TT, .- un seul admet un modÃ¨l de Whittaker par rapport Ã y 0 
et il intervient avec multiplicitÃ 1 dans la suite de Jordan-HBlder. 

(ii) Si (T- n'admet pas de modÃ¨l de Whittaker par rapport Ã 0 - - -M 
alors aucun sous-quotient de r - n'admet de modÃ¨l de Vhittaker par rapport 

i Ã B.  - - 
Prenons en particulier P c B et prenons pour o- le caractÃ¨r '̂ 

- -B 
G +$ 

de B. Alors la reprÃ©sentatio "rr - = Ind admet comme quotient irrÃ©duc 
B -B 

tible la reprÃ©sentatio de Steinberg St de G (cf. 11 5 1 ) .  

ThÃ©orÃ¨ 8.- - Si - 0 est un caractÃ¨r principal de U7 alors la reprÃ© 
sentation de Steinberg admet un modÃ¨l de Whittaker par rapport Ã - B .  

La dÃ©monstratio des thÃ©orÃ¨m 7 et 8 repose sur le lemme suivant. 

t Lemme 7.- Soit 0 Ã‘ TT -+ TT -+ TT Ã‘ 0 une suite exacte  de reprÃ© - 
d - 1 - -2 Ã 

sentations algÃ©brique de G et soit 6 un caractÃ¨r principal de U. On a 
d i m  Horn ( T ,  rp ) = dim Hom ( TJ" , i n )  + d i m  Hom ( T T  , r ) .  G - G -1 G - 2  
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