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Avant-Propos

Le présent mémoire récapitule I'ensemble des travaux que jai effectués au
cours de ma scolarité au magistere MMFAI de 'Ecole Normale Supérieure. I
est constitué de onze docuements essentiellements indépendants dont voici la
description :

1.

10.

Curriculum vite. Ce texte récapitule 'ensemble de mon parcours au
MMFAL

. Marche aléatoire en milieu aléatoire. 1l s’agit de mon exposé de maitrise,

réalisé en collaboration avec Hendrik Weber, sous la direction de Thierry
Bodineau.

Une inégalité de Harnack. 11 s’agit de mon mémoire de DEA, réalisé sous
la direction de Cédric Villani.

. Ramification des graphes. Ce document est constitué par les notes d’'un

exposé d’une heure dans le cadre du groupe de travail « Probabilités »
organisé a ’'ENS en 2005.

. Approche probabiliste du probleme d’équilibre. Ce docuement est consti-

tué par les notes d'un exposé d’'une heure et demie dans le cadre d’'un
groupe de travail organisé par Yves Le Jan pour le DEA de probabilités
d’Orsay en 2006.

. Autour du mouvement brownien. Ce document est constitué par les

notes d'une série de trois exposés de deux heures dans le cadre d’'un
groupe de travail étudiant a 'ENS Lyon en 2007. Il s’agit d’exposés in-
troductifs destinés a des non-spécialistes.

. A probabilistic approach to Carne’s bound. C’est un article de recherche

qui, apres quelques derniéres corrections, sera soumis a la revue Poten-
tial Analysis imminemment.

Un nouveau type de décorrélations exponentielles pour les mesures de
Gibbs. Ce texte est constitué de notes personnelles développant quelques
résultats nouveaux sur les mesures de Gibbs a haute température; il
contient sans doute encore de nombreuses coquilles.

. Moyennes déviations des mesures empiriques Ce texte est constitué de

notes personnelles développant quelques résultats nouveaux sur la con-
vergence des mesures empiriques ; il contient sans doute encore de nom-
breuses coquilles. Il sert de travail préparatoire au document suivant.

Moyennes déviations pour des modéles de champs moyen a chocs. Ce
texte est constitué de notes personnelles développant quelques résultats
nouveaux sur les limites de champ moyen ; il contient sans doute encore
de nombreuses coquilles.



11. Grand nombre de particules en interaction : la loi de Fourier et I’équation
de Boltzmann en champ moyen. Ce texte est la présentation de mon
domaine de recherches: j’y aborde les themes d’'intérét de ma these, les
questions que j’y ai résolues, les problémes qui restent a surmonter et
les méthodes que je compte employer a cette fin.
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Document I

Curriculum vitse






Curriculum vitee

Je suis entré a FENS en 2004 par le concours PC, hésitant entre conti-
nuer la physique ou me consacrer au mathématiques. Les bons contacts que
jai eu avec le DMA, tant au niveau des éléves que des professeurs, m’ont
rapidement amené a opter pour les mathématiques, et j’ai commencé le ma-
gistere MMFAI, cursus mathématiques — car, dans la mesure ou le cursus
mixte maths-physique servait essentiellement « a différer 'heure du choix »,
je n’y voyais pas d’intérét, le mien étant définitif.

A Yorigine, je comptais, imitant la plupart de mes camarades, passer ma li-
cence et ma maitrise en premieére année, puis continuer par 'agrégation tout
en commencant un DEA. N’ayant pas encore d’a priori sur la branche des
mathématiques que je voulais étudier, je me suis inscrit a tous les cours de
mathématiques du premier semestre, a savoir Algebre I (D. Harari), Topolo-
gie & Calcul différentiel (B. Perthame), Intégration & Probabilités (G. David)
et Logique (P. Dehornoy), ainsi qu’au groupe de lecture « Graphes de Rama-
nujan ». Mais j’ai di quitter Paris peu avant la fin du semestre a cause d’'un
arrét de travail (dépression), ce qui fait que je n’ai pas passé les examens du
premier semestre, et manqué le début du second.

A mon retour, il s’agissait de finir 'année le moins mal possible. A cause
du retard pris, j’ai choisi de suivre les cours aux contenus les moins denses,
a savoir Processus aléatoires (J-F. Le Gall), Analyse fonctionnelle (E. Séré) et
Analyse complexe & Théorie spectrale (G. Skandalis). Entretemps, il m’avait
fallu choisir un sujet de mémoire de maitrise : je me suis associé avec H. We-
ber pour travailler sur le sujet « Marche aléatoire en milieu aléatoire » sous
la direction de T. Bodineau, car le theme me plaisait par son aspect a la fois
naturel, divertissant et riche en intuitions physiques.

C’est ainsi que j’ai validé ma licence avec la note de 17 (mention TB), en
validant au passage les cours de G. David et P. Dehornoy a la session de juin,
étant convenu avec la direction du MMFAI que, des cours étiquetés « mai-
trise » ayant été pris en compte dans ma licence, I'inverse serait fait I’année
suivante.

N’ayant donc pas obtenu de maitrise, je n’avais pas la possibilité de pas-
ser 'agrégation et je me suis orienté vers un DEA, avec une inscription pé-
dagogique pour contourner les problemes administratifs. Comme le sujet de
I'exposé de maitrise m’avait particulierement plu, javais résolu d’étudier les
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probabilités, et, suite a la présentation des DEA de fin d’année, j’ai opté pour
le cursus « Probabilités & Statistiques » de Paris XI (Orsay) qui me seyait par-
ticulierement. La, j’ai suivi au premier semestre les cours de W. Werner (Per-
colation & Modele d’Ising), O. Raimond (Calcul Stochastique), T. Duquesne
(Processus Markoviens) et P. Massart (Grandes déviations & Inégalités de
concentration). En méme temps, je participais au groupe de travail « Proba-
bilités sur les arbres et les réseaux » 4 'ENS, et j’y assistais également au
cours de deuxiéme année Systémes dynamiques (F. Le Roux), ainsi aux TDs
des cours d’algebre et de topologie en vue de préparer les examens. J’ai passé
les sept examens a la fin du semestre.

Au second semestre, le DEA d’Orsay, trop petit pour dispenser assez de
cours, autorise ses éleves a valider les cours d’autres universités. En I'occur-
rence, j’allai a Paris VII et y suivis les cours qui m’intéressaient le plus par le
cOté « naturel » et « pratique » des questions qu’ils étudiaient, a savoir Ondes
en milieu aléatoire (J. Garnier), Arbres et cartes aléatoires (Ph. Chassaing) et
Limite hydrodynamique (T. Bodineau). J’ai suivi les trois cours, mais n’ai va-
lidé que les deux premiers car il n’était pas nécessaire d’en faire plus. Il me
fallait également préparer un mémoire de DEA : dans un premier temps, j’ai
contacté R. Cerf a Orsay, qui souhaitait me faire travailler sur les principes de
grandes déviations dans les modeles de physique statistique, mais le style tres
effacé de R. Cerf me génait pour bien cerner le sujet et j’ai préféré renoncer. Je
me suis alors tourné vers Cédric Villani (ENS Lyon) qui a accepté d’encadrer
mon mémoire a distance en me donnant un sujet sur les diffusions dégéné-
rées. En fait, le sujet a bifurqué vers une méthode probabiliste de régularité
pour les solutions stationnaires de diffusions avec un champ non-gradient,
que j’ai soutenu en octobre 2006. Pour tous ces choix de cours, directeurs de
DEA, changement d’orientation, j’ai été grandement aidé par mes entretiens
avec W. Werner, comme directeur de la formation d’Orsay dans un premier
temps, puis simplement comme conseiller. Par ailleurs, toujours au second se-
mestre de année 2005-2006, je suivais a PENS les cours de maitrise que je
n’avais pas fait 'année précédente, soit Algebre II (M. Rosso) et Variétés Dif-
férentielles (F. Paulin). J’ai ainsi validé ma maitrise (18, mention TB), et mon
DEA de facto (mention TB), a la fin de ma deuxiéme année de la MMFALI.

Le fin de la deuxiéme année fut une période de réflexions, de doutes aussi,
sur la suite a donner a mon parcours, et une fois encore les conseils de W. Wer-
ner m’ont bien aidé a y voir plus clair. La préparation de I'agrégation, ini-
tialement prévue, m’apparaissait maintenant comme rébarbative et, dans la
mesure ou j’étais certain de ne pas vouloir m’orienter vers I'’enseignement en
lycée/CPGE, j’ai finalement décidé de renoncer a passer 'agragation pour me
lancer sur une these. Dans la mesure ou mes contacts avec C. Villani au cours
de mon mémoire de DEA avaient été bons, et ou jappréciais sa facon de pré-
senter les problemes, jai commencé une theése avec lui, déménageant a Lyon
pour la circonstance.

Le sujet initial était la facon dont la conduction de la chaleur apparait



a I’échelle macroscopique a partir des lois microscopiques du mouvement. Il
s’agit d’'un sujet vaste et difficile, a cheval sur les travaux des physiciens et
des mathématiciens, et j’ai passé beaucoup de temps a en appréhender toutes
les facettes. A cela s’ajoutant le changement de rythme, année a au final été
tres peu efficace et s’est méme terminée sur un épisode de psychasthénie et
un nouvel arrét de travail. Il y a tout de méme eu, de maniére complétement
indépendante, un travail de recherche sur les marches aléatoires réversibles,
aujourd’hui sur le point d’étre soumis a publication.

A mon retour, nous avons réorienté la thése vers des problémes de limite
de champ moyen pour les modeles de particules a chocs. Dans un travail avec
un précédent thésard (F. Bolley), mon directeur s’était en effet intéressé a
I'obtention d’estimées non asymptotiques pour les limites de champ moyen;
malheureusement leur méthode ne supportait pas les évolutions par chocs,
pourtant essentielles dans I'étude de 1'équation de Boltzmann. J’ai rapide-
ment eu quelques idées qui semblent prometteuses, et mon travail devrait se
recentrer sur ces questions.

A I'heure actuelle donc, je suis enfin inscrit en these de maniere officielle
a ’ENS Lyon et continue mon travail sur les limites de champ moyen quanti-
tatives sous la direction de C. Villani.
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Chapitre 1
Généralités

1.1 Présentation

Qu’est-ce qu'une marche aléatoire ? Physiquement, cela correspond au dé-
placement aléatoire d'un mobile dans un certain milieu, par exemple un grain
de pollen dans une goutte d’eau. A un instant donné, le mobile a une certaine
probabilité de se déplacer dans chaque direction, et on s’intéresse aux proprié-
tés de son mouvement global. Parfois, le déplacement du mobile entre deux
instants dépend du point ou il se trouve : ainsi, au cours d’'un processus de dif-
fusion, la diffusion d’un électron dans un cristal semiconducteur par exemple,
I’électron a plus de chances de rester immobile entre deux instants lorsqu’il se
trouve pres d’'un défaut électrophile du cristal que dans le cas contraire. On a
alors une marche aléatoire dans un milieu irrégulier. Mais pour le physicien,
il est absurde de chercher a décrire parfaitement le milieu : imagine-t-on ce
que donnerait la description compléte du café contenu dans un percolateur
pour y étudier le mouvement des gouttes d’eau! En fait, on se contente de
donner les caractéristiques statistiques du milieu, et tout se passe comme
si le milieu était choisi au hasard parmi un ensemble de milieux possédant
les mémes propriétés statistiques. Ce qui nous amene tout naturellement au
concept de marche aléatoire en milieu aléatoire (MAMA).

Pour le mathématicien, une MAMA se construit ainsi : on choisit d’abord
un cadre général pour la marche, un graphe qui représente ’espace dans le-
quel le mobile va évoluer (pour modéliser I'évolution d'un mobile dans I’espace
a trois dimensions, par exemple, ce réseau pourra étre Z3, ou les arétes seront
les (z,y) tels que ||z — y||; < 1). Ensuite, on va définir un milieu en donnant,
pour chaque sommet du graphe, une certaine loi définissant la probabilité de
passer sur chacun des sommets qui lui sont connectés. Mais ce milieu n’est
pas fixé une fois pour toutes : en fait, il obéit a une certaine distribution aléa-
toire P que le mathématicien choisit. Lors du déclenchement d'une MAMA,
on commence par tirer au sort le milieu conformément a la mesure P, puis on
laisse évoluer le mobile dans le milieu ainsi fixé!, selon une chaine de Markov.

IAttention ! Une fois que le milieu a été choisi, il reste le méme tout au long du déplace-
ment du mobile. Si on retirait au sort le milieu a chaque étape, on se retrouverait avec une

16



1.2 Cadre de notre étude

On peut définir une MAMA de maniere tres générale, de facon a se rap-
procher le plus possible des cas rencontrés en physique. Mais le traitement
mathématique des marches devient alors difficile. Citons deux exemples :

— Quand on raisonne a deux ou trois dimensions, le comportement du mo-

bile a l'infini est trés compliqué a prévoir a cause de la possibilité qu’il
a de contourner certains points ou groupes de points qui auraient ten-
dance a lui imposer un certain comportement (par exemple, a I'immobi-
liser). Il existe ainsi des cas ou le mobile a une probabilité non nulle de
partir a 'infini dans deux directions opposées.

— Un autre probleme peut étre dG au couplage entre points voisins : on
peut, par exemple, imaginer un milieu a une dimension ou les points
qui ont tendance a envoyer le mobile vers la gauche ont une probabilité
plus grande que les autres d’étre entourés de points ayant tendance a
envoyer le mobile vers la droite. Il est alors possible d’utiliser la théorie
des systemes ergodiques pour traiter les cas ou le couplage est nul a
I'infini, mais c’est au prix d'une certaine complexité mathématique.

Finalement, nous nous restreindrons au cas particulier suivant :

Le mobile se déplace dans le graphe 7Z, ou chaque point est connecté a
ses deux voisins ainsi qu’a lui-méme. Un milieu w est défini en donnant pour
chaque point 2 des probabilités respectives w, w? et w d’envoyer le mobile a
gauche, de le laisser immobile ou de ’envoyer a droite. On doit évidemment
avoir w; +w?+wl =1, et le triplet (v, w?,wl) est appelé loi de transition en .
On utilisera aussi la notation w, (y) pour désigner la probabilité qu’a le mobile
de sauter de z vers y2. Si on note M;(N.) 'ensemble des lois de transition
possibles en z, un milieu peut donc étre considéré comme un élément de (2 aef

IIzEZ'A4i(IV%)'

La topologie vague sur M;(NN,) est la méme qu’en tant que sous-ensemble
de R3. On munit ) de la topologie produit, c’est-a-dire la topologie dont les
ensembles de la forme

IT Ma(v) x H 0. x [[ Mi(IV)

2<z~ 2>zt

avec O, ouvert de M (NN, ) forment une base d’ouverts. Comme chaque M;(N.)
est compact 2 'est aussi. En particulier (2 est un espace polonais. On munit
() de sa tribu borélienne F.

Reste a définir une probabilité P sur (2 pour représenter la facon dont le
milieu est tiré au sort. Dans tout cet exposé, nous ne considérons sur ¢ que
des probabilités telles que

marche aléatoire simple, cf remarque 10.
2Ce qui donne w(z,y) = w; ,resp. w? ,resp. w} siy=2—1, ,resp.y = z,resp. y = z + 1,
et w(z,y) = 0 sinon.
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Hypothese 1. Les w, sont indépendants et de méme loi.

La loi de P est alors entierement déterminée par la loi de wy.

Pour tout milieu w € (), on appelle marche aléatoire dans le milieu w la
chaine de Markov (X,,),cn de matrice de transition Q(z,y) = w.(y). Lorsqu’on
prend la chaine de Markov partant du point v, la loi de la marche est notée P! :
il s’agit d’'une mesure de probabilité sur (Z",G), ou G est la plus petite tribu
sur Z" rendant mesurables les fonctions coordonnées. On a donc P? (X, = v) =
let PU(Xpi1 = y| X, = 2) = w.(y). On dit que PY(-) est la loi particuliere de
la marche aléatoire (X, ),cn, car elle fait référence a un milieu particulier.
Lorsqu’on tient compte des variations possibles du milieu, on introduit la loi
sur (Q x ZN, F x G) notée P*(-) et définie par PV = P ® P?, cad. pour F € F,
Geg:

PY(F x G) = / PY(G) P(dw)
F
(noter que w — PY(G) est mesurable).

La loi générale de la marche aléatoire est alors la loi marginale de cette loi

sur Z~. On la note également PV :

P'(G) ¥ P xG) = / PY(G)P(dw)
Q
Cette loi exprime ce qu’il arrive a la marche aléatoire quand on ne sait pas a

quel milieu on a affaire.

Remarque 1. Dire qu'une propriété de la marche est vraie P’-p.s., c’est donc
dire qu’elle est vraie P!-p.s., pour P-presque tout milieu w.

Notre travail va consister a trouver certaines propriétés de la MAMA re-
lativement a la loi P°, en fonction de la probabilité P sur (.

1.3 Notion de systeme ergodique

Nous aurons a plusieurs reprises besoin d’utiliser la théorie des systéemes
ergodiques, en particulier le théoréme ergodique de Birkhoff.

Définition 1. Soit (2, 7, P) un espace de probabilité, et ¢ : @ —  mesurable.
On dit que  préserve la mesure si, pour tout A dans 7, on a P(p~'A) = P(A).
On dit qu'un événement A est invariant pour ¢ si o 'A = A P-p.p.. On dit
enfin que le systeme (2,7, P, ¢) est ergodique si ¢ préserve la mesure et si
tout événement p-invariant a pour probabilité 0 ou 1.

Proposition 1. Pour ¢ : QQ — () mesurable, l'ensemble T des événements -
invariants est une sous-tribu de 7.

Démonstration. La démonstration a partir des définitions d’une tribu ne sou-
leve aucune difficulté O
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On a alors le théoreme classique suivant, que nous rappelons sans dé-
monstration :

Théoreme 2 (Birkhoff). Soit () un espace de probabilité, ¢ : Q2 — () préser-
vant la mesure, et X € L'(Q2). Alors

n—1
% 3" X (™)) —ne EIX[T](w) , pos. et dans L.

m=0

En particulier, si ¢ est ergodique, la tribu T est grossiére, et donc E[X|Z] est
constante, égale a E[X].

Définition 2. Soit (2,7, P) un espace de probabilité, et (X,,),cy une suite de
variables aléatoires a valeurs dans un espace mesurable (E,U). X = (X,,)nen
est alors une variable aléatoire sur €2, a valeurs dans I'’espace mesurable
(EN,U"), ou U’ est la tribu produit. Notons P’ sa loi.

Soit § Popérateur de décalage sur EV, c.a.d. application (Y,,),cy € EN —
(Yot1)nen- On dit que la suite (X,,),cn est stationnaire si 0 préserve la mesure
P', et ergodique si en outre, le systeme (EY U’, P', 0) est ergodique.

Un premier intérét de la notion d’ergodicité dans notre étude est la pro-
priété suivante :

Q-0

(wz)ZGZ = (wz-i-l)zEZ
les milieux, (2, F, P,0) est un systeme ergodique.

Théoreme 3. Notant 0 : { l’opérateur de décalage sur

Remarque 2. Par symétrie, (Q, F, P,0~!) est aussi un systéme ergodique.

Démonstration. D’abord, 0 préserve la mesure. En effet, on vérifie immédiate-
ment que {A € F; P(0~'A) = P(A)} est une tribu, et cette tribu contient tous
les ensembles de la forme {w;w, € A} pour z € Z, A C M;(N,) mesurable : en
effet, 071 ({w;w. € A}) = {w;w.,1 € A} et les w. sont indépendants et de méme
loi. Comme ces ensembles engendrent 7 par définition, P préserve la mesure.

Passons maintenant a ’ergodicité proprement dite. En fait, on va montrer
que 0 est un opérateur mélangeant, i.e. :

Lemme 4. Soient A, B € F des événements mesurables de (). Alors
P(ANO7B) —,_ P(A)P(B)

Démonstration. Commencons par le cas ou A et B sont des cylindres, cad.
des événements de la forme {w;(w,,,w.,,...,w,, ) € Y}, o Y est une partie
mesurable de [["_, M;(N,,). Ecrivons ainsi

i

A= {w;<w217w227""wzn) < Y}
B = {w; (thwzé?”'vwzﬁn) €7}

avec 23 < 2o < ... < zp, resp. z; < ... < z . Il est clair que 'événement
079 B est {w; (W 15, Wap 45 - - -, War 15) € Z}. Pour j > z, — 21, 07/ B est donc dans
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0(War gy - war 1), tandis que A est dans o(w.,,...,w.,). Comme {2] + j, 25 +
Jyovooyzh + 7} et {z1,29,...,2,} sont disjoints et que les w, sont indépendants,
ces tribus sont indépendantes, et donc

P(ANOB) = P(A)P(H'B) = P(A)P(B)

puisque 6 préserve la mesure. D’ou le résultat pour les cylindres.
Nous allons généraliser le résultat a A et B quelconques, via le lemme
suivant :

Lemme 5. Soit A € F. Alors pour tout = > 0 il existe un cylindre C' tel que
P(AAC) <e¢ ou A note la différence symétrique.

Remarque 3. Ce lemme exprime que tout ensemble mesurable de 2 peut
étre approché d’aussi pres qu’on veut par un cylindre.

Démonstration. Notons C I’ensemble des cylindres. Le résultat est trivial pour
A € C. Comme les cylindres engendrent F, il suffit de montrer que {A €
F;(3C € C)(P(AAC) <¢e)} est une tribu. Or c’est bien le cas, en effet :

— @& est un cylindre, donc on peut approcher d’aussi prés qu’on veut par
lui-méme.

— Si A est approché a ¢ pres par le cylindre C, alors A¢ est approché a ¢
preés par C°, puisque A° A C° = A A C. Comme C° est aussi un cylindre,
I'ensemble auquel on s’intéresse est stable par passage au complémen-
taire.

— Si A est approché a /2 pres par C, et si B est approché a /2 prés par ',
alors A U B est approché a ¢ prés par C U C’ (qui est bien un cylindre) :
en effet, ( AUB) A (CUC") C(AAC)U(BAC.

— Enfin, supposons A; C Ay C A3 C ..., ou les A; peuvent étre approchés
d’aussi prés qu'on veut par des cylindres, et montrons que A = |J,., 4;
est dans le méme cas. Soit ¢ > 0. Puisque P(A;) /i_. P(A), on peut
trouver un i, tel que P(A) — P(A4;,) = P(A\ A;,) = P(AA A;,) < ¢/2. Soit
alors C un cylindre approchant A;, ac/2prés:ona AAC C (AA A;) U
(A;y A C),dou P(AA C) < ¢, ce quon voulait

0

fin du lemme 5

Montrons maintenant la propriété de mélange pour A et B quelconques :
soient A, B € F, et soit ¢ > 0. Soient A', B’ € C avec P(A A A") < ¢, resp.
P(BAB)<eOna

POTBAOT"B)Y=PO " (BAB))<e
puisque 6 préserve la mesure, d’ou

P(ANO"B) A (A NI "B')) < 2
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et donc
|IP(ANO"B) — P(AANO"B")| < 2¢

Or, comme A’ et #~" B’ sont des cylindres,
P(ANO™B') —, .. P(A)P(B)

et comme
|P(AYP(B') — P(A)P(B)| < 2 +¢&?

on a finalement

limsup |[P(ANO"B) — P(A)P(B)| < 4¢ + &*

n—oo

¢ pouvant étre pris aussi petit qu'on veut, le lemme 4 s’ensuit ]
fin du lemme 4

Pour finir, la propriété d’ergodicité découle facilement de la propriété de
mélange : soit B € F avec §~'B = B. Alors pour tout A € F,

(Vn € NJ(ANG™"B = AN B)

et donc

P(AN B)

P(ANO™B) —, 0o { P(A)P(B) par la propriété de mélange de 6

d’ou P(AN B) = P(A)P(B) : B est indépendant de tous les éléments de F,
donc en particulier de lui-méme : il est trivial O
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Chapitre 2

Récurrence et transience

2.1 Enoncé du théoréme

Le but de ce chapitre est de déterminer dans quelle direction part la
MAMA a l'infini. Pour éviter d’avoir a traiter le cas de points qui arrétent
la marche, on fait 'hypothése suivante :

Hypothése 2. P(w) =1) = 0.

Cette hypotheése signifie que, P-p.s., aucun point ne fixe la marche aléa-
toire sur lui : en effet, c’est ce que cela signifie stricto sensu pour le point 0,
mais comme les probabilités de transition ont la méme loi en tous les points
c’est vrai pour tous les points, et par réunion dénombrable pour tous les points
a la fois.

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoreme 6. Notons, pour z € Z, p, = Z—i, et supposons qu’on puisse définir

Ep(Inpy) dans R. Alors :
— Si Ep(Inpy) < 0 alors X,, —, .00 +00 P°-p.s.,
— Si Ep(Inpg) > 0 alors X,, —, 0o —0 PO-p.s.,
- Si Ep(lnpy) = 0 alors (limsup,_,., X, = +ooet liminf, ., X, = —o0)
PO-p.s..

2.2 Démonstration

Démonstration. On commence par traiter le cas le plus général ou w; > 0 et
w, > 0, P-p.s. : cela signifie que le point 0 est toujours susceptible de renvoyer
le mobile aussi bien a gauche qu’a droite, et via 'hypothése 1, c’est vrai aussi
pour tous les autres points. Pour les manipulations que nous comptons faire,
il est utile de remarquer qu’alors tous les p, sont dans |0, +oco[, P-p.s..

Commencons par raisonner dans un environnement w fixé (le déplacement
du mobile est alors une chaine de Markov). Soient m_ < m et z € {m_,m_ +
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1,...,my}. Nous voulons d’abord calculer la probablité, notée v, (m_,z,m,),
qu'un mobile, partant de z et évoluant dans le milieu w, touche le point m_
avant de toucher le point m ., cad.

vo(m_,my, 2) «“ Pi(inf{n e N; X,, = m_} <inf{n e N; X,, = m})!

Notons que la chaine de Markov est irréductible, d’apres le cas ou nous nous
sommes placés, donc le mobile est condamné a quitter presque stirement 1'in-
tervalle |m_,m,[.

A cause de la propriété de Markov, la fonction v, (m_,-,m,) est harmo-
nique : on a

(Wi +ww(m_, z;my) = w ve(mo,z = Lmy) +wive(m_,z+1,my)  (2.1)

Or on connait les conditions aux limites de cette relation : on a

Vo(m_,m_,m;) =1
Vo(m—,my,my) =0

(2.1) est une équation de Laplace discrete, dont on connait les conditions aux
limites, sa solution est donc unique. En effectuant des combinaisons linéaires
judicieuses, on trouve :

1/2 —my i—1
Pz Zi:z-{-l j=241Pj
1/2 <~my i—1 —1/2 —~2—1 =1 1
P= Zi:z+1 j=zg1 Pi T P2 D i Hj:i+1 Pj

(2.2)

Vo(m—,z,my) =

A partir de 1a, on va pouvoir obtenir les conclusions du théoréme 6 a partir
de conditions relativement simples. Soient

ORI

i=1 j=1

et

Notons S © {S(w) < 0} et Fy @ {F(w) < oo}, et aussi S_ et F_ les complé-

mentaires respectifs de ces deux événements. La formule (2.2) donne immé-
diatement :

1. Siwe S NF-tlimy, o limy,, ioo vu(m—,0,my) =0;
2. Siwe S NFy limy,, qoolimy, o vu(m—,0,my) =1;

3.Siw e S NF : (k€ N)(limp, soovu(—k0,my) = 1) et (Vk €
N)(lim,, o vw(m_,0,k) = 0).

IDinfimum de 'ensemble vide est pris égal & +oc.
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Dans le cas 3, on voit immédiatement que la marche passe P%-p.s. par tous
les points, donc lim inf,, ., X,, = —oo et limsup,, , ., X,, = +00. Il est un peu plus
subtil de trouver le comportement de la marche dans les cas 1 et 2 :

Lemme 7. 1. Si lim,, o lim,,, i vu(m_,0,my) = 0, alors X, —, .
+00 Pl-p.s.

2. Silimy,, oo limy, oo vu(m_,0,my) =1, alors X,, —,_..c —o0 PJ-p.s.

Démonstration. Les deux cas étant symétriques, nous ne traiterons que le cas
1.

Soit £ > 0. Soit m? tel que lim,;,, o vw(m2,0,m;) < e. Cela signifie qu’il y
a une P’-probabilité d’au moins 1 — ¢ pour que (X,,),cn S0it minorée par m° et
ait +oo pour limite supérieure. Or, dans un tel cas, X,, —, . +0o P-p.s. :en
effet, il est PY-presque impossible que la suite (X,,) ait une limite inférieure
finie tout en restant minorée par m", parce que si était le cas, il existerait
un entier M tel que la suite (X,,) passe une infinité de fois en M tout en
restant minorée par m’. Mais cela est absurde, car la chaine de Markov est
irréductible, donc quand elle passe une infinité de fois par M, elle passe aussi
presque slirement une infinité de fois par m® — 1. Finalement il y a une P°-
probabilité d’au moins 1 — ¢ que X,, tende vers +oco, et comme ¢ a été choisi
quelconque, X,, —, .o +00 Pl-p.s. O

Pour conclure le cas général de cette démonstration, il nous reste finale-
ment a prouver que Fp(lnpy) < 0= w € S, N F_ P-p.s., resp. Ep(Inpy) >0 =
weS_ NF,, resp. Ep(lnp) =0 = w € SN F_. Observons d’abord que S,
F.,S_ et F_ sont invariants par 'opérateur de décalage. Par ergodicité de P,
on a donc P(S;) € {0,1}, resp. P(F,) € {0, 1}, etc.

Déja, P(S;) = 0 ou P(F,) = 0. En effet, supposons P(S,) = 1. Alors, P-p.s.,
> is1 ;=1 pj converge, donc > ([];_, p;)' diverge. Mais comme les p. sont
indépendants et de méme loi, cela est équivalent a dire que 2121(1—[;:1_1 pi) "
diverge P-p.s., cad. que P(F,) = 0.

A la lumigre de ce résultat, nous allons nous contenter de démontrer les
propriétés suivantes : P(S;) = 1< FEp(lnpy) <0et P(F.) = 1< Ep(lnpy) > 0.
Ces deux résultats sont symétriques, aussi allons-nous seulement démontrer
le premier.

Supposons Ep(lnpy) < 0. Alors la loi des grands nombres entraine, pour
P-presque tout milieu w : 37" In(p;) —i0o Ep(Inpy) < 0. En particulier, c
notant une constante réelle telle que Ep(Inpy) < ¢ < 0, on peut définir pour
presque tout milieu w un rang iy(w) tel que i > iy(w) = %22:1 In(p;) < c. On
en tire

io(w)—l 7 o0

_ to(w)—1 4 00
S(w) o Z Hpj—i— eXi= P < OZ Hpj—i- Z e < +00

i=1 j=1 i=ig(w) i=1 j=1 i=io(w)

dou P(S,) = 1.
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Supposons Ep(Inpy) > 0. Alors, toujours par la loi des grands nombres,
lim; o % 22:1 In(p;) > 0 P-p.s.. En particulier, ¢ notant une constante réelle
telle que 0 < ¢ < Ep(Inpy), on peut définir pour presque tout milieu w un rang
ip(w) tel que i > ig(w) = %2321 In(p;) > ¢’. On en tire comme précédemment

io(w)—1 4 0
Sw)y= > e+ D ¢ =+00
=1 j=1 i=io (w)

d’ou P(S,) =0.

Supposons enfin Fp(lnpy) = 0, et notons o 1’écart-type de Inp,. Si o = 0,
alors (V2 € Z p. =1) P-p.s. et P(S;) = 0 est évident. Si ¢ > 0, le théoréme
central limite donne

i g 1 o
P> In(py) = Vi) =i p /1 e dr > 0
j=1

oV 2T

Notant p’ = £, on a donc P(Zézl In(p;) > /i) > p' a partir d’un certain rang,

d’ott P(S(w) > €¥%) > p/. En faisant tendre i vers co, on a donc P(S_) > p/, d’out
P(S;) = 0 par ergodicité.

Le cas général du théoréme étant ainsi démontré, il reste a controéler le cas
particulier ou, par exemple, P(ws = 0) > 0. Dans un tel cas, puisque Ep(In py)
est supposé bien définie, on a P(w, = 0) = 0. D’autre part, Ep(In py) = —oo < 0.
La vérification du théoréme consiste alors a démontrer X,, —,_.., —oo P’-p.s.

Soit w € Q. Appelons points gauches les z € Z vérifiant w} = 0. Alors,
puisque tous les w, sont indépendants et de méme loi, il existe P-p.s. une in-
finité de points gauches, aussi bien parmi les entiers positifs que parmi les
entiers négatifs. Il y a donc P-p.s. un point gauche positif ou nul : notons g
de plus petit d’entre eux. Notons d’autre part g; > g» > ... les points gauches
strictement négatifs. Alors P, -p.s. la chaine de Markov partant de 0 va fran-
chir tous les points gauches jusqu’a —oc : d’'une part, en effet, quand la marche
aléatoire atteint un point gauche, elle le franchit pour ne plus jamais revenir
au-dela P,-p.s., d’autre part, il est presque impossible que la chaine de Mar-
kov reste coincée a l'infini entre les points ¢; .1 et g; : en effet, comme tous les
points ont une probabilité non nulle d’envoyer le mobile a gauche, le noyau
potentiel U de la chaine de Markov vérifie U(x,y) > 0 pour = > y, et donc si la
chaine passe une infinité de fois par un point, elle passe aussi une infinité de
fois par tous les points plus a gauche. En conclusion, X,, —,_., —oc P,-p.s..

Remarque 4. Le cas particulier que nous venons de traiter correspond au
cas ou il existe des points que le mobile ne peut franchir que dans un sens,
toujours le méme (a gauche ci-dessus). Comme aucun point ne fixe le mobile
définitivement, il est clair que le mobile va avoir tendance a aller a l'infini, a
mesure qu’il franchit irréversiblement les points gauches (resp. droits).

Le théoréme 6 est ainsi démontré O
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Chapitre 3

Vitesse de dérive

3.1 Enoncé du théoréme

Le fait de savoir dans quelle direction part le mobile a I'infini ne nous
renseigne pas sur la vitesse a laquelle il s’éloigne de l'origine. En fait, on ne
sait méme pas si on peut définir une vitesse moyenne d’éloignement. Nous
nous proposons donc dans ce chapitre de déterminer le comportement de la
suite (£2) quand n — oc.

Théoréme 8. Placons-nous dans les conditions d’application du théoréme 61.
Alors, outre la conclusion dudit théoréeme, on a :

1. si Ep(po) < lalors X2 —,_ %’iﬁg) P -p.s.
“0
1-Ep(L
2. si Bp(5-) < lalors 52 —, o — EP(PE(;) P -p.s.

3. si Ep(po) > et EP(pLO) >lalors 22 —, .0 P°-p.s.

Remarque 5. La vitesse de la marche sous la mesure P’ ne dépend que de la
mesure sur le milieu P.

Remarque 6. Si wt =1 — w™ fixés (marche aléatoire simple) on obtient bien
le résultat connu. Par exemple si wt > w™
X, 11—

lim — =
n—oo M _

Sinon ce résultat est faux. On obtient par exemple dans le cas vp > 0
_ 1= Ep(po) _ 1= Er(po)

Vp =
" Ep (%) ~ 1+ Ep(po)
“o
Notons py = _wf —. Par I'inégalité de Jensen
Wo TWo
Ep(po) = Bp(L) 1> — 1
s "o ~ Ep(po)

1A savoir, aucun point ne fixe la marche aléatoire et Ep(In(po)) est bien défini.
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d’ou )
Y < 1 — Ep(po) < 2~ 5ot

~ 1+ Ep(po) m

ou la premiere inégalité est stricte deés lors que P(w] # 0) > 0, et la seconde
des lors que var(py) > 0.

=2Ep(po) — 1 = Ep(wy —wp)

Remarque 7. Il existe le cas d'une marche transitoire a vitesse nulle. Par
exemple si on prend P{w™ = (1 —w') =3} =1et Plw = (1—-w') =2} =3

~ 5
alors E(Inpy) = 1 (In(2) +In(1)) < 0 mais E[py] = 1.

3.2 Démonstration

Démonstration. Remarquons d’abord qu'on a ln(Ep(pio)) > Ep(—In(py)) par
I'inégalité de Jensen, donc, si Ep(Inpg) < 0, seuls les cas 1 et 3 sont possibles.
Nous allons donc démontrer le théoréme sous cette éventualité seulement, sa-
chant que le cas Ep(In py) > 0 se traite de maniére symétrique?. Llintérét de se
placer sous cette hypothese est que le théoréeme 6 nous permet alors d’affirmer
que limsup,, ., X, = +oo P’-p.s., ce qui autorise les notations suivantes :

Posons T, def min{k; Xy, = n}, et 7, def T, — T,_1. T, représente le temps
que met le mobile, partant de 0, pour atteindre le point n, tandis que 7, est
le temps qui s’écoule entre la premiére fois ou il atteint le point n — 1 et la
premieére fois ou il atteint le point n ; les T}, et les 7, sont finis P'-p.s., en vertu
de la remarque précédente.

Ona:

Lemme 9. Sous la probabilité P°, la suite (7;);>1 est stationnaire et ergodique.

Démonstration. La stationnarité est intuitivement claire, car remplacer 7,
par 7,1, c’est en quelque sorte remplacer n par n + 1, c’est-a-dire décaler
le milieu d’'un cran, ce qui ne change pas la distribution du milieu d’apres
I’hypothese 1. Plus précisément, soient A;,..., A, C N. Nous voulons établir
que P(ry € Ay,...,mn € Ay) =Py € Ay,..., 7w € Ay). Pour ce faire, notons
qu’on a par changement d’origine du milieu :

Pl €Al,....,Tm€A) =Py (€A ..., Thy1 €A

D’autre part, dans un milieu fixé, la propriété de Markov forte nous dit que
la loi du déplacement du mobile a partir du moment ou il a atteint le point 1
est la méme que celle qu’il a quand il en part. En particulier, comme le mobile
atteint presque certainement le point 1, on a pour presque tout milieu w :

Pal)(rg €EAL,...,Tar1 €EA,) = PB(TQ €A,...,Tar1 €A,)

20n peut aussi démontrer ce cas en se servant du résulat pour Ep(Inpy) < 0 et en inver-
sant gauche et droite.
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Donc :

P(ry € Ay,...,Tn € A,)

= [(PY(r€eA,...,n€A,)dw

= fQ P91_1w<7'2 € Al, vy Tntl € An) dw
= fQ Plrne Ay, ... .tnp1 € A,) dw
(car 0~ ! préserve la mesure)

= fQ Py € Ay,...,Thy1 €A,) dw

= ]P)O(Tl < Al, o, Ty € An)

Et la stationnarité est démontrée.

Pour l'ergodicité, posons = «“ [0,1]N, ¢ = (&)nen ses éléments, et
munissons-le de la mesure U= qui rende toutes les coordonnées &, indépen-
dantes et de loi uniforme sur [0,1]. On peut alors construire (X, ).cn, & w
donné, comme une variable aléatoire définie sur = par :

déf
Xn+1 = Xn + ]1{§n+1<w;n} - 1{£n+1>17w;<n}

(C’est d’ailleurs ainsi qu’on procéde lors des simulations de marches aléa-
toires).

Maintenant, soit A(7) un événement mesurable par rapport aux 7; qui est
invariant par décalage en 7 (nous noterons également 6 le décalage en 7, et
nous écrirons 0A(7) pour A(67)3). Nous voulons montrer P ® U=(A) € {0,1}.
Commencons par fixer le milieu w. Soit alors & € N. Comme 6 est surjective, on
aA=0A dou A=06"A. Donc A(¢) ne dépend que de 73,1, Thyo, - - ., et donc que
du comportement de la chaine de Markov a partir du moment ou elle atteint
le point k. En particulier, A est indépendant de o(1,...,&), qui est la tribu
relative aux k& premiers mouvements du mobile. Comme cela est vrai pour
tout k, A est indépendant de o (&1, &,,...) = (&), donc trivial. Finalement, A ne
dépend que de w. Mais, comme nous I’avons fait remarquer plus haut, on peut
décaler les 7,, d'une unité en décalant le milieu d'une unité. Par conséquent,
A(Qw) = 0A(w) = A(w). A est donc un événement sur (w,).cz invariant par
décalage, et comme le milieu est ergodique d’apres le théoreme 3, P(A) €
{0,1}, CQFD O

Nous passons maintenant au lemme fondamental suivant :

Lemme 10.
EP(#) )
Epo(71) { TP(O/Jo) si Bp(po) <1
+00 St Ep(po) >1

Démonstration. Liidée consiste a écrire une relation que Epo(7;) satisfait vis-
a-vis de lui-méme, en utilisant l'invariance par décalage du milieu. Pour ce
faire, on va avoir recours a la décomposition des temps d’atteinte : notons

= Lix=1y + Lx—op (1 + ) + Lix,——13(1+ 0 +77) (38.1)

3L’hypothése d’invariance par décalage en 7 s’écrit donc A = 6~ 1(A).
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ou 7 est le temps mis par le mobile pour aller du point 0 au point 1 apres étre
resté immobile au temps 1, 7 est le temps qu’il met pour revenir au point 0
s’il est parti en —1 lors de son premier mouvement, et 7/ le temps qu’il met a
aller en 1 apres étre parti a gauche, puis revenu au point 0 plus tard.

Fixons un milieu w. La propriété de Markov forte nous dit immédiatement
que 71, 7), et 7/, conditonnés respectivement par les événements {X; = 0},
{X; =—-1}et {X; = -1} N{7 < oo}, suivent les mémes lois que 71, 71 (0~ 'w) et
T1.

Supposons d’abord FEp(r;) < oo. Alors, P-p.s., on a E’(r;) < oo et
EY . (1) < co*. Passant & 'espérance dans (3.1), on obtient :

E%m) =14 (W) + wy ) E2(1) + W’ Ey-1 (1) (3.2)

soit .
E)(n) = o + poEg-1,,(11) (3.3)
0
apres simplification.

Mais Ej_, (m1) ne dépend que du comportement de la chaine de Markov
dans le milieu /~'w avant qu’elle atteigne le point 1, donc que, dans le milieu
0~ 'w, des points 0, —1, —2, .. ., autrement dit de w_;,w_5,w_3, .... Or tous les w,

sont indépendants vis-a-vis de P, donc E)) , (71) est indépendante de py = =5-.
“o
Le passage a I'espérance selon P donne donc :

En() = Epl ) + Erlp) [ Fj.(r)P(d)

Mais comme P est 0 '-invariante, [, Ej ., (r)P(dw) = [, E}(r)P(dw) =
Ep(—)
Epo(11), dolt Epo(11) = ijo) puisqu’on a supposé Fpo (7)) < 00.
Ce résultat montre par ailleurs que Epo(71) < 00 = Ep(pg) < 1, il ne reste

donc plus qu’a démontrer Epo(71) = 0o = Ep(po) > 1

Supposons par 'absurde Epo(71) = 00 et Ep(py) < 1. On peut, en modifiant
légerement le raisonnement ci-dessus, adapter (3.2) en :

E)(milin<ny) < 1+ (wy 4w EQ(Tilgn <ary) + W2 Ef (Tl ir <ary) (3.4)

d’ou )
EJ(nilin<my) < T poEg-1, (T Lir <) (3.5)
0
Litération de cette équation donne :
1 Po PopP-1 Hmil P—i =
E)mlgnemy) < —4+—F+—+.  +—F—+ (H i) Eg-mo (T Lir <ary)
wy  wl w'y wr, Pl

4En effet, 6~ préserve la mesure, donc si un événement est vrai P-p.s., il reste vrai P-p.s.
quand on décale le milieu d’un cran.
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m—1
M H P
=0

ot S note 7% [Ty p—; = +Jr R

En passant a l’esperance selon P on obtient

m—1
Epo(miLr<ay) < Ep(S) + MEp( H p—i) (S) + MEp(po)™ (3.6)
1=0

EP(#)

B (o) En faisant tendre m vers +oco dans (3.6),

Or on a facilement Ep(S) =
on obtient donc

Epo (7—1]1{7-1§M}) S Ep<§>

puis en faisant tendre M vers +oo, par convergence monotone :
o0 = Fipo (7'1) = E]P’0<7-1]-{7-1<oo}) < Ep(g) < 0
Ce qui est absurde et termine la preuve du lemme O

Remarque 8. Pour Er(p) > 1, on a Ep(S) = oo, et donc dans tous les cas
E[pO(Tl) = EP(S)

Puisque la suite (7;);>; est ergodique (cf. lemme 9) sous la probabilité P°,
ona & = Zn:T” —n—oo Bpo(11) = Ep(S) P°-p.s.. Cela suffit pour démontrer
le theoreme :

Cas 1 : Ep(S) < oo. On utilise alors le lemme élémentaire suivant : si
L o @ < o0, alors 22— 15 En effet, soit une suite (X,).cn avec
limsup,, ., X, = +oo. Pour n € N, notons £, la valeur maximale atteinte par
la suite (X,,) a I'instant n : k, est caractérisé par 7, < n < T}, .1 (en particu-
lier, k7, = n). On a trivialement X,, < n, et aussi X,, > k, — (n — T}, ), car apres
avoir atteint la valeur k, a l'instant 7}, , la suite redescend avec une vitesse
au plus égale a 1. On en tire la double inégalité :

k T X k
O - kn)g_”g_” (3.7)
n n n n
o kn J— kn Tkn kn 1 3 kn 1
Mais i < T et comme % —moce 5, ON @ limsup, 7= < -
o 1 k_n — kn  Ekn+1 Tkn+1 kn+1 Tkn+1 kn+1 1 I AT
Mais on a aussi 7+ = ™y T “neoo To o Ty oo g d’ou
liminf 2 > 1 et finalement &2 —, 1,
Thy : Thy _ Thy kn
On en dedult d’autre part que —* —, . 1, puisque T = = . Donc,

X

en passant a la limite dans (3.7), on obtient bien == — =~ et le lemme est

démontré, d’ou le résultat.

5C’est un lemme parfaitement déterministe : aucune hypothése particuliere n’est faite sur
la suite (X,,).
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Cas 2 : Ep(S) = oco. Avec les mémes notations, on a 7» < %o = fu =

T, - - : .
(32) 7" =40 0, dot limsup,,_,, 2= < 0. Si on est dans le cas transitoire, cela
suffit pour conclure que % —n—0o 0; et si on est dans le cas récurrent, on
démontre de maniére symétrique que limsup,_,,, 22 < 0, d’ott aussi 2= —,,_

0.

Le théoréme 8 est donc démontré O
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Chapitre 4

Chailnes auxiliaires

Un des probléemes en étudiant les marches aléatoires en milieu aléatoire
est que le processus X, n’est pas une chaine de Markov. Les lois de transition
dépendent du milieu et donc ne sont pas o(X,)-mesurables. Pour éviter ce
probléme nous considerons un processus auxiliaire, celui du changement de
milieu vu du mobile. C’est bien une chaine de Markov, ce qui nous permet
d’utiliser les techniques disponibles pour les chaines de Markov dans notre
cadre. A la fin de ce chapitre nous donnerons encore une preuve du théoréme
8 concernant la vitesse de la marche. Nous allons nous restreindre au cas 1.
de vitesse positive sachant que la preuve du 2. est symétrique. Le cas 3 ne
sera pas traité. Dans ce chapitre nous supposons donc toujours que FE(p,) < 1.
On note la vitesse de la marche vp.

4.1 Chaines auxiliaires

Nous considérons le processus w(n) = 6% w défini sur ’espace mesurable
(2xZN, F x G) muni des mesures P° et P°. (n) est le milieu que voit le mobile
a l'instant n.

Nous généralisons d’abord la notion de chaine de Markov sur des espaces
non dénombrables. On considére un espace polonais (£, 7) muni de sa tribu
borélienne et M une probabilité de transition de F dans lui-méme. Comme
dans le cas discret on définit pour f: £ — R

Mf(w) = / F ()M (w, du).

Définition 3. Une suite (X, ),y de variables aléatoires a valeurs dans F
est appelée chaine de Markov de noyau de transition M si Vn € N la loi
conditionnelle de X, ;; sachant (Xy,...,X,) est M(X,,e). Cela signifie que
VneNVf: E" - R, Vg: E — R,

E(f(Xo, s Xn)g(Xnt1)) = E(f(Xo, ..., Xn) Mg(Xy)) -
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Proposition 11. Soit X, une MAMA. La suite (0(n))nen est une chaine de
Markov par rapport a la probabilité de transition

M(w, ®) = wi dg., + wy dg-1, + Wyd
sous P et P°.

Démonstration. Sous P°: Soitn € N, f: Q"1 - R, et g: Q2 — R, mesurable.
On a

E° f(@(0),...,o(n))g@n+1))) = E°| f(6*w,...,0%w)g(6* W)

( ) = = )
= E° <f(9X0w, . ,GX"w)Ef"l(g(QX”w)))
= E° <f(9X0w, L)Wl g0 6 w)

—l—w;(nilg(@_l o 6’X’Hw) + wg(nlg(Oanw)O

— EX(f(@(0),...,0(n))Mg(@(n)))

ou la deuxieme égalité découle de la propriété de Markov de (X,,). On obtient
le résultat pour P en intégrant cette égalité par rapport a P. O

Nous allons chercher une mesure invariante pour cette chaine dans le cas
qui nous intéresse. La construction ressemble fortement a celle dans le cas
discret.

On rappelle que 77 = inf{t > 0|X; = 1}. Si on se met dans le cas transitoire
ou Eplog py < 0 cad. ot (X,,),en diverge PP-p.s. vers +ocoona Ty < oo Pl-p.s..
Dans le lemme 10 nous avons déja vu que Ep(py) < 1 implique Epo(7T7) < oc.

On peut donc définir une mesure de probabilité () sur Q2 par

Q(B) = Epo (Z_: 1{w(i)€B}> Q(B) = gig; = gﬁfoBT)l

On compte combien de fois la marche X, partant de 0 voit un milieu dans B
avant d’arriver au niveau 1. Le concept de compter combien de fois le proces-
sus W(n) tombe dans B avant un temps dépendant du processus est le méme
que dans le cas discret. La différence est que ce temps 77 ne dépend pas direc-
tement de @W(n) mais de X,.

Proposition 12. La mesure ()(e) est M-invariante cad. pour chaque B € F
ona

@&=LM@&@M>

Remarque 9. Notre mesure () est donc en un sens le milieu typique dans
lequel le mobile se trouve pendant son trajet. Cette caractérisation est impor-
tante pour comprendre pourquoi elle permet d’obtenir des conclusions concer-
nant la vitesse, en effet la vitesse instantanée du mobile dépend du point ou
il se trouve.
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Démonstration. Nous calculons [, M(z, B)Q(dxz). Par défintion de Q on a

Jo M(z, B)Q(dx) = Epo <EiT;o_1 1{@(1‘—}—1)63})
= 30 Beo (Lipery Lpnyen)) -
Puis nous divisons I'événement {k < 71} en {k+1 =T} et {71 > k + 1}. Donc
fQ M(:L“, B)Q(dx)

= Yo Ero (Lm—ksy Limgrneny) + Yoneo Beo (Linski1y Lstrneny)
= PUTy < o0;w(Th) € B) + > o, PU(Ty > k;w(k) € B).

Jusqu’ici la preuve est presque la méme que dans le cas discret. Pour évaluer
cette expression nous utilisons maintenant des propriétés particulieres de la
marche. Comme P°(T} < o) = 1 et W(T}) = Hw le terme de gauche vaut P(fw €
B) par l'invariance sous décalage de la mesure P c’est égal a P(w € B). On
obtient donc

| M. B)@) = 3P € B) = QUE)

O]

On voit facilement que () est absolument continue par rapport a P. Calcu-
lons la derivée de Radon-Nikodym. On définit

1+§:ﬁpj]

1
Aw) = E
i=1 j=1

Proposition 13.

dQ

—(w) =A
75 (w) (w)

Démonstration. Soit [ : ) — R mesurable bornée. Par définition de () on a

[ $dQ = Ex (2 f@-))

On note N; = #{k € {0,...,T1 — 1}| X} = i}. Alors on peut réécrire le terme de

droite comme
EPO (Z f(@’w)NZ>

1<0

Ceci est égal a

> ico Ep (f(0'w)ELN;) par définition de la mesure P’
= Yo Er (f(WE)-.,N;) par invariance sous décalage de P

= Ep (f(w) (Zigo Eg*ini))
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Alors

dQ 0
5= i
<0

En particulier cette somme converge.

Afin d’évaluer cette expression nous utilisons un argument de nombres de
montées. Remarquons d’abord que nous cherchons a calculer I'espérance des
N; par rapport a la mesure P,_, cad. dans un milieu fixé. Nous considérons
donc la chaine de Markov X,, pour un milieu w fixé.

On pose

(97;’1 = mln{k§T1|Xk:Z_1}
i1 = min{@m <k< Tl’Xk = Z}

et pour j > 2

0;; = min{n;; 1 <k <Ty|Xp=i—1}
Nij = min{@m < k S T1|Xk — Z}

0, ; est la j-ieme fois que la marche atteint le niveau i — 1 venant d’au-
dessus et 7, ; est la premiére fois apres cela qu’elle remonte au niveau i.
Nous appelons l'intervalle {6, ;,...,n;;} la j-ieme excursion partant de i de
la marche. Soient

Uj; = #{>0:0,41; <01 <nit1,}
Zij = #{k>0: X1 =04Xp =10,0115 <k <mip1,)

U, ; est le nombre d’excursions partant de ¢ pendant la j-iéme excursion par-
tant de i + 1 et Z; ; est le nombre de fois que X,, reste en i pendant la méme
excursion. On définit encore U; = ) i U;,; le nombre total d’excursions partant
deiet Z;, =5 i Zij le nombre total de fois ou le mobile reste en «.




On peut exprimer N; en fonction de U;,Z;, plus précisement
N; = U; + Uy + Z;. Afin d’évaluer les N; il suffit donc de calculer la loi
des U; et des Z,.

Chaque excursion partant de i fait partie d'une excursion partant de i + 1.
On voit alors que

Les U; ; sont indépendants et de méme loi pour un ¢ fixé. Le processus U; est
donc un processus de branchement.

Pour calculer la loi de U; ; étudions ce qui se passe entre 6,1 ; et 7;11,+1.
A 0;+1,; le mobile monte au niveau i + 1 avec une probabilité w™ et il descend
avec une probabilité w~. S’il reste immobile la situation ne change pas. On a
donc

W,
PU . >1)= —
w( 7]—) Wz_‘l‘u):—

S’il descend il va forcement revenir en ¢ et on aura la méme situation. Comme
le processus X,, est markovien ce deuxiéme choix va étre indépendant du pre-

mier. On obtient )
W,
PU,>2) = ——
w( 5] — ) <W1_+wz+>

En itérant cet argument on voit que U, ; suit une loi géométrique de parameétre

~i__. On peut donc calculer
w; Fw;

EB(Ui’Ui+17 cee UO) = Ui+1-E(Ui,j) = piUit1

Un argument similaire montre que Z, ; suivent une loi géométrique de para-

w0

metre ———. Comme pour les U;; on écrit
Ui+1—l
Zi= Y Z
7=0
et obtient ;
)
ENZ|Usr, ..., Up) = Up1.BE(Z;5) = —Uin

)

En utilisant la relation N; = U; + U, + Z; on voit que

1
EB(N,L"U,L'+1, ey UO) - EB(UZ + Ui+1 + Zi|Uz'+17 ey Uo) — FEBU1+1

2

Un calcul par récurrence montre que



Donc

S
P~ wi

1+2Hpj]

=1 j=1

et la proposition est démontrée. O

Avant de passer a la preuve du théoreme 8 nous demontrons encore un
résultat technique.

Lemme 14. Sous la probabilité Q ® P° la suite (W(n)),cn est stationnaire et
ergodique.

Démonstration. Fixons d’abord quelques notations. On note P, la loi de la
suite (@(n))neny avec W(0) = w, cad. pour By, ..., B, € Q2 mesurables

Pw(w(z’) €B,i=1,.. .,l) :/ oo | M(w,dw) M (wh, dw?) - - M (w1, dwt)
B B

Puis on note § l'opérateur de décalage sur QY c.a.d. (6w) (n) = W(n + 1) et
finalement Q = Q ® P,,. La loi Q est celle du processus (@(n)),en.

Montrons que le systéme (QN, Q, 5) est stationnaire ergodique.
D’abord le fait qu’il est stationnaire découle du fait que Q est invariante. Les
détails sont exactement comme dans la preuve du lemme 9.
Pour I'ergodicité il faut voir que chaque ensemble invariant A a une proba-
bilité triviale. Pour un événement invariant A on pose ¢(w) = P,(A) la pro-
babilité quun processus commencant a w soit dans A. Si on regarde la suite
de variables aléatoires (p(@W(n))).en On trouve que c’est une martingale par
rapport a la filtration G,, = 0(@(0) ...,w(n)). En effet

p(@(n) = Pou)(A) = Eg (15 419,) = Eg (14]G,) (@(0))

ou la deuxiéme égalité est due a la propriété de Markov et la troisiéme a
Iinvariance de A. On voit que cette martingale est fermée et converge donc Q
p.s. et dans L'(Q) :

p(w(n)) — 14 quand n — oo

Montrons que Q(¢(w) ¢ {0,1}) = 0. Regardons un intervalle [a, b] ne conte-
nant pas 0 et 1. Le théoreme de Birkhoff nous dit que

n—1

— Z Lp@m)ea) — Fo (Lp@m)oeas|T)
0

ou 7 est la tribu invariante. Comme »(w(n)) tend presque sirement vers une
indicatrice le terme a gauche vaut 0 et en intégrant par rapport a ) on obtient

0=Q(p@(0) € [a,b])) = Q (¢(w) € [a,b])
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Ceci montre que Q(p(@) & {0,1}) = 0.

On sait donc que p(w) est une fonction indicatrice. Il existe B C Q, p(w) = 15.
De plus, la propriété de Markov et I'invariance de A impliquent que M1z =
15, Q-p.s., et donc P-p.s.. Mais

1B:M132w3193 ,P-p.S..

On peut conclure que 15 > 1yp, P-p.p. et alors Fp(1p) = Ep(lsp) inﬂ)lique
que 15 = 1yp, P-p.p.. Mais par l'ergodicité de P, P(B) € {0, 1} et alors Q(B) €
{0,1}. Comme Q(A) = Eg¢(w), on peut conclure O

4.2 Preuve alternative du théoreme 8

Démonstration. Maintenant que nous avons les outils techniques nous nous
mettrons a prouver encore une fois le théoréme concernant la vitesse de la
marche. La preuve consiste a couper la variable aléatoire en deux parties

et les analyser séparement : une partie martingale et une partie dérive. On
définit d(z,w) = EZ(X; — ). Alors

Xn ZX Xi1) Z(Xi_Xi—l_ Xi1,w +Zd i1, W
i=1
defM +Zd 1w

Regardons d’abord le processus M,,. Sous P? ¢’est une martingale par rapport
a la filtration G,, = o(My, - - - , M,). Démontrons que sa moyenne 2= tend vers
0 PO- p.s.. I1 découle directement de la définition que |M, , — M,| < 2. Soit
A € R. On obtient alors

B = 8 (20 B0, )
< EB (e,\MnlEg <( ; 1) + e 1 ( ~1) 2,\|gn 1))

_ g ( . 1( 2>\+€—2>\))

( AMp_1 2/\2

2 2
et par récurrence E°(e*r) < 2", On peut donc calculer

M,

P ([

n

> 5) = PB(M,L > €n) + PY (=M, > en)
_ po (eAMn > exsn) 4 P (e—,\M,,, > 6)\671)

w

L'inégalité de Markov implique
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M,

n

P

< 5) S e (B (M) 4 B (e M)

< Qe(n(—a)\+2/\2))

On pose A = { et on obtient finalement

Pg ( % > 5) < 26_”%.
on voit que

n
SR ( Ml n1/4> < .
” n
Avec le lemme de Borel-Cantelli on peut conclure que
M,

—— -0 ,P-ps.
n

Si on pose alors ¢ = n~'/4

Pour calculer la vitesse de la marche il suffit donc de calculer le comportement
de la dérive en utilisant les résultats concernant les chaines auxiliaires. On

peut écrire
Z d(Xi—la Z d Z — ].
i=1

Comme le processus w(n) est ergodique sous la mesure Q ® P on peut appli-
quer le théoreme de Birkhoff et obtient

— Zd w(i — 1)) = Eg(d(0,@(0))) Q& PJ-p.s.

Calculons cette espérance : Dans un milieu fixé w la quantité d(0,w) vaut
d(0,w) = EX(X,) = wi —wy
Et on obtient a la fin

Eg(d(0,2(0)))
Ep[Aw)(wy —wy )]
Ep(A(w))
EP< [1‘*‘21 5 PJ](WO —Wo )>

O
Ep(A(w))

1+Ep (Pl [14‘2?22 H§'=2 Pj])*EP(PO [1+Zfi1 H;=1 pj])
Ep(Aw))

(comme 7 @ =A)

C’est le résultat souhaité. O
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Chapitre 5

Comparaison avec les marches
aléatoires simples

5.1 Différence conceptuelle

F1G. 5.1 — marche aléatoire simple

Toute la différence entre une MAMA et une marche aléatoire simple (MAS)
consiste en la notion de milieu. Dans une MAS, le milieu est homogene : le
comportement du point est le méme, ou qu’il se trouve. Dans une MAMA,
en revanche, le milieu n’est pas homogene, et comporte des irrégularités qui
influent sur le mouvement du point. On pourrait croire que c’est le non déter-
minisme du milieu qui crée la différence entre les deux types de marche : en
effet, dans une MAMA, le milieu n’est déterminé que par rapport a la probabi-
lité P, et donc le comportement de la MAMA peut a priori dépendre du mileu.
En fait, il n’en est rien, du moins dans les cas que nous avons étudiés, puisque
les propriétés que nous avons énoncées sont vraies P’-p.s., cad. vraies P’-p.s.
pour P-presque tout milieu w. Il faut comprendre que, si les différents milieux
w sont certes distincts, leurs propriétés globales sont en revanche identiques :
en fait, le tirage au sort du milieu selon la probabilité P ne traduit pas tant
le fait qu’on veuille étudier ce qui se passe dans des milieux différents, que
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celui qu’on ne sache pas décrire précisément le milieu, juste ses propriétés
statistiques : le milieu dans lequel on se place est un milieu « normal » par
rapport a la loi de P, qui dit que les w. (cad. le comportement de chaque point
du milieu vis-a-vis du mobile) sont indépendants et de méme loi.

Pour rendre plus pertinente la comparaison entre MAS et MAMA, on as-
socie a chaque MAMA son pendant simple via le procédé suivant :

Définition 4. Soit une marche aléatoire en milieu aléatoire, déterminée par
la loi de wy. Appelons marche aléatoire simple associée a cette MAMA la MAS
déterminée par

w: = (Ep(wy ), Ep(wy), Ep(wg)) Vz€Z

Remarque 10. En fait, on peut définir cette MAS de manieére tres similaire a
la MAMA. Si on imagine en effet que les variations du milieu se font non pas
dans I'espace mais dans le temps, en suivant exactement la méme démarche
que dans le paragraphe 1.2, on arrive a la définition suivante :

Définition 5. - On définit un milieu temporel w* = (w} ),y dont les com-
posantes sont indépendantes et de méme loi, chacune suivant la loi de
wp. Soit P* 1a loi de w*.
— Pour un milieu w* donné, le comportement de la suite (X,,),cn est alors
déterminé par la regle : P’.(Xy = v) = 1 et Pl (X, = y| X, = 2) =
w(y = 2). ,
— Puis on définit la loi générale de la marche par PY(G) =
Jo P (G)P* (do).

La définition 5 redonne exactement la méme marche que la définition 4,
ce qui montre sa naturalité. L'intérét est de montrer que c’est bien la notion
de milieu, cad. d’irrégularité spatiale, qui est a I'origine des différences entre
les deux types de marches.

Fi1G. 5.2 — marche aléatoire en milieu aléatoire
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5.2 Comparaison des théoremes

La loi des grands nombre et le théoréme central limite nous permettent de
décrire le comportement des MAS :

Théoreme 15. Soit (Y,,).cn la MAS associée @ une MAMA (X,,). Alors :

1

2.

Si Ep(wg) > Ep(wy ), la marche (Y,,) tend vers +oo PY-p.s., avec une vitesse
de dérive Ep(wy) — Ep(wy ).

Si Ep(wy) < Ep(wy ), la marche (Y,,) tend vers —oo P2-p.s., avec une vitesse
de dérive Ep(wy) — Ep(wy ).

Si Ep(wg) = Ep(wy), (limsup,_,. Y, = +ooet liminf, .Y, = —co) P?-
p.s., avec X2 —, 0.

Plusieurs observations s'imposent :

1.

Si on a pour une MAMA P(w, = (p~,p° p")) = 1, alors la MAMA est une
marche aléatoire simple, la méme que la MAS associée. On vérifie que
dans ce cas les théoremes des chapitres 2 et 3 donnent bien les mémes
résultats que le théoreme 15.

Contrairement a ce que l'intuition affirmerait, une MAMA peut par-
tir dans une direction opposée a la MAS associée. Prenons ainsi le cas
P(wy = (0,4;0;0,6)) = 0,76 et P(wy = (0,8;0;0,2)) = 0,24. Alors on a
Ep(wg) — Ep(wy ) = 0,008 > 0, donc la MAS part a droite ; et pourtant
Ep(In py) = 0,024... > 0, donc la MAMA part a gauche.

. Nous avions observé dans la remarque 7 qu'une MAMA pouvait dériver

a l'infini de plus en plus lentement, avec une vitesse de dérive asympto-
tique nulle. On voit que ce n’est pas le cas pour les MAS.

En vertu de la remarque 6, on s’apercoit quune MAMA est toujours
moins rapide (en valeur absolue) que la MAS associée. Au passage, noter
aussi que la remarque 6 exclut que la MAMA ait une vitesse de dérive
de signe contraire & 1a MAS associée, ce qui modére le point 2 ci-dessus’.

Les marches aléatoires en milieu aléatoire ont donc un comportement bien
spécifique par rapport aux marches aléatoires simples. Nous allons essayer
d’expliquer certaines de ces particularités, en particulier les observations 3 et
4 ci-dessus, a 'aide de la notion de puits de potentiel.

5.3 Une interprétation : notion de puits

5.3.1 Profil de potentiel

Pour bien comprendre les MAMA, il faut voir comment le milieu influe sur
le comportement du mobile. Certains points ont plutét tendance a envoyer le

10n vérifie bien dans 'exemple proposé que Ep(py) = 1,2 > 1 et Ep(pio) =1,466... > 1;1la
vitesse de dérive de la MAMA est donc nulle.
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mobile vers la droite, d’autres vers la gauche : le théoréme 6 nous suggere que
c’est la grandeur In(p,) qui caractérise bien l'attitude du point z vis-a-vis du
mobile. A partir de 13, on peut représenter le milieu par un profil de potentiel,
ou chaque point z correspond a une pente In(p. ) : le mobile aura ainsi tendance
a descendre vers les potentiels les plus faibles.

F1G. 5.3 — Un exemple de profil de potentiel : on a pris P(wy € [r,z + dx]) =
(3 + z)dz, et w] = 0 p.s.. Sur cette figure 81 points sont représentés.

5.3.2 Effet des puits

On appelle puits une région du profil en forme de gorge : dans la partie
gauche de cette région, le mobile a tendance a étre envoyé a droite, et vice-
versa. On comprend donc que le mobile va rester piégé dans le puits, jusqu’a
ce que le hasard de sa marche le fasse aller a contre-courant de la pente suf-
fisamment longtemps pour qu’il en sorte. Formalisons cela en termes mathé-
matiques :

Supposons qu’on ait deux points consécutifs zr_ et zr, du milieu tels que :

pour zp_ — L < z<zp_ In(p,) <0
pour zp, < z<zp,+L; In(p,) >0

ou L_ et L, notent des entiers strictement positifs. C’est la description d’'un
puits de fond %, de longueur L_ a gauche, et L. a droite. Imaginons qu’a
un moment donné, le mobile soit au point zr_. Alors, par la formule (2.2), la
probabilité que le mobile sorte du puits par la gauche avant qu’il n’atteigne le
point zp, est:

1
V(ZF? _Lf,ZF,,ZFJr) = Zp _
L+ Zfi,;p_fL_Jrl e~ Zimi 1)

Or, cette valeur est « trés petite ». Plus précisément, soit —a_ la
moyenne des In(p,) qui sont négatifs. Le terme dominant du dénominateur
ZF_

est ¢ Zi=er- bt ), et comme les In p; sont de l'ordre de —«_, la probabi-

lité que le mobile sorte du puits par la gauche est de 'ordre de e=*-*". En
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1
L_+1°

particulier, si L_ est suffisamment grand, e %" <
probabilité du méme événement dans un profil plat.

De méme, une fois que le mobile se sera retrouvé en zr_, il aura une pro-
babilité beaucoup plus forte de revenir en zr_ que de sortir du puits par la
droite, la probabilité de sortie étant de 'ordre de e=*+~", ol o est la moyenne
des In(p,) qui sont positifs. D’ou un mouvement de navette du mobile au fond
du puits, qui dure un temps de lordre de e™»(@-L-.2+L+) Par conséquent, il
est clair que 'existence de puits, en piégeant le mobile, va ralentir la marche.
Cela explique qu’on ait une vitesse de dérive plus faible dans le cas d’'une
MAMA que dans celui d'une MAS.

qui représente la

5.3.3 La mesure

On peut voir ce phénomene d’'une autre facon : imaginons une MAMA qui
dérive vers la droite. Appelons points-descentes les points qui ont tendance
a envoyer le mobile vers la droite, et points-cétes ceux qui ont tendance a le
renvoyer vers la gauche. Si p. est la proportion de points-cotes, on pourrait
s’attendre a ce que le mobile se retrouve avec une probabilité 1 — p, sur un
point-descente et une probabilité p. sur un point-céte au cours de son évolu-
tion. Mais cela n’est pas vrai : en effet, puisque ’évolution du mobile se fait de
gauche a droite, un point-descente, qui a tendance a laisser passer le mobile
vers la droite, ne sera souvent visité qu'une fois. Au contraire, les points-cotes
vont généralement renvoyer le mobile en arriere, et celui-ci reviendra pour
étre renvoyé a nouveau jusqu’a ce qu’il franchisse la cote. Finalement, le mi-
lieu que voit le mobile, cad. celui qui est représenté par la probabilité Q (cf
remarque 9), surreprésente les points-cotes au niveau du mobile par rapport
a la probabilité P. Le mobile va donc plus lentement que s’il était dans un
milieu homogeéne, cad. que dans le cas d'une marche aléatoire simple.

Plus généralement, puisque le mobile a tendance a rester piégé au fond
des puits, ) surreprésente les milieux ot le mobile est au fond d’un puits.
C’est cette déformation du milieu vu par le point par rapport au milieu vu de
I'extérieur qui est a l'origine des différences de comportement entre MAMA
et MAS.

5.3.4 Cas transitoire a vitesse nulle

La notion de puits permet aussi de comprendre les cas de dérive a I'in-
fini avec vitesse nulle. Comme nous 'avons vu ci-dessus, plus un puits est
profond et plus il ralentit la marche. Placons-nous dans un cas ot le mobile
dérive vers la droite : cela signifie que le profil est globalement en pente (de
gauche a droite), et par conséquent I'existence de puits tres profonds est im-
probable, puisqu’elle suppose que le profil soit en montée sur une longue dis-
tance. Néamnoins, au cours de ’évolution du mobile, celui-ci va s’aventurer de
plus en plus loin et finira donc par rencontrer tous les types de profils locaux,
y compris les plus improbables. On s’attend donc a ce que le mobile soit piégé
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de plus en plus longtemps dans des puits de plus en plus profonds a mesure
de son évolution.
A partir de 13, deux cas sont possibles :
— Soit les puits les plus profonds arrivent assez vite pour faire tendre la
vitesse vers zéro a l'infini,
— Soit les grands puits sont suffisamment rares pour que le mobile les
traverse en conservant une vitesse globale de dérive.
C’est donc la structure des puits qui détermine I’existence de deux cas : une
vitesse de dérive globale non nulle lorsqu’il y a peu de puits tres profonds, ou
une marche de plus en plus lente lorsqu’il y en a beaucoup.

5.3.5 Approche heuristique du théoréeme 8

Avertissement  Cette partie vise simplement a4 une interprétation intuitive du
théoréme 8, elle ne prétend pas a la rigueur mathématique.

Nous allons essayer de déterminer heuristiquement le critére du théo-
réeme 8 qui détermine si la vitesse de dérive asymptotique est nulle ou non.
Plagons-nous dans le cas ou le mobile part vers +oo, et soit p. la proportion
de points-cotes. Cherchons le temps que le mobile met a se rendre au point
N : supposons que ce soient les puits de longueur L qui influencent le plus
le mouvement du point. La probabilité d’avoir un puits de longueur L est es-
sentiellement limitée par la probabilité d’avoir L points-cétes consécutifs, qui
est de p.r. Il y a donc environ Np ! puits de longueur L entre 0 et N, et cha-
cun de ces puits bloque le mobile pendant un temps de ordre de e“+”, donc
finalement le mobile va mettre un temps N(e%+p,)’ a atteindre le point N.

Alors, de deux choses 'une :

— Soit e*+p. > 1 et dans ce cas, plus les puits sont profonds et plus ils
freinent le mobile efficacement. Au cours de 1’évolution du mobile, les
puits qu’il faudra prendre en compte seront donc de plus en plus pro-
fonds, et le mobile ira de plus en plus lentement, avec une vitesse asymp-
totique nulle puisque (¢“p.)t —, .o +oo.

— Soit e*tp. < 1 et alors les puits les plus profonds ne sont pas plus effi-
caces que les petits puits, car ils sont trop rares. Donc la vitesse asymp-
totique de dérive du mobile est non nulle.

Pour savoir dans quel cas on se trouve, il faut donc évaluer e*p.. Or o, est
l'ordre de grandeur des In p. qui sont positifs, donc ¢*+ est 'ordre de grandeur
des p. qui sont plus grands que 1. Comme p,. est la proportion de ces mémes
Pz>

ea+pc ~ EP[IL{p0>1}p0]

On est finalement arrivé a dire que la marche était freinée a I'infini pour
Ep[l{p>13p0] 2 1. D’apres le théoreme 8, le véritable résultat est Ep[py] > 1.
Notre conclusion heuristique n’est donc pas tres éloignée de la réalité, ce qui

montre que la notion de puits est une bonne interprétation du comportement
de la MAMA.
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5.4 Exemples numériques

Dans ce chapitre nous comparons les résultats théoriques avec des obser-
vations en expérience numérique.

5.4.1 Vitesse dans un milieu simple
On considére un milieu avec seulement deux types de points.
Plwog =1-wy =0,7)=1-Plwg =1—w; =0,5)=0,5

D’apres les résultats théoriques nous nous attendons a une vitesse vp = %
Dans l’expérience numérique nous obtenons pour n = 2000 les valeurs
suivantes pour X,

320 | 418 | 290 | 306
364 | 442 | 290 | 328
300 | 382 | 356 | 370
342 | 336 | 296 | 348
322 | 248 | 292 | 318
329,6 | 365,2 | 304,8 | 334,0

Les valeurs dans une colonne viennent du méme milieu
La derniere ligne comporte les valeurs moyennes des milieux

On obtient comme valeur moyenne X,y = 337,4. La valeur théorique est
333, 3.

&0

&0

0

0

o 500 1000 LE00 2000

MAMA pour n = 2000

Méme dans ce cadre sans grands puits on voit clairement des régions ou la
marche avance plus lentement qu’ailleurs. Une expérience avec la marche
simple associée nous montre que la marche simple avance plus vite. Quelques
valeurs pour n = 2000
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390 | 466 | 492 | 384 | 324
376 | 406 | 348 | 478 | 372

(=1

500 1000 LE00 2000

MAS pour n = 2000

On obtient comme valeur moyenne X509 = 403, 6. La valeur théorique est 400.

5.4.2 Le cas a vitesse nulle

Nous regardons une mesure P a densité. Posons P{w) =0} =1, et

Plowg <t}=1—-V1-1t

t— LPwi <t)

On est bien dans le cas transitoire, car E[lnp] = —In(4) < 0, mais on a
E[p] = E[p~!] = 400 donc la vitesse est nulle. Quelques valeurs pour n = 10000

49 | 437 | 455
37 | 433 151
19 | 555 35
31 577 35
5 505 35
39 | 505 | 455
49 | 433 | 509
49 | 533 35
34,8 | 497,3 | 209,4

47



Les valeurs dans une colonne viennent du méme milieu.

On peut bien observer le phénoméne dans '’exemple suivant

200

rmpr e

ofr~t

o Z000 3000 E000 000 0000

MAMA dans le milieu de la troisieme colonne

Il y a un grand obstacle a X = 35 (wj; = 0.017 et w3> = 0.065). Deés que la
marche a passé cet obstacle elle avance vite mais rencontre un autre obstacle
vers X = 133 etc. Les obstacles sont extrémement rares mais quand ils ap-
paraissent ils ralentissent la marche tellement qu’ils rendent ’accroissement
sous-linéaire.

5.4.3 Le cas récurrent

Regardons maintenant le cas récurrent. Supposons que w™ suit une loi uni-
forme sur [0, 1] et w™ = 1—w™. Dans ce cadre la marche rencontre trées souvent
des obstacles et quand elle sort d'un puits elle retombe presque instantané-
ment dans un autre. Le mouvement devient presque statique.

MAMA d\ans un milieu récurrent pour n=10000
A gauche, le profil de potentiel

Si on compare avec la marche simple :
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50

s000 R 1500 oo

=50

=100

MAS récurrente pour n=20000

En fait un théoreme de Sinai (cf. [3] page 406) dit que la distance caracté-
ristique de la MAMA en milieu récurrent croit comme (In(n))? (cad (ln)((—n”))Q proje

C(w)) pendant que la MAS croit comme /n d’apres le théoréme central limite.
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Une inégalité de Harnack

Rémi Peyre

6 octobre 2006

1 Introduction

Soit d > 1 un entier ; on considere 'espace R? muni d'un champ de vecteurs
7 localement lipschitzien. On peut alors définir la diffusion brownienne avec
dérive v par
—
AX, = dB, + T (X,) dt, (1)

ol (Bi)io est un mouvement brownien de R?, de constante de diffusion o,
c’est-a-dire que pour ¢t < u :

BB, "N (ﬁ, o(u — t)Id) . 2)

L'équation stochastique (1) induit un processus Markovien que nous appelle-
rons diffusion dérivante ; on notera (IP,),cr« les lois de ce processus.
Tout au long de ce mémoire nous faisons 'hypotheése que le processus P est
récurrent positif au sens de Harris; P définit alors une unique probabilité
d’équilibre ;. On peut montrer que . est équivalente a la mesure de Lebesgue :
elle s’écrit

dp = fduz, (3)

ou f > 0 est caractérisée par I’équation différentielle (a prendre au sens des
distributions) :

SAf = div(fT) =0, 4)

Remarque. Lexistence de f découle de la théorie générale des équations uni-
formément elliptiques, pour laquelle on pourra par exemple se référer a [1].
Néanmoins, dans la mesure o notre approche vise précisément a contourner
ladite théorie générale, nous nous contenterons ici de partir de I'existence de
la mesure 1 ; 'existence de la densité f par rapport a la mesure de Lebesgue,
en fait, découlera du travail ultérieur.

L'inégalité qui fait I'objet de ce mémoire donne un critere de régularité
pour f en fonction de la régularité locale de . Plus précisément, notre énoncé
consiste en le
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Théoreme 1. Soit 0 € RY; on note V = |7/ (0)|. On suppose qu’il existe un réel
R > 0 et une constante k > 0 tels que, sur B(o, R), o soit k-lipschitzienne. Alors
In f est localement lipschitzienne en o (1), avec une constante de Lipschitz k' qui
peut s’exprimer uniquement en fonction de V, R et k.

Ce genre de théoreme est classique, cf. p. ex. [2], pp. 183 et 235, mais ce
mémoire vise a le démontrer par une approche différente de celles auxquelles
nous sommes habituées. L'enjeu est de faire apparaitre une structure proba-
biliste de couplage, qui exprimera en quelque sorte que « cela cotite pratique-
ment le méme prix d’aller voir quelqu'un que d’aller voir son voisin ».

2 Notations

Introduisons tout d’abord quelques notations en vigueur dans ce mémoire :

— On raisonnera a l'aide de grandeurs physiquement homogenes, ce qui
explique I'introduction de la constante de diffusion o définie en (2).

— Les vecteurs seront notés 7, ?, ... et les matrices A, B, ...

— Une probabilité P étant donnée, ’espérance associée sera indiquée a
I’aide de crochets :

]P’[f]:/f(w) dP(w). (5)

— Pour ¥ € R un vecteur, | | notera la norme euclidienne de /.

— La mesure de Lebesgue sur R ou R? sera notée dz ; pour A C R, resp. R?,
on notera |A| = [, du.

— Pour z € R%, r > 0, la boule ouverte de rayon r centrée sur z sera notée
B(z,r); B(o,r) sera simplement notée B, .

— Le temps d’atteinte d'un fermé F par un processus aléatoire (continu)
sera noté 7.

— Le complémentaire d'un ouvert U de R? sera noté U.

— La différence symétrique de deux événements sera notée par A :

AAB=(A~B)U (B~ A). (6)

— Les constantes importantes qui apparaitront dans ce texte seront notées
K, K, ... Les constantes « muettes » ne servant que provisoirement se-
ront, elles, notées ¢y, ¢, ... et renumérotées a chaque énoncé.

3 Rappels sur les semigroupes a densité

IS"  Le lecteur intéressé par un traitement plus complet de la question
pourra se référer par exemple a [3].

10u plus précisément : In f admet un représentant continu au voisinage de o, qui est
lipschitzien.
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Définition 2. Soit (P,),crs un processus sous-markovien a valeurs dans R
On dit que le semigroupe (P');>o engendré par le processus (ou le processus
lui-méme) est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue s’il existe une
fonction mesurable p :)0, oo x (R?)? — [0, oo| vérifiant :

Vt >0 Vo cR? VA CR?mesurable P,(X,c A)= / pi(x,y)dy.  (7)
A

p est alors appelée la densité de transition du semigroupe (P?);>o.

Quelques propriétés immédiates des densités de transition :
Proposition 3.
1. Pour tous t > 0 et x € R% la fonction p'(x,-) est unique modulo lidentité

Y-p.p-
2. Pourtoust>0etx € R% ona

/ p(z,y)dy < 1 (8)
]Rri

3. Pour tous t,u > 0, =,z € R% p vérifie la relation de Chapman-
Kolmogorov :

P = [ ) ©®

On peut alors définir les fonctions de Green :

Définition 4. Soit (X;);>¢ un processus sous-markovien continu, & densité sur
R?; soit D un domaine de R%. Soit & un point-cimetiére ; on note X* le processus
X tué en sortant de D, défini par

. Xt sit< Tep 5
Xi _{ 0 sinon. (10)

Il est clair qu’alors (X )i>o est également un processus sous-markovien & den-
sité; soit p, la densité de transition associée. Alors la fonction Gp : (R%)? —
[0, oo] définie par

Gp(z,y) :/0 pi(z,y)dt (11)

est appelée la fonction de Green associée au processus X et au domaine D.

De nouveau, Gp(z,-) est unique y-p.p. Linterprétation probabiliste de G
est donnée par :

Tep
Ve € R? VA c RY mesurable / Gp(z,y)dy = P, {/ Lx,ea dt} . (12)
A 0
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5" Dans la suite de ce mémoire, nous montrerons que la diffusion dé-
rivante est un processus a densité. Nous notons des a présent sa densité de
transition par p. Par ailleurs, on se fixe Ry < R; la loi de la diffusion dérivante
tuée en sortant de Bp, est notée P* et sa densité de transition est notée p.. La
fonction de Green associée a la diffusion dérivante et a la boule Bp, est notée
GBp,, 0U simplement G.

4 Noyau de ’équation stationnaire

La proposition qui est au cceur de notre approche est la suivante :

Proposition 5. On se fixe R, €]0, Rs[. Alors il existe une mesure non nulle 0
sur 0Bp, telle qu’on ait pour tout y de Bp, :

fly) = Gy, (z,y) dO(z). (13)

0Br,

Preuve. Lidée consiste a s’intéresser aux excursions de la particule X entre
les moments ot elle rentre dans By, et ceux ot elle sort de Bj,. Concrétement,
on définit :
Ty =inf{t > 0; X, ¢ Bg,};
T1 = mf{t > Tdk, Xt c BR1};
T! =inf{t > T,; X; ¢ Br,};
Tn+1 = mf{t > T/ s Xy € BR1}~

(14)

[T;,T!] est alors la i-eme excursion; on note 7 = {7;; i > 1} 'ensemble des
temps de départs d’excursions.

Puisque p est une mesure d’équilibre, le processus de loi P, est stationnaire.
Par conséquent on peut écrire, pour A C By, mesurable, ¢; > 0 un temps
quelconque :

p(A) =P, (X,

A)
Z (c1 €T, T/ et X, € A) + P, (c; < Ty et X, € A). (15)

Comme P,-p.s. on a T < oo (par exemple par la proposition 18 infra), il s’en-
suit que

p(A) :Clh;anP c1 €]T;,T][ et X, € A). (16)

Etudions maintenant lexpression dans la limite. Les 7 sont des temps
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d’arrét, donc on a par la propriété de Markov :

> Pu(cr €]T;, T et X, € A)

i=1

= 3Py [Irce P, (01 = T < 7oy, €t Xoy 7, € A)]
=1

= P, [1T¢<c1 / pi T (X1, y) dy]
i=1 A
[ @ om = et X =) ([ 5w a)
061 XBBRI
(Fublm) c t .
/ dy/ PP x,y)dP, ((3i > 1)(T; =t et Xr, = x))
[0 Cl[XdBRl

= / dy/ pi(z,y)dP, (Fi > 1)(T; =c1 —tet Xp, =x)). (17)
—tJa 0,00[xdBRg,

Finalement, 1 n’intervient plus que par la mesure
dP, ((Fi > 1)(T; = c1 —t et Xy = x)), que nous noterons dv, pour alléger.
Pour ceux que nos notations laissent perplexes, précisons que dv., est la
mesure sur |0, co[x0Bp, définie sur les rectangles mesurables par :

VoI xB)=P,[#{tca—-1;teTetX, e B}. (18)

Pour étudier v.,, nous avons besoin du processus stationnaire bilatéere
associé au processus stationnaire P,. Rappelons qu’il s’agit d'un processus
(X¢)ier, de loi P** telle que pour tout ¢ € R, (X4, )u>0 ait pour loi P,.

La définition de 7 peut s’étendre a notre processus bilatere, via :
€ 0Bp,

teT & { (Vu < t) (((VU € [u, t))(Xy € Bg,)) = ((Vo € [u, t[)(X, ¢ B_Rl))>,
(19)
On remarquera que cette définition de 7 est invariante par translation.

Les définitions de 7 données en (14) et (19) ne sont pas exactement les
mémes, méme en restriction a |0, +oo[; convenons donc de noter respective-
ment par 7°° et 7% les ensembles définis par (14) et (19). La nuance entre
TEN]0, +o00[ et T est donnée par :

teT" o teT et (3uec|0,t))(X, & Bgr,). (20)

Deés lors, on écrit pour B C 0Bg, ett > 0:

Ve, (10,8] x B) =P, [#{u € [e1 — t,e1[; u e T7% et X, € B}]
=P [#{u€ o1 —t,e[;ue TR et (Jv e [0,ul)(X, ¢ Br,)} et X, € B]
=P [#{u € [~t,0[; uc T et (v € [—cy,ul)(X, ¢ Bg,) et X, € B}], (21)

58



ou la derniere égalité vient par stationnarité.

Or, pour tout u € [-t,0, P*((3v€ [—c,u))(X, ¢ Bgr,)) =
PU(Fv € [—en—tD(X, ¢ Br)) = Pu(Guele—t)(X, ¢ Br))  —
P, ((Fv € [0,00[)(X, ¢ Br,)) = 1, comme nous l'avons déja signalé supra

pour la derniere égalité. On en tire finalement :

Avis 6. Soit v, la mesure sur |0,00[x0Bgr, définie sur les rectangles mesu-
rables par

V(I X B) =P¥[#{u € —-I;u e T et X, € B}|. (22)
Alorsv,, Vs, au sens ol il existe une suite exhaustive (E,),cn d’ensembles
c1—>r00
mesurables tels que, pour tout n € N, 1/01|E c)y ~ I/OO’E (C) pour tout en-
n c]—>00 n
semble mesurable C.

Il s’ensuit par convergence monotone :
w0 = [y [ ) i) (23)

A 10,00[xOR1

Finalement, il ne nous reste plus qu'a montrer que dv. est de la forme
dt df(z) puisqu’alors on aura :

[ sway=uia)= [ ay [ /B dt d0(x)pt (7, y)

(Fubini / ( Gz, y) d@(m)) dy, (24)
A \JoBg,

et ce pour tout A, d’ou1 (13) par identification.

Nous allons d’abord nous intéresser, pour B C 9Bg,, a la mesure v2 sur
10, 00[, qu’on définit comme la projection de v, sur sa premiere coor-

‘}0,00[XB
donnée. Par stationnarité de X sous Pst, 2

~ est invariante par translation.
Admettons provisoirement — cela sera prouvé dans quelques instants — que
vB est finie sur les intervalles bornés. Alors on peut écrire dv? = §(B) dt pour
un 0(B) < oo. Par ailleurs, puisque v,, est une mesure, il s’ensuit que 0 est

une mesure (finie) sur B et que dv,, = dtdf(z), ce qu’on voulait.

Pour finir, il ne reste plus qu’a vérifier que v2 est finie sur les intervalles
OB,

bornés pour tout B C 0Bg,, i.e. que ufo
Fixons-nous donc ¢; > 0 et majorons yoPm (]0, c2]). D’abord :

est finie sur les intervalles bornés.

dBr,

Voo 1(10,c0]) = PH[#{TN0,e]}] < 1+ P, [#{7T7°N]0,c2]}]. (25)

Ensuite, il est clair qu’il existe une borne c3 < 1 telle que, pour tout = € 0Bg,,
on ait IP’S,/,(TCB}.{/2 < ) < c3(®). En itérant la propriété de Markov, on obtient

2Si le lecteur en doute, qu’il se rassure : de toutes facons cela découlera des résultats du
§7.3.
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alors que P, (Ti41 < ¢2) < ¢’ dou P, [#{T7°N]0, ca]}] < D 2y cs" < 00 O

Remarque. Dans notre démonstration nous avons volontairement fait I'im-
passe sur la non-nullité de 6, car celle-ci s’obtient par un raisonnement spé-
cifique aux diffusions uniformément elliptiques. En fait, que 6 soit non nulle
découle du théoreme de support, cf. p. ex. [1], pp. 25-26.

L'outil permettant d’obtenir le théoréeme 1 a partir de la proposition 5 est
le

Lemme 7. Soit FE un espace métrique, (), v) un espace mesuré avec v(£2) > 0,
et g : Q x E —]0, 00| une fonction vérifiant pour une certaine constante k' > 0 :

w-p.p. =+ Ing(w,x)est k'-lipschitzienne. (26)

Alors la fonction G : E —|0, 00| définie par

G(x):/ﬂg(w,x)dy(w), 27)

si elle est finie en au moins un point, est finie partout, et InG est k'-
lipschitzienne.

Preuve. Soit y un point de F en lequel G(y) < oo. Soit ¥ € E; notons 0 la
distance entre y et 3. Alors ’hypothése (26) implique qu’on a :

w-p.p. e Mg(w,y) <g(w,y) <e

¥g(w,y), (28)
d’otu par intégration :
e MG(y) < GY) < G(y). (29)

Il en résulte, d’'une part que G(y') < 0o, d’autre part que |InG(y') — InG(y)| <
k'é. Cela suffit pour conclure. O

Finalement, notre objectif se résume a démontrer la

Proposition 8. Supposons les hypotheéses du théoréme 1 vérifiées; fixons R;
et Ry tels que 0 < Ry < Ry < R. Alors il existe un € > 0 et une constante k' > 0
tels que, pour tout x € 0Bg,, la fonction In G(x, -) soit k'-lipschitzienne sur B..

5 Le théoreme de Girsanov

Pour calculer la loi d’'une diffusion dérivante, une technique consiste a se
ramener a un mouvement brownien standard. Notons W, la loi d'un mouve-
ment brownien issu de z, de constante de diffusion ¢. On a la
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Proposition 9. La densité d’'une diffusion dérivante par rapport & un mouve-
ment brownien standard est

dP

e (o) e {2 [ (T - TEE )L @)

Preuve. ™  Dans cette preuve nous ne considérerons les processus aléatoires
que sur l'intervalle de temps [0, t].

u —
Posons M, = %fo 7(XU) - dX,, alors, sous W,, M est une
martingale et la martingale exponentielle associée est &, =
exp{ fo ( dX |7(%”2@)}. Par conséquent, il nous faut dé-

montrer que, sous la loi & dW,, (X, )o<u<: est une diffusion brownienne avec
dérive 7. Or le théoréme de Girsanov affirme que, sous &, dW,, X, — (X, M),
est une martingale de variation quadratique aI du donc un mouvement
brownien. Par conséquent, puisque (X, M), fo ») dv, cela signifie bien
que, sous &; dW,, X vérifie ’équation (1), CQFD. O

6 Explicitation de la densité de transition

Armés de la proposition 9, nous sommes en mesure d’expliciter la densité
de transition p associée a la diffusion dérivante. Commencons par quelques
rappels sur le pont brownien :

Définition 10. Soient z,y € RY soit t > 0. Le pont brownien issu de z et
arrivant au point y au temps ¢ est le processus aléatoire obtenu comme la
mesure-image du mouvement brownien W, par la transformation :
U—=>
(Buso = (Bu+=By) . (31)
t 0<u<t

On notera vagy la loi de ce processus.

Nous rappelons sans démonstration les trois grandes propriétés du pont
brownien, pour lesquelles on pourra par exemple se référer a [4] :

Théoreme 11.

1. Soient x € R% t > 0. On définit une variable aléatoire y @)\ (z,o0tly),
et un processus (B,)o<u<: tel que, conditionnellement a y, B soit un pont
brownien de = a y. Alors la loi déconditionnée de B est la loi W, d’un
mouvement brownien issu de x.

2. La loi du pont brownien est aussi la loi du processus défini par ’équation
différentielle stochastique :

X() = ;
N = 32
{ X, = d_B> 4+ Xl gy, (32)
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3. Si (X.)o<ust €St un pont brownien issu de x et arrivant en y au temps t,
alors (X;—_.)o<ust @ la loi d’'un pont brownien issu de y et arrivant en x au
temps t.

Nous pouvons maintenant énoncer la

Proposition 12. Pourt > 0, x,y € Br,, on a:

pi(r,y) =
il ot L — TP
(27 ot)d/? Qxéy []1wt<chR2 exp {E/o (7()(“) -dX, — Tdu) H . (33)

Preuve. ™8  Pour des raisons typographiques, dans cette preuve nous abreé-
= o0 - TP
gerons U (X,) - dX, — —=5“~dten dA,.

La démonstration n’est qu'un jeu d’écriture a partir de tout ce que nous
avons déja dit. On écrit, pour t > 0, x € By, et A C B, mesurable :

(déf)
/A pile,y)dy =P, [IIKTCBRQ leteA]

. 1 t
(Pr(g 9) WJ} |:exp {— / dAu} ]]'t<7—CBR :[]_XtEA:|
g Jo :

72 20t L
(thm 11-1) € +
- /1:4 (27TO't)d/2 ij?y |:eXp { p A dAu} 1t<T¢BR2 :| dy7

d’ou le résultat par identification. O

(34)

Notre travail va consister a utiliser (33) pour controler les variations de
pL(z,y). Plus précisément nous allons démontrer la proposition suivante, qui
entraine la proposition 8 et donc le théoréme 1 :

Proposition 13. Supposons ¥ k-lipschitzienne sur Bg. Alors on peut trouver
un ¢ > 0 tel que, d’'une part il existe deux fonctions m(t) et m5(t) avec :

Vt >0 Vze€dBg Vye€B. m(t) <pllr,y) <m(t); (35)

O</oo7r1(t)dt</oo7r2(t)dt<oo, (36)
0 0

d’autre part il existe une fonction x(t) avec :

Vt >0 Vx € 0Bg, v+ p.(z,y)est k(t)-lipschitzienne sur B.;  (37)

/ () dt < oo, (38)
0
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Preuve. Montrons que la proposition 13 entraine la proposition 8. Nous fe-
rons ici abstraction de la question de I'explicicité, car celle-ci, le lecteur le
vérifiera, ne pose de probléme nulle part dans ce mémoire (3).

Déja, la condition (36) assure que G est uniformément strictement posi-
tive et finie sur 0Bg, x B., d’'ou il s’ensuit, puisque la mesure ¢ introduite a
la proposition 5 est non nulle et finie, que f est (uniformément) strictement

—>
positive et finie sur B.. Maintenant, on a pour y,y’ € B., notant § = |yy/| :
Iy~ on(t) dt
Jom(t)de

— 1‘ < < 16, (39)

N R At
011 01 — foooﬂ'l(t)dt

traire, il existe c; > 0 telle qu’on ait pour tous a,b > 0 :

est une constante finie. Or, pour ¢, > 1 une constante arbi-

b b
——1‘<03 = |1nb—lna|<02——1'. (40)
a a

Par connexité de B., on en tire que In G est coci-lipschitzienne. O

7 Quelques estimées

Le but de cette partie est d’obtenir des estimées convenables pour les
fonctions 7 (t) et my(t) introduites dans la proposition 13, ainsi que d’obtenir
quelques majorations qui nous serviront pour obtenir une valeur pour x(t).
Pour l'instant, nous supposons simplement que ¥/ est bornée sur Bj; nous
notons W = supp,, |?| (4). € est supposé choisi tel que € < R;.

7.1 Majoration, I

" Dans ce paragraphe, on se fixet > 0 et x,y € Bg,.

Tout part de la constatation suivante :

3 Attirons simplement 'attention sur deux points a ce sujet : primo, les expressions qu’on
obtient font intervenir R;, Ry et £, mais ce n’est pas un probléme car toutes ces valeurs
peuvent étre rendues explicites — par exemple, on a défini R; et Ry comme deux valeurs
arbitraires vérifiant 0 < R; < Ry < R, par conséquent pour rendre ces valeurs explicites
il suffit de les choisir respectivement égales, mettons, a R/3 et 2R/3. Secundo, pour établir
I'existence de certaines constantes on est amené a choisir des durées arbitraires non triviales.
Dans ce cas, I'explicicité peut s’établir en prenant comme durée de référence R?/o, qui est
bien homogeéne a un temps. On arrive de méme a construire des constantes non triviales de
toutes homogénéités.

40n observe que, sous les hypothéses du théoréme 1, on peut bien majorer W par I'expres-
sion explicite V + kR.
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Avis 14. Soit (X,)o<u<t un pont brownien de v a y. Soit (M,)o<u<t/2 le proces-
sus aléatoire défini par

.~ l /u TeBpR, 7(Xv) ] (ﬁv _ %_v?)/ dv> ’ (41)
0

g

alors, sous Qx@y, M est une martingale continue issue de 0, de variation qua-
dratique vérifiant :

Qs Yu dM), < W . (42)

g

On a un résultat analogue par retournement du temps : notons g, lins-
tant de sortie hors de Br, pris en remontant le temps, i.e. 7ep, = sup{u <
t; Xu ¢ Br,}, et soit (N,)o<u<i/2 le processus aléatoire défini par

t
N, =L / T(X,) - (d‘)&, _ %W dv) , (43)
(

o t—u)\/h‘BR2
alors N est une martingale continue issue de 0, de variation quadratique véri-
fiant :
W2
vat?y-p.s. Vu d(N), < — du. (44)

o

Remarque. Nous avons donc écrit fg 7(Xu)d—Xu> comme somme dun terme
de martingale et d'un terme de dérive. Mais pourquoi donc s’encombrer de
deux expressions différentes ? Eh bien, nous connaissons des techniques gé-
nérales efficaces pour controler le terme de martingale, mais le terme de dé-
rive tel qu’il apparait dans (41) devient difficile a controler quand v — ¢.
D’ou l'intérét d’avoir deux écritures du pont brownien qui permettent d’avoir
un terme de dérive «raisonnable » quelle que soit la valeur de u, selon qu'on
utilise M ou V.

On rappelle le résultat qui définit les martingales exponentielles :

Théoreme 15. Soit (L,).>o une martingale locale continue. Alors
eLu=(L)u/2 (45)
est une martingale locale.

On en tire immédiatement le contrdle suivant sur M, ,, resp. N, :

Proposition 16.

MeR Q. [M] <)Y, (46)
resp ngy [ewt/ﬂ < e(vé%t)v, 47



D’ou
Proposition 17.

o172 /201

pu(r,y) < (

W2t/o+4W Ry /o
ot 2/o (48)

Preuve. On part de (33). Tout d’abord, on utilise la majoration triviale

exp{—/mwg%wdt} <1, (49)
0

puis on écrit que, sur I'événement ¢ < 75, , on a la relation :

t/2—>. t—>,
)@axﬂ?txaa(hi+l/’ X0 VX 4 50y
t

o(t—u)

1 t
U/ V(Xy) - dX, = Mz +Nyj2 +/
0 0

/2 au

o
ou on a pour tout u : | X,y|, |t X,| < 2Ry, d'ou

V2 X0 T (X L X, (X 4
/ Xy - V(Xo) ")du—i—/ X V(X g, AW (51)
0 o(t —u) £/2 ou o
D’autre part
2
Q, s, M Ne] < e'F (52)

d’apres (46) et (47) utilisées avec \ = 2 et I'inégalité de Cauchy-Schwartz (°).
Le résultat découle alors de la combinaison des formules (49) a (52). O

Hélas, la majoration (48) ainsi obtenue est trop grossiere! En particulier,
elle ne peut convenir pour définir 7, puisque (36) n’est pas vérifiée. Nous al-
lons donc chercher un majorant de p’(z,y) qui décroisse exponentiellement
quand t — oo.

7.2 Majoration, II

Commencons par une propriété classique des diffusions uniformément el-
liptiques :

Proposition 18. I/ existe deux constantes K, > 1 et K, > 0 telles qu’on ait :
Ve € B, Vi20 Pt <T7ep,) < Kie ™, (53)

le.
Vo € Bg, Vt>=0 Pi(X,#0)< K * (54)

5Attention : on ne peut pas concaténer M et N pour obtenir une troisiéme martingale.
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Preuve. Soit ¢; > 0 une durée arbitraire. Nous allons montrer I'existence
d’une constante ¢, < 1 telle qu'on ait

Vz € Bp, Pi(X,, #0) < co (55)

En effet, si (55) est vraie alors on a par la relation de Chapman-Kolmogorov
itérée :

Vo € Bg, YneN Pr(X,, #0) <", (56)
d’ou, toujours par la relation de Chapman-Kolmogorov, en écrivant ¢t = (¢ —

[ Ele) + [ Ee:
Vo€ Br, VE20 P(X,#£0) < oli) oot (57)

ce qui donne bien (54) avec K; = ¢, ' et Ky = In(cy7!) /1.

Reste & montrer (55). Soit 2 € Bp,. Soit 7’ un vecteur unitaire arbitraire ;
pour X € R notons X - 7 la coordonnée de X relative & 7" dans un repeére
orthonormé d’origine o.

Rappelons que le processus (X;):>o de loi P, est défini par

Xo=2x; (58)
{ X, = dB, + 7 (X,)dt.

On définit alors un processus a valeurs réelles (Y;);> par

Yo=—Ry;
{m:dﬁv-w(ﬂ, (59)

ou B est le méme mouvement brownien que dans (58). Il est alors clair que,
sur I'événement {c; < 7, }, on a

Viel0,¢] YV, <X, 7. (60)

Or, comme
{e1 < Tepp,} C{Xe, € Br,} C {X., - 7 < Ra}, (61)

il nous suffit finalement de montrer que P(Y,, > R;) > 0 pour conclure.
Et justement Y est un mouvement brownien unidimensionnel avec dérive
constante, dont on connait parfaitement la loi :

P(Y, > Ry) = IP(/\/’(O, oer) = Wer + 2R2> >0, (62)

et la démonstration est terminée. O

Nous allons nous servir de la proposition 18 pour obtenir un majorant de
pL a décroissance exponentielle en ¢. Dans toute la suite du texte, K3 > 0 est
une durée fixée. La décroissance exponentielle résulte alors de la relation de
Chapman-Kolmogorov :
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Proposition 19. Pour t > K3, on a pour tous x,y € Bg, :

K, 6W2K3 Jo+4W Rs /o

—Ka(t—ts) 63
(270 K3)d/2 ‘ (63)

pi(z,y) <
Par la suite nous noterons simplement p.(x,y) < Kje K2(t=ts),

Preuve. On écrit la relation de Chapman-Kolmogorov avec ¢t = (t — K3) + K3 :

9) _
pl(z,y) = / Pl (2, 2 )pRe (2, y) da’
Br,

(48) 6W2K3/U+4WR2/U/
<
= d/2

(2ro K3)4/ .

€W2K3/U+4WR2/O'

B (2mo K3)4/2 Po(Xt-r; # 0)

pl s (x,2")da’

2

(54)
< Kue K20-K3) - (64)

UJ
Nous en déduisons une expression valable pour 7(¢) : on prend
- (t) _ (27r<71t)d/2 e(Rl—5)2/2Ut+W2t/a+4WR2/U sit< K3 : ©65)
K e Ka(t—Ks) sinon.

Ainsi 'expression de 75 () est intégrable, et aussi bornée. En vue d’utilisations
ultérieures, notons donc K5 = sup,., ma(t).

7.3 Minoration

’&"  Dans ce paragraphe on suppose v € OBg,, y € B..

Nous commencons par la minoration suivante sur le pont brownien :

Proposition 20. I/ existe deux constantes K¢ > 0 et K; > 0 telles qu’on ait :

Vo € OBRI Vy € Bg vVt >0 le}y(t < TCBRQ) 2 KﬁG_K7t. (66)

Preuve. Soient x € 0Bg,, y € B.. Par la définition 10 du pont brownien, on
s’apercoit que, notant IV, la loi du mouvement brownien standard issu de = :

ngy(t < Tegp,) = Walt < 7eB(a,Ry—Ry))- (67)

Par conséquent, nous allons simplement démontrer que le membre de droite
de (67) est minoré par Kge X7,
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Pour alléger les notations, nous notons dans cette démonstration r = Ry —
R,. Soit donc (B,).>o un mouvement brownien issu de z. En nous placant
dans un repére orthornormé d’origine x, les différentes coordonnées de B sont
indépendantes et de méme loi ; par conséquent, pour établir notre minoration
exponentielle on peut se contenter de travailler sur un mouvement brownien
unidimensionnel (b,).>o issu de 0, dont nous noterons la loi w,, et montrer
qu’il existe deux constantes K| et K’ telles qu’on ait

T /
wy | sup by < —= | > Kje %7, (68)
(uE[O,t] \/E) 0
(67) venant alors avec K = K, et K; = dK..

Montrons donc (68). Fixons-nous ¢; €]0, f[ arbitraire. Il nous suffit en fait
de démontrer qu’il existe un temps c; > 0 et une constante c3 > 0 tels que

V' € [—er, 1] wy <02 <Tgo o et b, € [—cl,cl]> >y (69)

ensuite, on appliquera la relation de Chapman-Kolmogorov itérée, et le résul-
tat tombera avec Kj = c3 et K =1In(c3™!)/co.

Soit donc 2’ € [—cy, 1] ; pour fixer les idées nous supposons =’ > 0. On se
fixe ¢, > 0; par autosimilitude du mouvement brownien on a pour tout v > 0 :

Wy (by € [z — cyu?,2']) = ¢s, (70)
ou ¢5 est une probabilité strictement positive ne dépendant pas de u. Pour u
suffisamment petit, V2’ € [0, ¢;] [2' — cyul/?, 2] C [~cy, c1.

D’autre part, w, <02 <79 7[) = wo <02 <Tg e 1[> e 1, donc,

fixant ¢ €]0,c5] arbitraire, si ¢, est pris suffisamment petit Vi’ ¢

[0, 1] Wy <02 < Tc],%7ﬁ[> >1— ¢, dou (69) avec c3 = ¢35 — cs. O

Maintenant, nous allons énoncer et prouver un lemme de concentration
pour parvenir a notre minoration. Mais d’abord, nous avons besoin dun
lemme préparatoire qui permet d’obtenir des résultats de concentration en
espérance a partir de concentration sur les fonctions de répartition :

Lemme 21. Soit f : R — R, une fonction croissante. Soit X une variable
aléatoire réelle vérifiant :

VeeR P(X <z)<P(2) (71)

pour une fonction ® : R — [0, 1] croissante (). On définit Uinverse généralisée
de ® par ®'(u) = sup{z € R; ®(x) < u}. Alors, si A est un événement de
probabilité p, on a :

P[Laf(X / f(@ (72)

6A noter que n’importe quelle fonction ® : R —» [0,400[ peut étre transformée en une
fonction ® convenable, en définissant ®(z) = 1 Ainf,>, ®(y).
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Preuve. Appelons (2, F) 'espace de probabilité sur lequel on travaille. Soit
U(z) = P(X < z) la véritable fonction de répartition de X, et U~! son inverse
généralisée;on a ¥ < &, dou ¥~! > &', Quitte & agrandir F, on peut sup-
poser qu’il existe une variable aléatoire u uniformément distribuée sur [0, 1]
telle que X = U~!(u). Définissons maintenant

g: A—[0,1]

Wi P € Aetulw) < uw)). (73)

g est une fonction mesurable, et vérifie clairement g(w) < wu(w), dou
f(T 7 g(w))) < f(X(w)) par croissance de U~! et de f. En outre, g a été dé-
finie de sorte que g(w) soit distribuée uniformément sur [0, p| (regarder les
fonctions de répartition). Finalement, on a :

PIL()] = [ 100w d
> /A P (g(w))) do = / FOU () du > / F(@ () du. (74)

O

Remarque. Dans le cas ou ® est de classe C!, le changement de variables
r = &~ !(u) dans l'intégrale donne :

Pl1Af(X)] > / f(2)@ () da, (75)

—0o0
expression souvent plus simple a manipuler.
Du lemme 21, on tire

Lemme 22. Soit X une variable aléatoire suivant une loi P. On suppose que,
pour une certaine constante c; > 0, on a le controle suivant sur la log-Laplace

de X : \2
VAER InP[eM] < SR (76)

Soit p € [0,1] et soit A un événement avec P(A) > p. Alors :

2
I P (77)

Preuve. Linégalité de Chernoff donne pour tout £ < 0:
P(X <) <e ¥/ (78)

Maintenant, soit A > 0. Remarquons d’abord qu’on ne perd rien a supposer
qu'on a exactement P(A) = p. Via le lemme 21 et la remarque qui le suit, (78)

donne : 0
— 261111%

P1ac™] > / V

1J_

(—€)e~s /2t ge, (79)

[e.e]
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Maintenant, on utilise I'inégalité élémentaire

S e oS0k (80)

pour obtenir

—e1N2/2 =y [2e1n(2) 2
C1 — 0o
0
Finalement, on obtient une minoration convenable pour définir m,(t) :
Proposition 23.
K¢ 2R,? 3W?2 AR,W
¢ P L 9Kt — E— : 82
p*<CC, y) 2(27T0't)d/2 €Xp { ot 7 2% ( )

Preuve. On part de 'expression (33) pour, via quelques minorations triviales,
obtenir :

6—2R12/0't

pulT,y) 2 (

2mot)d2 Pl
O

x'j;)y [1t<TCBR2 6Mt/2+Nt/2i| . (83)
Puis la proposition 20 nous donne qu’on a Q¢ (t < Tepy,) = Kee X', Comme
par ailleurs la formule (52) donne le controle wagy |:e/\(Mt/2+-/\/t/2):| < NW/o g
lemme 22 appliqué avec ¢; = 2W?3t/o, p = Kge 57" et A = 1 donne

K2€_2K7
M, jo+N, 6 W2t
Q . |:1t<7—CBR2€ t/2T t/2:| > 5 e /O'.

T~y

(84)

Il ne reste plus qu’a combiner (83) et (84) pour conclure. O

8 Couplage

Dans cette partie, on suppose les hypothéses du théoreme 1 vérifiées ; nous
allons voir comment comparer p’(z,y) et p.(z,y’) pour v,y € B.. Soient donc
e > 0 suffisamment petit — plus présisément, on prend ¢ > 0 quelconque tel
queec < Ry, Ry+2: < Ret Ry—2¢ > Ry —, 4,y € B.,t > 0etx € 0Bg,. Notons
J = lgﬁ |; dans la suite du texte, O(J) notera toute une expression explicite
en fonction de V, k, R (et des grandeurs définies a partir de ces données) et ¢

telle qu’a V, k, R fixés, on ait limsup;__,, _\o§5)| < o0.
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8.1 Principe

Le couplage repose sur le
Lemme 24. Soit
¥ : C([0,t], RY) — C([0,t],R%)

W 85
(Xuogugt = (X )ocust = (Xu + ;w/) : (85)
ougt
alors la mesure-image de ngy par i est vagy,.
Preuve. Soit (B,)o<u<: un mouvement brownien de loi W,, et soient
U—
¢ (Buocust = (But 2By) (86)
t o<u<t
/ U /
o'+ (Bu)ocust (Bu + —Bty> . (87)
t 0<u<t

Alors par la définition 10 du pont brownien, ¢(B) a pour loi wagy et ¢(B) a
pour loi vatgy,. Comme ¢ o p = ¢/, on a bien que la mesure-image de vagy par
Y est Q;ﬁ»y' O

Grace au lemme 24 nous pouvons donc exprimer la loi ngy, en fonction
de la loi ngy. La seule loi de pont brownien a laquelle nous aurons recours
sera ainsi ngy, que nous ne noterons plus que () dans la suite pour alléger.

Par ailleurs, nous noterons systématiquement (X )o<u<: pour ¢ ((Xu)o<u<t), €t
pour F un fermé de R?, 7}, notera le temps d’atteinte de F par X'. Le couplage
va nous permettre de donner une expression de x(t) staisfaisant (37) et (38).

2" Dans un premier temps de notre raisonnement, nous ne supposons pas
qu'on a x € 0Bg,, mais simplement x € Bg,.

Par (33) et par couplage, on a :

pi(z,y) — pl(z,y) =

~lay’ /20 /
@[ty e {2 [ (Fox T wo W - O )]

(2mot)d/2 a Jo 5
,‘ﬁ|2/2at + Xu 9
- WQ []lt<nBR2 exp {%/0 (7(Xu) Cax. — W(#)l du) }] . (88)

8.2 Demi-tours au bord
Léquation (88) nous laisse a penser quon va pouvoir écrire p.(z,y) —
pL(x,y) comme un O(J), puisque son second membre peut se réecrire comme

Iespérance, sous (), de deux quantités qui deviennent tres proches quand
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§ —> 0. A une exception prés toutefois : 1., ~ peut étre égale a 0 tandis
R.

2
que 1., = serait égale a 1, ou vice-versa. En effet, si la particule X vient
‘2

a s’approcher trés prés de 0Bg, sans toutefois franchir cette frontiere, il se
peut que X', elle, la franchisse, auquel cas une des deux particules sera tuée
et pas 'autre — le phénomeéne inverse est également possible. Nous voulons
montrer que néanmoins, ces phénomeénes de « demi-tour au bord » deviennent
suffisamment improbables quand § tend vers 0.

Nous avons d’abord besoin d’introduire quelques notations :

%
Définition 25. On appelle By la boule Bg, décalée du vecteur y'y; on note
By, Uenveloppe convexe de Br, U By, et By, = Br, N Bp,.
On note 9" Br, = Bg, \ B}, et 9~ Bgr, = B}, ~ Bg, ("). On note enfin 0*Bp, =
0" Bg, U9~ Bg, = By, ~ Bj.
Par souci de légereté, en I’'absence d’ambiguité nous omettrons les indices Rs.

On a alors immédiatement :

Avis 26.
{t <7l ~{t <7} C{rg=p <t} N{t < 1ep-},

donc
{t<rp} A{t <715} C{rgm <t}N{t < 1ep}. (90)

Notons /2-tr au b. 'événement {755 < t} N {t < 7ep-}. On écrit que :

e’|@|2/2at 1t PP
e el (-5

—|7|* /20t 1t TIX 2
< WQ |:I]-1/2-trau b €XP {;A (7(){“) . d—)(qz — % dU) }:| . (91)

g

(%)

Un raisonnement analogue a celui du § 6 nous montre que (x) est une
sorte de « densité de demi-tour au bord », i.e. que (x) vérifie pour tout A C Bg.
mesurable :

/ (x)dy = P,(1/2-tr au b. et X, € A). (92)
A

Cela va nous permettre d’obtenir un majorant de (x) sur B, : on va montrer
qu’il existe une constante ¢; indéprendante de A telle que

P.(1/2-tr au b. et X; € A) < ¢1]4], (93)

A noter que O B et 9~ B ne jouent pas tout-a-fait des roles symétriques.
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d’ou on tirera (x) < ¢; pour tout y € B..

En utilisant la propriété de Markov avec les temps d’arréts 757 et inf{u >
T5g; Xu € Bg, }, on s’apercoit que

P(1/2-tr au b. et X; € A) < sup Py (Tﬁ < TcB*> - sup P (X, €A). (94)
z'€0*B ! z""€8Bpg,
u>0
Dans le second membre de (94), le facteur de droite est majoré par K;|A|
d’apres les majorations du § 7.2. Il nous reste donc a majorer le facteur de
gauche.

On commence par une observation géométrique :

Avis 27. Soit 2/ € 9*B. Soit 7 le vecteur unitaire oz’ /|oz’|. Alors, pour z € R :

N (95)

H
22T =8 = z ¢ B*;
2 € Bg, = x’z~_z><—(R2—R1—25).

Cette observation va nous permettre de nous ramener a un mouvement
brownien unidimensionnel, par une technique de couplage analogue a celle
de la démonstration de la proposition 18, et que par conséquent nous ne dé-
taillerons pas ici. Toujours est-il que, notant wy _y la loi d'un mouvement
brownien unidimensionnel issu de 0 et soumis a une dérive constante —11/, il
vient que :

P (TBT:1 < TcB*> S wow (T(—(Ro—R1—22)) < T(5)) - (36)

Or, sous la loi wy_w, e’ 7 est une martingale, comme on le vérifie par
la formule d’It6. Il s’ensuit, puisque le mouvement brownien avec dérive finit
presque-sirement par quitter | — (Ry — Ry — 2¢),4[, que

2W
eo®—1

wow (Ti=(r-ri-20} < T6}) = “mws— —wwg, gy = 00 OD

Finalement, pour y € B. :

(+) < K50(5) = O(5). (98)
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8.3 Termes de couplage

Maintenant, nous voulons majorer

—|zy’|? /20 R 72
LHQ |:1t<7" exp{l/t (7(}(;). ax, +7(X;).yy'ﬂ — Mdu) H
°BR, 0 t 2

(2mat)d/2 o

e_‘:ﬁle/Qo‘t 1 " N |7(Xu)|2
o @ [tecrta,, ooy [ (Fo00 0= G au) ]

o—lzy'12/20 1t P o du [T(X)P
< Q |:]lt<TéBR2 (27T0't)d/2 exp {; /0 (7(Xu) - dXy + 7()(u) “yy t - 2 du)}
e~ 1701 /20t 1t ——du | T(Xw)?
— Wexp {;/0 (7(Xu) quT — 5 du)} . (99

Pour borner ce genre d’expression, on utilise un lemme élémentaire tres
pratique, qui permet de séparer la majoration en plusieurs termes :

Lemme 28. Soient a,d’,b,0’ >0, on a :

la'b" — ab| < |a' — alb+ |0 — bld’. (100)

Preuve. On utilise simplement l'identité o't/ — ab = (¢’ — a)b+ (V' — b)a. O

Avant de nous lancer dans les calculs, remarquons que si, comme nous
Pavons suggéré, ¢ est suffisamment petit pour avoir R, + 2¢ < R, on a sous
Pévénement {t < 74, } que X,, X, € By pour tout u € [0, .

Pour commencer, on observe que

‘e—|x—>y’\2/2at B e—|@\2/zat| < e—|fy'|2/zat‘e4R26/at T (101)

— - — — —
endﬁtwyP—ﬁmz=C@+wyymhdbﬁhmﬂ”—ﬁ%ﬂ<(ﬁm+hw®5<4RM~
Comme, pour |z| < a, on a |e* — 1| < e* — 1, (101) s’ensuit en factorisant par
o7 2/201
De (101), on déduit par le lemme 28 :
o—lay|2/20t
(2mot)d/?

H
o~z 220t

— X
* (2mot)d/?

o 2¢ /e -
iz, ') — pl(z,y)| < O0) + (ARt _ ) WA/ AW R/

ant%% exp{% /0 t (7(X;)-d—>&+7(x;>-gdu—wdu>}
—exp{é/ot (7(Xu>-d—X§— |7(‘§“)’2d )} ] (102)




ou on a utilisé implicitement la majoration
I — V(X))
Q {EK%BR eXp{;/ (7(Xu)' dX, — Ol (2 ) dU) H < MW HWR/o - (103)
2 0

qui résulte d’un travail tout-a-fait similaire a celui du § 7.1.

Passons a I’étape suivante. On aura remarqué que le couplage fait ap-
paraitre un terme en plus dans l'intégrale en exponentielle, di a la dérive
supplémentaire que doit subir la particule pour arriver en y'. En utilisant la
majoration triviale

< (104)

/
t < TCBR2 = o

L W
—/7(X;)-—du
o Jo t

on obtient que

pL(z,y') — plz,y)] < O(H)
—
o—l7y/2/20t

4R25/0’t
* (2mot)d/2 (

2
e + 6I/Vé/a o 2) €W t/o+4WR/o
H
ooy /20t

1/t , ETg X! 2
e ()

—exp{l/ot (7(Xu) X, - Mdu)} “ (105)

o

Au terme suivant! Nous observons qu'on a :

17 (X)) = 17 (X))
= [T (X.) + T (X)) - [F(X]) = T (X,)] < 2W - K[ X, X]| < 2Wks, (106)

u

d’ou toujours par les mémes arguments :

pi(z,y") — pl(z,y)] < O(8)+

_>
—l|zy'|? /20t
€ AR26/20t Wé/o 2WkS /o W2t/o+AWR/o
W (6 2 / +e / + e / — 3) (& / /
o—lay 1220t L — =
es o T(XL)-dXy es o T (Xy)- dXy

Q []-t<TéBR2

|

* (2mat)d/?

(107)
t |7 (Xu)|?
(on a utilisé implicitement que e~ /o P du < ).
Il nous reste a majorer
Q [Liam, |en B 7O _ ez BV TR (108)
Ro
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Cette fois-ci, on ne peut plus utiliser le lemme 28 car les majorants a l'inté-
rieur de l'intégrale ne sont plus constants. Qu’a cela ne tienne! On écrit que
par I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(108) <

—1/2 . , — 271/2
0 1t<TéBR2€% féﬁ(xu).dxu] 0 {]IK%RQ (eéfo(ﬁ(Xu)fﬁ(Xu))-qu _ 1) } . (109)

Ainsi nous voyons apparaitre des semimartingales dans I'exponentielle, que
nous allons contrdler par les mémes méthodes qu’au § 7.1.

Comme nous nous sommes arrangés pour avoir X,, X/ € Bp sous {t <
TC,BR2}, on a alors que sous cette condition |7 (X,)|,| 7 (X.)| < W et |7(X)) —

7(X,)| < k6. On utilise alors exactement les mémes arguments que dans le
§ 7.1 pour aboutir a :

Proposition 29. 1. Sur lévénement {t < TC’BRQ}, la variable aléatoire
% f(f 7(Xu) - dX, coincide avec une décomposition Xy + X, (®), o X et
X sont deux variables aléatoires vérifiant respectivement :

RW
Q-p.s. |Xq] <8— (110)
o
et

VAER Q[eM] < (15 (111)

—
2. De méme, sur {t < TC/BR2 }, lintégrale %fot (V(X) — V(X,)) - dX,, sécrit

RES
Qp.s. | Va| <4—— (112)
et 22
k ty2
VAER QM) <e v ? (113)
On en déduit dans un premier temps :
t 1/2 t
Q [Liar,, er T TRTTE it (114)
2

Pour controler le facteur de droite du second membre de (109), on a besoin
d’un lemme ad hoc :

Lemme 30. Soit Y une variable aléatoire de loi P, vérifiant
VAER PleV] < (115)
pour une constante ¢, > 0. Alors :

Pl(e¥ —1)%] < e* +2¢7/? - 3. (116)

8d comme « dérive » et m comme « martingale », NdA.
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Preuve. 11 suffit de vérifier 'inégalité analytique
VyeR (! —172<e¥ +27Y—3 (117)
et d’utiliser (115) avec A =2 et A = —1. O

On écrit alors

0 [(eydwm _ 1)2} —0 [(eyd (¥ — 1) + (¥ — 1))2]

<2 [ (1)’

+ (-1’ @’

pour en déduire dans un deuxiéme temps :
L . s 571/2
Q |:]~t<TéBR2 <€0' fO (7()( ) ?(Xu)) dXy _ 1) :| <

2,52 2,52 2 1/2
V2 (eskffm <64k 2 —f—2€k o 3> + <6%R6 - 1) ) . (119)

Donc, en récapitulant tout, on a enfin notre formule de couplage :
Pi(2,y") — pi(z,y)| < O(0)+

—|zy’|? /20t

e~ 17y 4Ry6 ws 2W ks 4WR+W215

m € 20t —|— € o —|— e o — 3 e o o
Yixex

ARW o W2t [ gkRs ([ gkts et 4kBS 2\ /2
1+ v/2ers v eo(e o +2¢ @ —3)+<60—1) . (120)

Hélas, nous rencontrons le méme écueil qu’avec la formule (48) que nous

avions obtenue au § 7.1, a savoir que notre majorant va mal se comporter
quand ¢ — oo, ce qui nous interdit de I'utiliser pour définir x(t), car (38) ne
serait pas vérifiée.
A méme mal, méme reméde! Nous allons utiliser la décroissance exponen-
tielle de P* jointe a la relation de Chapman-Kolomogorov pour transformer
(120) en un résultat exponentiellement décroissant en ¢, donc convergent par
intégration.

8.4 Controle aux temps grands

D’abord, commencons par vérifier que la formule (120) se comporte bien
aux temps petits, i.e. qu’elle donne une borne uniforme en x et ¢ pour = €
0Bpg, et t < K3. Nous avons besoin pour ce faire de deux lemmes analytiques
élémentaires :

Lemme 31.
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1. Poura>0:

e—a/t d d/2
— = — } 121
Stl;%) d/2 (26&) (121)
2. Poura>b>0:
A4\
—a/t (et 1) < b (—> . 122
Tﬁfe (e ) 2e(a —b) (122)

Preuve. Le n°1 vient simplement d’une étude de fonction ; le n° 2 s’obtient a
partir du n° 1 et de I'inégalité e® — 1 < ce® pour ¢ > 0. OJ

On tire alors de (120), pour = € 0Bg,, ¥,y € B., t < K3, pour § suffisam-
ment petit :

1 9Ry5 d+2 d/2+1
tp ) — ot Nl < .

do a2 ws/ 2Wks/ AWR/o+W?3K3/ do vz
o o _ 2 o 3/0
+(6(R1—5)2> (e +e ) X € +(6(R1—6)2) X

1/2
\/§e4RW/a+2W2K3/U {eSkRé/U (e4k2K362/a n 9ek* K38 /o _ 3) + (e4k-R6/a _ 1)2} /
=0(0). (123)

Comme, pour ¢ suffisamment petit, il existe une constante Ky telle que
|0(6)| < Kg|d], il s’ensuit que pl(z,-) est Kg-lipschitzienne sur B., et ce pour
tout = € JBg, ; on peut donc prendre x(t) = Kg pour ¢ €]0, K3].

Maintenant, pour traiter le cas ou t > K3, on va utiliser la relation de
Chapman-Kolmogorov. L'astuce consiste a remarquer que, pour ¢ fixé égal a
K3, on peut obtenir une majoration de p‘(z,y) indépendante de = € Bp, :

Vo € Br, Yy € B. [pXi(x,y) — pXi(x,y)| < O0)+

1 % ws QW ks 5 4M+W2K3
—<27TO'K3)d/2 (e 3 +eoc e o — )e o "o

1/2
\/§e4¥+2‘wif3 {681606 (e4k2§362 + 26k2}§362 — 3) + <e4kTR6 — 1>2} / }

— 0(5). (124)

On écrit alors ¢ = (t — K3) + K3 pour obtenir, par la relation de Chapman-
Kolmogorov :

Vt > K3 Vx € dBg, Vy,y € B.
[ o ) ()~ )
BR2

(54) (124)
< Kie ™ sup |ple(al,y) — plo (2 )| < Kie ™'0(5). (125)

i’EBRZ

pi(z,y) — pl(z,y)| =
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Puisque |0(8)] < Ky|d| pour § suffisamment petit, p'(z,-) est K;Kge K2!-
lipschitzienne sur B. pour tous =z € 0Bg,, t > K3, et donc on peut prendre
k(t) = Ky Kge %2t pour t > Kj3. Finalement, on a bien obtenu une expression

de «(t) vérifiant (37) et (38), ce qui achéve notre démonstration du théoréme
1.
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Ramification des graphes : arbres et graphes
de Cayley

Rémi Peyre

23 novembre 2005

1 Résumeé

Bans tout cet exposé, tous les graphes sont des graphes simples infinis
supposés connexes et localement finis.

L'objectif de cet exposé consiste a étudier la vitesse a laquelle un graphe se
ramifie lorsqu’on s’éloigne d’un point-origine o. Pour cela, on crée une marche
aléatoire biaisée partant du point o, ou le mobile a \ fois moins de chances
d’emprunter une aréte qui s’éloigne de o qu’'une aréte qui s’en rapproche; et
on se demande a partir de quelle valeur de )\ la marche devient récurrente.
Lorsque le graphe est un arbre, cette valeur coincide avec un parametre plus
structurel de ’'arbre, le nombre de branchement, qui mesure la vitesse de ra-
mification de I'arbre en termes de flots. Le nombre de croissance donne éga-
lement une idée de la vitesse de ramification d’'un arbre, et est plus facile a
calculer en général, mais il ne constitue qu'une mesure grossiere du nombre
de branchement.

Nous allons néanmoins montrer que pour une certaine classe d’arbres, les
arbres sous-périodiques, nombres de branchement et de croissance coincident,
ce qui facilitera le calcul du nombre de branchement.

Un graphe est dit ¢transitif lorsque tous ses sommets « voient » la méme
chose. Une classe particuliere de graphes transitifs est constituée par les
graphes de Cayley, dont la structure dérive de celle d'un groupe. Nous al-
lons voir que, pour les graphes de Cayley, on a un résultat du méme type que
pour les arbres sous-périodiques, a savoir que la valeur critique de A pour la
marche aléatoire biaisée s’obtient en calculant un nombre de croissance du

graphe.
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2 Arbres

2.1 Nombre de branchement

Soit A un arbre de racine o. La structure de ’arbre induit une notion na-
turelle de distance par rapport a o, aussi bien que les sommets que pour les
arétes : la distance d’'un sommet s a o, notée |s|, est la longueur du plus court
chemin de G reliant o a s, et la distance a o de 'aréte a, notée |al, est la lon-
gueur du plus court chemin partant de o dont la derniere aréte est a (noter
qu’en particulier, si a et adjacente a o, alors |a| = 1). On définit la couronne
de rayon n, notée C,,, comme I'ensemble des arétes situées a la distance n de o.

WEoutes ces définitions s’étendent au cas d’un graphe quelconque G dans
lequel on a privilégié un point-origine o.

On cherche a contrebalancer la ramification de I'arbre lorsqu’on s’éloigne
de lorigine. Deux méthodes sont envisageables :

1. On attribue a chaque aréte une conductance c(a) = A%, ot \ est un
parametre > 1, et on fait partir la marche aléatoire associée de o; on
regarde a partir de quelle valeur de A\ la marche devient récurrente.
Notons \! la valeur critique de ) associée.

2. On attribue a chaque aréte une section c(a) = A7l%l, et on tente de faire
passer un flot de o a I'infini; on regarde a partir de quelle valeur de A
cela n’est plus possible. Notons A\? la valeur critique de ) associée.

On a alors :

Théoréeme 1
)\1 — )\2

Définition 2 On appelle nombre de branchement de ’arbre A et on note br(A)
la valeur commune de \! et \2.

Démonstration : Supposons A < Al. Alors il est possible de faire passer
un courant de o a l'infini dans le réseau électrique A doté des conductances
A7lel. Considérons le courant qui passe lorsque les potentiels sont V(o) = 1
et V(oco) = 0. On a alors pour toute aréte a : i(a) = (v(a™) — v(a™))c(a). Mais
0 <wv(a™),v(a®) < 1dot|i(a)| < c(a) = X719, Comme i est un flot de o a I'infini,
on a trouvé un flot de débit non nul et borné sur chaque aréte par A~ %, et
donc A < 2. Par conséquent, \! < )2

Réciproquement, supposons A < A2 Il existe donc un flot de débit non nul
de o a I'infini pour les sections A% ; soit # un tel flot. Comme A est un arbre, il
est clair qu’un tel flot peut étre choisi de telle sorte que sur toute aréte le flot
s’éloigne de o. (en effet, on peut enlever les arétes orientées a contresens sans
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diminuer le débit). Soit \' < \. Ona 0 < f(a) < A~l4l = (£)lelN~lal. Calculons la
puissance dissipée par ce flot dans le réseau électrique associé a la valeur \ :

EO) = > > N"0(a)

n>1 acChp
<> (i/)”é(a) = Z(i/)”Débit( — Débit(6 i i
a n>1 acCy A n>1 A n=1 )‘

Ainsi, il existe un flot de débit non nul et d’énergie finie dans le réseau associé
a la valeur ), donc X' < A\l. On en déduit que A < )\!, puis que \? < \!, ce qui
acheve la démonstration [J

Remarque 3 On ne sait pas ce qui se passe a la valeur \ = br(A). A priori, la
marche aléatoire associée a la valeur br(A) peut tout aussi bien étre récurrente
que transitoire, de méme que le flot peut passer ou pas a la valeur critique.
Tout ce qu’on sait par la démonstration ci-dessus, c’est que lorque la marche
aléatoire est transitoire pour une certaine valeur de )\, en l’occurrence pour
A = br(A), alors le flot passe pour cette méme valeur. Et de fait, a \ = br(A) on
peut trouver des exemples pour les trois autres cas possibles.

2.2 Nombre de croissance

On constate aisément que le nombre de branchement de I’arbre k-aire est
k. Cela suggere d’introduire la définition suivante :

Définition 4 On appelle nombre de croissance de l'arbre A, et on note cr(A),
la limite de la suite (#C,)"/™, si elle existe. (rappelons que C, note l'ensemble
des arétes situées a la distance n de o). Plus généralement, on pose cr(A) =
lim inf,, oo (#C, )" et cr(A) = limsup,,_, . (#C,)Y/™.

Ainsi, pour l'arbre k-aire, nombres de croissance et de branchement coin-
cident.

Le nombre de croissance apparait comme plus facile a calculer que le
nombre de branchement, car il ne fait intervenir que la taille des couronnes,
et pas la structure fine de ’arbre. Néanmoins, il existe des contre-exemples ou
cr(A) # br(A). Notre travail va donc consister a rechercher des conditions suf-
fisantes pour avoir I'égalité entre nombres de branchement et de croissance.

Notons d’abord la propriété suivante :

Proposition 5
br(A) <cr(A)
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Démonstration : Soit A > cr(A); on va montrer que A\ > br(A). Puisque
A > cr(A), il existe une suite (ny);>1 avec #C,, < A™. Comme les C,, sont des
plans de coupe disjoints, le critere de Nash-Williams s’applique :

Rla o) = S efa))

k aEan

= S HCA 2 Y 1=
k=1

k

Ce qui suffit pour conclure que la marche aléatoire associée a la valeur A est
récurrente [J

Remarque 6 Lorque le graphe est a symétrie sphérique par rapport a o, c’est-
a-dire que tous les points situés a la méme distance de o jouent le méme réle,
on peut facilement démontrer que ’égalité est toujours atteinte dans la propo-
sition précédente.

2.3 Arbres périodiques et sous-périodiques

Nous allons maintenant nous intéresser a une forme d’invariance par trans-
lation des arbres.

Définition 7 Pour s un sommet de l’arbre A d’origine o, le sous-arbre de A de
racine s est l'arbre constitué par s et l’ensemble des points qui en descendent ;
on le note A®.

Définition 8 On dit qu’un arbre A est périodique lorqu’il existe une partie
finie Sy de l'ensemble S des sommets telle que, pour tout x € S, il existe xo € S
avec A* ~ A®™. On dit que l'arbre est 0-périodique si on peut prendre S, = {o}
dans la phrase précédente.

En plus d’avoir des propriétés d’'invarance par translation intéressantes,
les arbres périodiques peuvent s’interpréter comme le revétement orienté de
multigraphes finis : on appelle revétement orienté d'un multigraphe ! orienté
fini M Darbre constitué par les chemins finis du multigraphe issus d’un point-
origine o de M.

On démontre alors facilement :

Proposition 9 Le revétement orienté d’'un multigraphe orienté fini est un arbre
périodique ; réciproquement, tout arbre périodique est le revétement orienté
d’un multigraphe orienté fini (il n’y a pas unicité).

1. rappelons qu'un multigraphe est un graphe qui contient éventuellement des arétes mul-
tiples et des boucles.
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La proposition 9 permet donc de ramener I'étude d’'un arbre périodique a
celle d'un graphe orienté fini. En particulier, pour A un arbre périodique, on
peut démontrer que si A est associé au multigraphe M, et que tous les points
de M peuvent étre atteints a partir de o, alors le nombre de croissance de A
est le rayon spectral de la matrice d’adjacence de M/ — qu’on sait calculer fa-
cilement.

On définit également la notion plus générale de graphe sous-périodique :

Définition 10 On dit qu’un arbre A est sous-périodique lorqu’il existe une
partie finie Sy de ’ensemble S des sommets telle que, pour tout x € S, il existe
xg € Sy tel qu’on ait un morphisme de graphes injectif de A* dans A*. On dit
que U'arbre est 0-sous-périodique si on peut prendre Sy = {0} dans la phrase
précédente.

Le théoréme essentiel sur les arbres sous-périodiques est le suivant :

Théoreme 11 Pour un arbre sous-périodique, le nombre de croissance existe
et vérifie cr(A) = br(A).

Démonstration :
On sait déja que br(A) < cr(A) par la proposition 5, il ne reste donc qu’a
montrer que cr(A) < br(A).

Bour commencer, on suppose 'arbre 0-sous-périodique et sans feuille?.

Fixons A > br(A) et montrons que cr(A) < A. Dans le graphe correspon-
dant a la valeur de ), il existe un plan de coupe II; telle que la section de II,
notée ||I1y]|,, soit inférieure ou égale a 1. Quitte a remplacer 1 par son mini-
malisé 3, on peut supposer que Il est fini. Soit alors d la distance a la racine
de I'aréte le plus en aval de II,.

On va montrer que, pour tout n, on peut construire a partir de Il un plan
de coupe II,, de section < 1 dont toutes les arétes a vérifient n < |a| < n + d.
Pour ce faire, considérons un plan de coupe II et une aréte a de II. Notons =
le point-fils de a. Alors le role de 'aréte a dans le plan de coupe II consiste a
isoler de o les descendants lointains de x. Pour ce faire, on peut tout aussi bien
remplacer a par un plan de coupe de 'arbre A”; en particulier, comme A” est
s'injecte morphiquement dans A, on peut prendre pour isoler les descendants
de = de la racine le plan de coupe translaté de II, dans ’'arbre A*. Le point
consiste alors a remarquer que, comme ||IIy||, < 1, le translaté de I, aura une
section < \71”l, et donc qu’on n’augmente pas la section de II en remplacant
par le translaté de 11, dans ’arbre A”.

2. cest-a-dire que tout sommet de I’'arbre a au moins un descendant.

3. onrappelle que le minimalisé d'un plan de coupe II est le bord de la composante connexe
de o délimitée par ce plan de coupe; c’est aussi un plan de coupe, et c’est un sous-ensemble
fini de II.
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Cette constatation établie, il n’y a plus qu’a appliquer l'opération décrite
ci-dessus aux arétes de II les plus proches de o et & recommencer jusqu’a ce
que toutes les arétes du plan de coupe obtenu aient une distance a o qui soit
> n, on obtient alors un plan de coupe dont toutes les arétes sont a une dis-
tance de o comprise entre n et n + d.

Mais alors, il y a au moins #C,, arétes dans le plan de coupe II,,, car il faut
une aréte de II,, différente pour isoler de la racine les descendants de chaque
aréte de C,, (en effet, d'une part 'arbre est supposé sans feuille, donc il faut
au moins une aréte pour isoler de o les descendants d’un point, d’autre part
les arétes de II,, sont situées au-dela de la couronne C,, donc il en faut deux
différentes pour isoler les descendants de deux arétes de C,, distinctes). On a
donc :

1> |[Tflx = #Cuh™

d’ott (#C,,)/™ < A\+4/" et en passant a la limite :
eF(A) < A
ce qu’on voulait.

@1 traite maintenant le cas ot 'arbre a des feuilles.
Si Parbre A a des feuilles, notons A’ 'arbre A dans lequel on a placé un
« rai » au bout de chaque feuille, c’est-a-dire une branche infinie sans rami-
fication. On obtient alors un arbre sans feuille de méme nombre de branche-
ment (car il n’est pas possible de faire passer un flot dans un rai des lors que
A > 1), et qui est encore 0-sous-périodique. Alors, en appliquant le résultat
précédent :
cr(A) <cer(A') =br(A") =br(A)

d’ou le résultat pour les arbres 0-périodiques a feuilles.
®n démontre maintenant le cas général.

Soit A un arbre sous-périodique quelconque. On sait qu’il existe S, une
sous-famille finie de S tels que les Af, ¢t € S, contiennent 4 morphisme prés
tous les A%, s € S. Soit une telle famille Sy. On considére alors ’arbre I consti-
tué par le copie disjointe de tous les A’, t € Sy U {0} avec leur racines identi-
fiées. I est alors un graphe 0-sous-périodique et donc br(I') = cr(I').

Or on a br(I') = br(A). Pour voir cela, posons N = maxcg, |t| et considérons
les sections associées a une valeur de A > br(A). Alors, pour tout ¢ > 0, il
existe un plan de coupe Il de A de section < ¢, en vertu du théoréme maxiflot-
minicoupe. On peut par ailleurs supposer que Il ne contient aucune aréte de
distance 4 o < N. Mais alors la restriction de II a A!, ¢t € Sy est un plan de
coupe de A?, donc on peut transporter ce plan de coupe dans larbre I' ou il
aura alors une section < \Ve. En faisant de méme pour tous les points de
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So U {0}, on obtient un plan de coupe II' de T" de section
IT[[x < (#C, + 1DAVe

Par conséquent,
inf |||y =0
I’ plan de coupe de T’
et donc A > br(I') en vertu du théoréme maxiflot-minicoupe. Ainsi, br(I') <
br(A), et 'inégalité inverse est triviale.

Alors
cr(A) <cr(l') = br(I') = br(A)

ce qu’on voulait [

Remarque 12 En modifiant légérement la premiere partie de la démonstra-
tion, on peut affiner le résultat : pour \ = br(T'), le flot passe, et méme il existe
un flot de débit > 1.

3 Graphes de Cayley

3.1 Préambule : graphes transitifs

Nous venons d’étudier les arbres, qui sont des graphes possédant une pro-
priété d’ordre. Nous allons maintenant étudier des graphes ayant une pro-
priété d’invariance. On définit les graphes transitifs comme des graphes dans
lesquels tous les sommets jouent le méme role :

Définition 13 Un graphe G est dit transitif lorsque, pour tous s,t € G, il
existe un automorphisme de G qui envoie s sur t.

Dans un graphe transitif, on peut donc particulariser n'importe quel point
o comme point-origine, ce que nous ferons toujours par la suite ; le choix de o
n’a aucune importance.

3.2 Graphes de Cayley

Une classe importante de graphes transitifs est constiutée par les graphes
de Cayley : pour G un groupe infini, et B une partie génératrice finie de G
stable par inversion et ne contenant pas e, on définit le graphe de Cayley sur
G associé a B comme le graphe dont les sommets sont les points de G et ou
I'aréte a = [ry] appartient au graphe si et seulement si 27 'y € B, cad. si et
seulement s’il existe s € S, tel que y = xs. Il est clair qu’on définit ainsi un
graphe transitif infini, connexe, localement fini. L'origine d’'un tel graphe sera
toujours prise en ’élément neutre ¢ de G.

Bien qu’il existe des contre-exemples, un trés grand nombre de graphes
transitifs peuvent s’écrire comme des graphes de Cayley, ce qui justifie I'étude
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de ces graphes.

La notion de nombre de branchement ne s’étend pas aux graphes autres
que les arbres, car le théoréme 1 ne s’y applique pas. (en effet, sa démonstra-
tion utilise 'orientation naturelle des arétes de I’arbre, ce qui n’a pas de sens
en général). Néanmoins, il demeure intéressant d’étudier les marche aléa-
toires biaisées partant de e et en particulier de calculer la valeur de \! — que
nous noterons ici simplement ).

Il existe un analogue du théoréeme 11 pour les graphes de Cayley. Pour
cela, on définit la sphére de rayon n d’'un graphe de Cayley GG, notée S,,, comme
I’ensemble des sommets situés a la distance n de e. On définit alors le nombre
de croissance du graphe de Cayley par :

Définition 14
cr(G) = lim (#8,)Y/"

n—o0

Cela sous-entend :
Proposition 15 La suite ((#S5,)"/"),>1 converge.

Démonstration : Cest une application du lemme de Fekete : on a en effet
#Sn1m < #S,#5S,, a cause de la propriété de transitivité du graphe. (en effet,
pour atteindre un point situé a la distance n+m de e, on peut d’abord chercher
un point a distance n de e, puis un point a distance m de ce point intermédiaire
— qui « voit » la méme chose que ¢) [

Avis 16 On peut aussi exprimer cr(G) en termes d’arétes : notant C,, 'ensemble
des arétes situées a la distance n de o, on a cr(G) = lim,,_, (#C,,)/"

Preuve : Si  note #B, on voit que #C,, < #5S,_1 et #S, < 2#C,,, dou le
résultat [J
L'équivalent de la proposition 5 est donnée par la

Proposition 17
Ae <cer(G)

Démonstration : Il n’y a qu’a recopier la démonstartion de la proposition 5
O

Les jalons sont maintenant posés pour démontrer le théoreme-phare de
cet exposé :

Théoreme 18 Si G est un graphe de Cayley, alors \. = cr(G).

4. Le lemme de Fekete énonce que, si (y,,)n>1 est une suite de valeurs réelles positives
sous-multiplicative, cad. telle que p,1m < pnit, pour tous n,m, alors u, converge quand
n — oQ.
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Démonstration : On va construire un arbre sous-périodique qui approche
en un certain sens le graphe de Cayley. Pour ce faire, on classe par ordre al-
phabétique les éléments de B. Comme B est un systéme générateur de G,
tout élément de G peut s’écrire comme un produit d’éléments de B. On retient
comme telle écriture d’'un élément ¢ son écriture minimale, a savoir ’écriture
qui fait intervenir le moins de facteurs possibles, et ou, parmi les ex-aequo
éventuels, on retient celui qui vient le premier dans 'ordre alphabétique. On
définit alors I'arbre minimal du graphe de Cayley comme le graphe A consti-
tué par les sommets de G, ou deux sommets sont reliés si et seulement si
Iécriture minimale de I'un se déduit de celle de 'autre en rajoutant une lettre
a droite.

On vérifie alors immédiatement :

Lemme 19 A est un arbre 0-sous-périodique d’origine e ; et c’est un arbre cou-
vrant de G, cad. que tous les sommets de G sont dans A.

D’autre part, la distance d'un point a l'origine est la méme dans A que
dans G, et par conséquent le cardinal de la couronne de rayon n de A, qui
aussi le nombre de points a la distance n de e dans A, est égal au cardinal de
la sphére de rayon n de G. On donc :

Lemme 20
cr(G) = cr(A)

On peut alors conclure : A est un sous-réseau électrique de G5, donc \!(4) <
Ae(G) en vertu du critére de monotonie de Rayleigh. On peut donc écrire :

A(G) < er(@) = er(A) = br(A) = AL(4) < A(G)

et donc \.(G) = cr(G), CQFD [J

Références

[1] Russel LYONS, Probabilities on trees and networks, version du 17 avril
2005, §2.7 a 2.9.
http//mypage.iu.edu/~rdlyons/prbtree/prbtree.html ,
© Russel Lyons & Yuval Peres.

5. noter que la distance a e des arétes est la méme dans A et dans G, donc les conductances
sont bien les mémes.
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Approche probabiliste du probléeme
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1 Introduction

Nous avons au cours des exposés précédents introduit un semigroupe sous-
markovien d’opérateurs RV sur les espaces L?(U), 1 < p < oo, ou1 U est un
domaine de R? et V une fonction potentiel positive dans un espace fonction-
nel judicieux K¥°. Nous allons maintenant nous intéresser a une approche
probabiliste de ce semigroupe, qui nous permettra de comprendre en quoi il
est intéressant et comment l'interpréter. En particulier, nous allons donner
une interprétation probabiliste au probléeme d’équilibre, qui lors des exposés
prédédents n’avait été abordé que sous I'angle différentiel.

Nous montrerons également le lien entre les définitions différentielle et
probabiliste du probléeme d’équilibre ; définirons la notion de capacité et en
étudierons une application au calcul du volume de la saucisse de Wiener.

2 Rappels

2.1 Hypotheses et notations

d > 1 est un entier naturel, et U un domaine de R?, i.e. un ouvert non vide
et connexe.

((Z4)t=0, W) est un mouvement brownien standard de R? partant de z. On
note p(t, z,y) la densité de probabilité de transition du mouvement brownien :
dW,(Z; = y) = p(t,z,y)dy 1. On note W, , laloi de W, conditionnée par rapport
alévénement 7, = y.

Pour B un fermé de R?, on introduit Hz = min{s > 0; Z, € B} qui est le
temps d’entrée dans B. On note également Hg = min{s > 0; Z, € B} le temps
de retour en B, ainsi que pour r > 0 : H, = min{s > 0; |Z, — Zy| > r}. Pour un

10n connait la valeur explicite de p : p(t, z,y) = (2rt)~4/2e~lz—vl*/2t,
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ouvert U, on introduit de méme le temps de sortie de U : Ty = min{s > 0; Z, ¢
U} — HCU.

On définit sur U un potentiel, noté V ; c’est une fonction mesurable, positive
et qui vérifie :

HT
VN < oo sup EW» {/ V(Zs)ds} — 0 (1)
0

On écrira pour simplifier V € K¥¢. La condition V € K¢ est une condition
d’intégrabilité ad hoc pour ’étude qui suit ; elle donne en particulier :

Lemme 1. .
We-p.s. Vit < oo / V(Zs)ds < o0
0

On définit alors Popérateur R par
t
R f(z) = EW= { f(Z;) exp {— / V(Zs)ds} IITU»} (2)
0

Il est aisé de se rendre compte que R est un opérateur  densité : on a

RV f(z) = /f(y)rU,v(t, z,y)dy (3)

ouryy(t,z,y) est défini par
. t
vt = plt B [op = [ V(Z)as} 1, @
0
On utilisera aussi 'intégrale en ¢ de 7y, notée gy v :

guy(z,y) = / rov (s, z,y)ds (5)
0

gu,v s'appelle la fonction de Green associée au domaine U et au potentiel V.

2.2 Résultats sur les fonction de Green
Les exposés précédents nous ont donné plusieurs résultats sur les fonc-

tions de Green, qui nous serons tres utiles par la suite. Notons d’abors la
propriété immédiate suivante :

Proposition 2. (¢, x,y) et guv(z,y) sont symétriques par rapport & x et y.

On a vu également que, du fait que U est connexe :
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Proposition 3.
Vi>0 Vz,2'eU ryy(tzz2) >0
Vz,2' €U guv(z,2) >0
On a ensuite un résultat de continuité sur gy y :

Théoréme 4. gy est continue sur U x U (a valeurs dans R, U {+oo}).

5" On supposera par ailleurs tout au long de cet exposé :

Hypothese 5. 3z, 2, € U gy v (20, %)) < 00

Cette hypothese est plus puissante qu’il n’y parait, puisqu’on a :

Théoreme 6. Sous l’hypothese 5, alors pour tous z,2' € U avec z # 2/, on a
guv(z,2") < oo. Plus précisément, on a : gyv(2,2') =00 (2 =2"et d > 2).

Enfin, gy satisfait 'identité de la résolvante :
9U,V+A($a y) = 9U,V+u($’ y)+ (p—A) / gU,V—&-)\(I? Z)gU,V+,u(Zv y)dz (6)
U

pour tous A, > 0.

2.3 Objectif

L'objet de notre étude est le probleme d’équilibre : pour K C U un compact,
on considére la fonction v continue sur R? qui satisfait sur U \ K I'équation
différentielle :

%AU —Vu=0 (7

avec pour conditions aux bords

(8)

v=1 sur K
v=0 sur U

Résoudre le probléme d’équilibre signifie alors mettre v sous la forme :

v(z) = /K g(x,y)u(dy) (9)

pour x dans U, avec p une mesure finie sur K.

Au cours des exposés précédents nous avons résolu ce probleme dans le
cas ou K et U étaient lisses et V de classe C*°, a 'aide du calcul différentiel.
Notre objectif est d’intepréter cette relation dans un cadre plus général, par
une approche probabiliste.
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3 Marche aléatoire associée au probleme

3.1 Définition du mouvement brownien en terrain miné

L objet important pour la compréhension de notre opérateur R est le
«mouvement brownien en terrain miné ». Intuitivement, il s’agit d'un mouve-
ment brownien ordinaire, mais dont la durée de vie est éventuellement finie :
le mouvement brownien (Z;);>o « meurt » avec une densité de probabilité '(Z;)
lorsqu’il est dans U, et meurt instantanément dés qu'’il sort de U. Cela se for-
malise de la facon suivante :

Définition 7. Soit 0 un point-cimetiére. On se place dans l’espace des trajec-
toires dans U a durée de vie éventuellement finie :

Co(R,.U) = {w R, UU{0}: Ire0.00] 0 est continue dans U }

wHTm[ = 8

Le processus Z,; est le processus canonique Z;(w) = w(t). La loi P, sur
Cy(R4,U) est définie de la maniére suivante : on considére l'espace produit
C(R.,R%) x R,, doté de la loi W, =W, ® e~¢d¢, i.e. on tire indépendamment
un mouvement brownien (Z;);>o issu de x et une variable exponentielle ¢ de
parametre 1. On définit alors ’heure de la mort du mouvement brownien par

7 (Ze)iso,€) = min <TU (Z)iso) ,int { >0; [ Viz) 5})

La loi P, est alors définie comme Uimage de W, par Uapplication mesurable
((Zt>t>07 5) = (t = Zt-]lt<7' + a‘1t>T)'

Remarque 8. Grdice au lemme 1, on a fos V(Z,)du —e 0 P,-p.s.. Comme la
s5—

loi de & ne charge pas 0 et que, par continuité du mouvement brownien, on a
Ty >0 P.-p.s., on en déduit :

VeeU P,ps. 7>0

" Dorénavant, on supposera U et V fixés, et on travaillera tou-
Jours sur le processus (Z,);~, muni de la loi P,. Les symboles U et
seront enlevés lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Proposition 9. (Z,);>, vérifie la propriété de Markov forte par rapport a la
filtration naturelle de (Z;)io, notée (G;)i>o, @ savoir G, = o(Zs; 0 < s < t).

Démonstration. La propriété de Markov n’est pas surprenante, compte tenu
de la définition intuitive du mouvement brownien en terrain miné. Dans la
mesure ou la preuve est tout-a-fait similaire a la preuve de la propriété de
Markov forte pour un mouvement brownien standard, nous ne la détaillerons
pas ici ]
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D’autre part, on a le lien fondamental suivant entre (Z;):>, et les opéra-
teurs Rf v

Théoreme 10. Pour f € L>(U), si on pose f(0) =0,ona:
E.[f(t)] = R f(2)

Démonstration. On a :
E.[f] = EV [f(Z)1,] = EV- [f(Zt)ILKTU Lo g V(Zs)ds}
. N t
(dpee) i {f(zt)ﬂm, exp {— / V<Zs)ds}] =R f(2) (10)
0

]

3.2 Propriété de transience

Pour un mouvement brownien général, on sait qu’on a récurrence (au sens
topologique) en dimensions 1 et 2, et transience en dimension > 3. On peut se
demander si la possiblité pour le mouvement brownien d’étre tué au cours de
son évolution lui interdit d’avoir un comportement récurrent, méme en petite
dimension. L'hypothese 5 assure que c’est effectivement le cas :

Théoreme 11. Sous ’hypothese 5, pour K C U compact, pour © € U on a
P,-ps. T <oco Vt>T Z;¢ K.

Remarque 12. En dimension 1 ou 2, cela implique que le mouvement brow-
nien se fait tuer avec probabilité 1; par contre, en dimension 3, le théoreme ne
nous apprend rien de plus que la théorie usuelle du mouvement brownien (il
est clair que, si le mouvement brownien est transitoire sans étre tué, il l'est a
fortiori en étant tué).

Démonstration. Le point-clef de la démonstration est la relation :

Lemme 13.
VeeU / g(x, 2)dz < 00 (11)
K

Démonstration. Pour le voir, on applique I'indentité de la résolvante (formule
(6)) avec A\ =0et u>0:

gU,v(l’,y) = gU,V+u(37a y) + M/ gU,V(ﬂ% Z)gU,VJru(Z?y)dz
K

> - inf (guven(s,9)) - / guy (. 2)dz (12)
zeK K
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Mais gy, +,, comme toute fonction de Green, est strictement positive et conti-
nue dans R U {+o00}, donc I'infimum de gyv4,(-,y) sur le compact K est > 0.
On est donc en droit d’écrire :

1

guy(z,z)dz < — Vi Y
/K pinf ek (guvin(2,9)) (@)

Mais d’apres 'hypothése 5 et le théoreme 6, on a gy v (z,y) < oo deés lors que
y # x (ce qui est possible puisque U ne peut étre réduit a un point). Par
conséquent [, guv(z,y) < oo O

Lidée est maintenant d’introduire un compact intermédiaire K’ entre K et
Utel que K C K’ C K' C U; et de regarder les allées et venues du processus
de part et d’autre de I'<canneau» K’ ~. K. On définit ainsi :

Définition 14.
Ry =inf{s>0; Z, € K}
Dy =inf{s > Ry; Z, ¢ K'}
R,.1=inf{s>D,; Z, € K}
Dypy1 =inf{s > Rni1; Z, ¢ K'}
R, est appelé n-ieme temps de retour en K ; D, est le n-ieme temps de départ

de K'. Ces valeurs peuvent éventuellement étre infinies a partir d’'un certain
rang.

On écrit alors :

/g(x,z)dz (déf:deg)/ (/ T(t,x,z)dt) dz
K K

0
(Fubini) [
= r(t,x, z)dzdt
0 JK

(thrgl())/‘ ]Ex [ILK(ZS)] dS
0

(Fuglnl) Ez |:/ ]lK(ZS)dS:| — Ex Z/ ]IK(ZS)CIS
0 R;

121

. D;
(Fuglnl) ZEx |:1Ri<oo/ ]lK(Zs)dS:|

i>1 R;

Dy
(Markov fort) ZEx |:1Ri<OOEZRZ- [/ ILK(ZS)dsH (13)
0

i1

Maintenant, on va minorer E Zn, [ 0D1 T ZS)dS}. Pour tout z € K2, en ob-

2Noter que pour n > 2, si R, < oo,on a Zr, € 0K par continuité du mouvement brownien.
Par contre, si le point de départ « du processus est dans K~0K,alors Ry =0et Zr, =z ¢ 0Z.
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servant que sous P, on a D; = T},, le théoreme 10 assure que :

Dy
]Ez l/ ﬂK(Zs>dS:| = / gk,7v(z,2/)d2/
0 K

qui est > 0 d’apres la proposition 3, quitte a agrandir K pour qu’il soit de
mesure non nulle. Or la fonction positive z — ¢(z,2'); ,, est continue, donc
par le lemme de Fatou z +— | I Ig,yv(z, 2')dz’ est semi-continue inférieurement.
Par conséquent, son infimum A est atteint sur K, et donc est > 0; d’ou en
injectant ce résultat dans (13) :

o0 > / g(x,z)dz > AZ]P’I[RZ- < o0
1 i>1
donc ) .., P.[R; < co] < oo, et on a par Borel-Cantelli :
P,—p.s. 4 R;=00

Cela suffit a conclure qu’au bout d’un certain temps le mobile quitte définitive-
ment K, car sinon cela lui imposerait de rester indéfiniment dans K’ a partir
d’un certain moment, ce qui est presque impossible puisque K’ est borné. [

4 Probleme d’équilibre

4.1 La dernieére visite

Nous allons maintenant nous attaquer pour de bon au probleme d’équi-
libre. Notre approche parait peu orthodoxe : Au lieu de nous intéresser a la
solution v de I’équation différentielle (7), nous allons définir v comme un ob-
jet probabiliste, puis résoudre le probleme d’équilibre pour celui-ci, avant de
constater a posteriori que ce v est bien celui qu’on cherche. En fait, il n’y a
pas lieu de s’en étonner, puisque l'interprétation physique naturelle de (7)
consiste précisément en ce qui va suivre.

Soit K C U un compact non vide. Pour w une trajectoire du mouvement
brownien en terrain miné, on définit

Li(w) = sup{t €]0, 00[; Zy(w) € K}

D’apres le théoreme 11, L (w) < oo p.s.. Le potentiel d’équilibre de K (re-
lativement a U et V') est la fonction

€U v(z) =P[Lr > 0] = P,[Hg < 0]

D’apres la définition du mouvement brownien en terrain miné, cela revient

a poser :
Hy
lg, coo€XPq— / V(Zs)ds (14)
0
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On introduit maintenant des fonctions v, qui mesurent la probabilité que
la derniére visite en K soit tout proche :
P,0< Lg <
pul(s) = 0= L s o) (15)

3

Ce sont ces fonctions qui vont nous permettre de résoudre le probleme d’équi-
libre, puisque, comme nous allons le constater, les mesures ¢.(z)dz convergent
vers la mesure d’équilibre.

Nous devons également introduire la distribution de derniére visite en K :
pour tout = € U, elle est définie par

L(z,dy) =E,[Lg >0et Z, - € dy (16)

L(z,-) exprime la répartition de I'’endroit ou se trouve un mouvement brow-
nien en terrain miné issu de z lorsqu’il touche K pour la derniere fois. C’est
clairement une mesure de sous-probabilité, portée par K.

Remarque 15. Noter qu’on ne prend pas la position au temps Ly, mais sa
limite a gauche Z;, . En effet, il faut tenir compte du cas ou le mobile est tué
alors qu’il était dans K : dans ce cas en effet, on a Z;,, = 0, mais le «dernier
point de K visité par le mobile» est Z;,, .

4.2 La mesure e(dy)

L(z,-) va nous permettre de comprendre vers quelle limite tend ¢.. On a
en effet, notant C},(U) 'ensemble des fonctions sur U continues et bornées :

Lemme 16.

Ve CyU) /Ug(fv,y)zbs(y)f(y)dy EjO/KL(x,dy)f(y)

Démonstration. On peut se ramener au cas f > 0. On écrit alors :

/gmw%@VM@m%“/m&uwmuamm
U 0

1 oo
_ g/ E, [f(Z)EA[0 < Lic < &]] ds
0
KO 1 >
(Ma:k v g / Ex [f(Zs)]ls<LK<s+a] dS
0
1 bx 1 [lx
=E, [10<LK<6 C = f(Zs)dS] +E,; {JILK>5 : —/ f(Zs)dS}
€ 0 € Li—¢
v jo__l?olnee) 0 + ]Ex [HLK>0f<ZLK_>i|
- [ L
K
CQFD ]
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Nous en déduisons la convergence étroite des . :

Théoreme 17.

velw)dy =, 9(z,y)

x étant un élément quelconque de U.

L(z,dy) (17)

On note e(dy) la limite des ¢.(y)dy.

Démonstration. D’apres le paragraphe 2.2, g(z,y) est une fonction continue
a valeurs dans |0, +oc], finie pour y # x. Pour f continue a support compact
dans U, m f(y) est donc également continue a support compact; d’apres le
lemme 16, on a donc

1
Fiy = [ o)) ( f(y)) dy
/U U g(w,y)
1
— fy)L(x,dy
ce qui est bien la convergence étroite énoncée O
Remarque 18. Attention! La relation g(x, y)le) = 1 n’est pas automatique,

—_

car g(x,y) peut étre infini. Néanmoins on a g(r, y)g(x 5 = 1 pourtout y + x et
donc y-presque partout, ce qui justifie la premiére égalité ci-dessus.

Proposition 19. ¢(dy) est une mesure finie portée par K.

Démonstration. L(x,dy) est portée par K, donc e(dy) également. Pour voir
que e est finie, soit € U arbitraire. La mesure L(z,dy) est finie car c’est une

sous-probabilité. De plus, la fonction @ est finie et continue sur le compact
K finie, donc bornée. Par conséquent, e(dy) = g(a%y)L(m,dy) est une mesure
finie. [

4.3 Solution du probleme d’équilibre

La mesure e résout le probleme d’équilibre :

Théoreme 20. 1.
VeeU v(z) = / g(z,y)e(dy) (18)

K

2. e(dy) est la seule mesure sur K solution du probleme d’équilibre (18).

e(dy) est appelée mesure d’équilibre de K (relativement a U et V) ; la masse
totale de K pour ¢ est appelée capacité de K.
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Démonstration. (1). La relation (18) s’obtient en intégrant par rapport a y la
relation suivante :
Ve eU g(z,y)e(dy) = L(z,dy) (19)

Cette relation semble immédiate de par I’équation (17) qui définit e(dy), mais
comme nous le rappelait déja la remarque 18, il faut prendre garde a ce que g
est infini pour y = z et d > 2. On a donc besoin de :

Lemme 21. Si d > 2 alorsVx € K L(z,{z}) =0.

Démonstration. Ce lemme est évident en revenant a la définition de L(z, dy).
En effet, pour d > 2 on a une propriété de transience au sens strict (i.e.
non topologique) pour le mouvement brownien standard qui nous dit que
P,-p.s. Vit >0 Z,- # x et qui vaut a fortiori pour le mouvement brownien
en terrain miné. Par conséquent, L(z, {z}) = P,(Lx >0et Z;, - =x)=0etle
lemme est démontré. D’ou (1). O

(2). Soit é(dy) une mesure sur K satisfaisant (18). Déja, ¢ est une mesure
finie. En effet, pour = € U arbitraire, g(z,y), qui est strictement positive et
continue, est minorée par un m > 0 sur K. Par conséquent,

ar . 1 1
(0K) < - [ gleitn) TP o) < < o0

Soit maintenant f continue et bornée sur U. Pour ;1 > 0, on définit

Guf(2) = [ quran(e, 2150

(thglO) EW- [

" f(Zs) exp {—us - /O V(Zu)du} ds]

G|.f apparait comme une régularisée de f : en effet, on a

Ve U uGuf(z) > f(2)

0

car on a )
f(Zs)exp{—/ V(Zu)du} ds — f(z2) W.,-p.s.
0 s—0

grace au lemme 1. Soit 2 € U. On a par hypothese

/Kg(fv,y)é(dy)z/g(fﬂ,y)e(dy)

K

d’ou, en appliquant a g I'identité de la résolvante avec A =0 :

/K <9U,V+u($,y) + ,u/UgU,V-i-M(CB,Z)gUy(z’y)dZ) &(dy) =
/K <9U,V+u($,y) +M/UQU,VJru(ﬂU,z)gUy(z’y)dz> e(dy)
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ce qui se réécrit, en appliquant le théoreme de Fubini et en utilisant a nou-
veau (18) :

/I<9U,V+u($ay)é(dy)+/L/1]9U,v+u($a2)v(2)d2
_ /K g ea(@, )e(dy) + 1 / Gy en(z, 2)0(2)d

Donc en simplifiant

/K g0, 9)E(dy) = / G, y)el(dy) (20)

K

On en tire

/K WG, F(y)e(dy) “E /K / G+, 2) F(@)(dy)da
(Fubinir GO0, /K /U guvu(y, x) f(z)e(dy)de = /K nG . f(y)e(dy)

d’ot1 par convergence dominée ® quand y — oo :

/K F(w)é(dy) = /K f(y)e(dy)

et ce pour toute f continue bornée, d'ou é = e O

4.4 Un résultat plus précis

On peut raffiner le résultat donnée donné par (18) :

Théoréeme 22.

P,(Lx € dset Z;, - € dy) = r(s,z,y)e(dy)ds

3noter en effet que ||uG, flloo < || f]lco-
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Démonstration. Soitt > 0 et f € L°>°(U) une fonction-test. On a :

E.[1rsef (21, -)] "BV E, [Ex[liesof (Z1,.-)]]

—&. [ [ 1)
W, [ [ ) fela)

(10 / r(t, 2, 2) /K o(=.9) F(w)e(dy)d=

:/ / / Tt 2, 2)r (7, )  (g)e(dy)dadu
/ /(/ (t,2,2) (“—tvz»y)dZ) f(y)e(dy)dv
(semigroupe) / / (0. 2.9) F(g)e(dy)do

ce qu’on voulait n

5 Lien avec les EDP

5.1 Enoncé du théoréeme

Le «potentiel d’équilibre » v(z) que nous venons de définir peut également
étre caractérisé par une équation aux dérivées partielles, ce qui montre le lien
entre le probleme d’équilibre différentiel résolu dans les exposés précédents et
le probleme probabiliste soulevé ici. L'intérét de travailler avec des concepts
probabilistes, outre le nouvel angle d’attaque du probléme que cela procure,
est que cela dispense des conditions de régularité qui étaient demandées pré-
cédemment.

Théoreme 23. Supposons V continue. Alors

1. Sur U ~ K, v est de classe C? et
1
§Av =Vv (21)

2. En les points réguliers de K, resp. de “U, v est continue de valeur 1, resp.
tend vers 0.

Démonstration. 5.2 Llidentité différentielle

Montrons d’abord que v est continue sur U \ K. Soit z € U \ K, soit O un
voisinage de x avec O compact et contenu dans U ~. K. On a :

o(z) = /K o(z, y)e(dy)
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avec g continue sur O x K, et finie (car ONK = &), donc bornée par compacité,
ce qui donne la continuité de I'intégrale par convergence dominée.

Soit L I'opérateur défini sur C°(U) par :
1
Lf=5Af=Vo

On peut montrer sans grande difficulté que L est le générateur du semigroupe
(R”Y )50, ce qui ici signifiera simplement que pour ¢ € C°(U), prolongée par
Oeno,ona:

d

dt j1=0

Remarque 24. Ici nous ne considérons que Uaction de R”"" sur des fonctions
de C*(U). En réalité, comme nous l'avons vu dans les exposés précédents, le
cadre naturel pour étudier U'action du semigroupe est de se placer sur les fonc-
tions de L*(U). Dans ce cas, l'idée générale reste valable, mais d’un point de
vue technique on affirme lexistence d’une extension L de L opérant sur L*(U)
tout entier telle que pour toute fonction ¢ de L?(U), on ait :

E.[p(X:)] = Lo(z)

RV o — ¢ 2w fo
t t—0
Remarque 25. Le formalisme de la remarque ci-dessus permet également de
définir un générateur L de (RY ’V)t>0 prolongeant L dans le cas ot on a seule-
ment V € L} N K9 ce qui permet d’étendre le théoreme 23 dans le cas général
V € KY%. Néanmoins, les outils techniques mis en jeu étant un peu compliqués,

nous n’aborderons pas cette question ici.

On a le lemme fondamental suivant :

Lemme 26. Supposons lexistence d’'un o > 0 minorant V. Alors pour ¢ €
C>*(U), on a

p(z) = — /U Lo(y)g(z, y)dy (22)

Démonstration.

2
&
g
\8
S
|
&
5
s
2
|
=,
O,
=~
8
2
|
s
[oN
~



On utilise ici de maniére essentielle les hypothéses V > aet p € C°:
— pour assurer le convergence de 'intégrale : on utilise que Ly est borné
par une constante et que g(z,-) est L' —car [, g(z,y)1dy = [;° R1(z)dt <
J7 emtdt < oo,
— pour itervertir dérivation et intégrale lors du déconditionnement : on
utilise que Ly est borné par une constante.
— pour établir que E,[¢p(X,)] = 0 : on utilise que E,[p(X,)] < e sup .

]

Montrons maintenant (21). Comme on sait que v est continue sur U \ K, il
n’y a qu’a montrer (21) au sens des distributions, i.e. prouver que pour toute
fonction p € C*(U N\ K) :

/Rd (_%A * V) p()v(z)de =0

Soit donc ¢ € C°(U \ K), et supposons dans un premier temps |V minoré par
un « > 0. Utilisant la symétrie de ¢(-, ), (22) donne :

/ (—%A + V> p(z)g(z, y)dz = o(y)

d’ou en intégrant par rapport a e(dy) :

(=584 v)eto) ([ stwmpetan)az = [ etetan

/]Rd (_%A + V) p(z)v(z)dzr =0

puisque ¢ est nulle sur K.

soit

Maintenant, si V' est juste positive ou nulle, pour o« > 0 on considere la
fonctions v, définie par :

@) = [ guralepex(ds)
K
Il est clair, par définition de g et par convergence monotone, que

gU,V—i—a(fE: ?/) a gU,v(L y)
a\0

d’ou1, toujours par convergence monotone :

va(z) /7 v()
a\,0

Remarque 27. Attention! v, n’est pas le potentiel d’équilibre associé a U et
V +a, puisque on a intégré par rapport a la mesure e (dy), laquelle se rapporte
au potentiel V.
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Le méme calcul que ci-dessus donne alors :

/ (—%A + v) o(z)va(z)dz = —a / p(2)va(z)

Comme v,(x) est dominé par v(x), lui-méme dominé par 1, le théoreme de
convergence dominée donne quand o \, 0 :

/ (—%A ; v) pl@)v(a)dz =0

ce qu’on voulait.

5.3 Les conditions aux bords

Montrons maintenant les conditions aux bords. Rappelons pour X un
fermé, = un point régulier de X, on a pour tout ¢ > 0 : W,(Hx < ¢) — 1.

y—x
Soit = un point régulier de U ; soit > 0 aussi petit qu’on veut. On a pour ¢
suffisamment petit, pour y voisin de z :

Wy(Hk >e)<n

Choisissant un tel ¢, attendu qu’on a au voisinage de x

Wy(Ty <e)=1-n
on a finalement

W,(Ty < Hx) 21— 27

d’ou a fortiori

]Py(H K < OO) < 277
La condition au bord de U s’ensuit.

Soit maintenant ' un point régulier de K. Comme I’heure de la mort du
mouvement brownien est presque stirement > 0 (cf. remarque 8), on a v(z’) =
1. Observant que v(z) = [, g(z,y)ex(dy), avec z — g(z, y) continue pour tout y,
on a par le lemme de Fatou que v est semi-continue inférieurement. Comme

par ailleurs la définition de v rend clair que 0 < v(+) < 1, cela impose a v d’étre
continue en z’ O

6 Application : la saucisse de Wiener

6.1 Présentation du probléme

I¥"  On consideére ici d > 3.

L'idée de cette partie est d’évaluer la «longueur» d'un mouvement brow-
nien. Méme si cela ne signifie rien stricto sensu, on peut toujours évaluer la
taille de la zone proche de la trajectoire du mobile, comme suit :
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Définition 28. Soit (Z;)~o un mouvement brownien standard de R¢. Pour
a > 0, la saucisse de Wiener de rayon a pour lintervalle de temps |[t;,1,] est
définie comme Uensemble des points de R? situés a distance < a de la trajectoire
entre les temps ty et 15 :

Wi, ={z R 3s € [tits] |o—Z| <a}
W¢, sera noté Wi pour simplifier.

5"  Dans cette partie, P désigne la loi d’un mouvement brownien
standard de R“.

On note || laire de W/. Notre objectif est donc d’étudier le comporte-
ment de |IW/?| lorsque a tend vers 0.

6.2 Volume de la saucisse

On observe que Wy = {z € R?; Hp(, ) < t}. D’olt
a7 (Fubini)
E(We) "2 [ B(Ha < o

Cela suggere d’utiliser les temps d’arrét introduits dans les parties précé-
dentes.

Commencons par

Lemme 29.
Vo €R? P-ps. Lpg, #0

Démonstration. Soit 0 ¢ B(x,a) et alors c’est trivial par continuité du mou-
vement brownien. Si 0 € B(z,a), cela découle de ce que, pour un mouvement
brownien standard, tous les points d'une boule fermée sont réguliers (p. ex.
ils vérifient la condition de cone de Zarembda). O

Intuitivement, lorsque a est petit, la transience du mouvement brownien
assure que le mobile, lorsqu’il touchera B(z,a), la quittera presque aussitot.
Cela suggere d’écrire :

]P)(HB(J:,a) < t) = P(O < LB(x,a) < t) + ]P)(HB(x,a) <t et LB(z,a) > t)

Calculons d’abord le premier terme. On montre que la mesure d’équilibre

de la boule B(z,a) est
d—2
e(dy) = ———dSs.a(y) (23)

ou dS, ,(-) estla mesure de Lebesgue sur la sphére 0B(z, a).
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En utilisant le théoréme 22, on obtient alors :

Rd

/ / / gt gy Sy
R4 0B(x,a) 7TU’
d—2
_ - —\a:+z\2/2_d dud
// /aBM ST =dS0a(2)duds
ubini 2/
(F'b )// ( ) u = @ ad72t
9Bo.a (d/2 —2)!

(on utilise ici la notation z! = I'(x 4+ 1) pour = € R).
On va maintenant majorer le second terme. Pour ce faire, on coupe ce der-
nier en deux : pour tout n > 0, on écrit

IP)(O < HB(J: ) & <tet LB(;U a) > t)
P(t < LB(x,a) <t+ 7]) +P<HB(x,a) <tet LB(:):,a) > 1+ 77)

Un calcule totalement indentique au précédent montre que le premier
terme du membre de droite s’integre en :

/ P(t < Lo <t-+n)d 2
5 < T = a
e B(wa) " di2—2an® "

Pour le second terme, on a :

(Markov)
P(Hp(a) St et Lpga >t+0G0,,) <
:H-HI;’(Z a)gtPZH*( z,a) (LB(ZE (l) > T})
ILHB a)St sup ]P)h(LB(a: a) > 77)
heB(z,a)
(thm 22)
/ dS/ ShyeB:ca(dy>

d—2
g lHB(z,a)gt/ dS/ p(37 h'7y —dea( )
n 0B(z,a)

D’ou, en utilisant p(s, -, ) < (27s)~42, S, .(0B(z,a)) = (j/’;—/i),ad ! et en décon-

ditionnant :

1

d—2 _
]P(HB(ac ) X <tet LB(x a) >t + 77) (d/2 — 1)!(27])(1/2_1@ ]P)(HB(x,a) < t) (24)

On conviendra de noter K, la constante W. Il nous suffira par la

suite de nous rappeler que cette constante est finie.
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Intégrant (24) par rapport a z, il vient enfin :

/ P(Hp(pa) <tet Lpgq >t+n)de < Kg,E[|[Wa?
Rd

Nous sommes maintenant en état de conclure. Nous aurons besoin du
lemme suivant :

Lemme 30.
E[[W{]] < oo

Démonstration. On a en effet W7 C B(0,a + supyc, |Z), dout [W7| <
ka(a + supgc,<; | Z:])%, avee kg = 7%?/(d/2)!. Maintenant, on observe que |Z,| <

d 7 d 7
S 1289, done supge,o; | Ze] < S supge,er | 28] et

X
P(sup 12| >X) <d-P(sup 20 > —)
0<s<t 0<s<t d
<d-P (\ZS)\ > %) < 2d- e X2

ou, dans la derniéere inégalité, on a utilisé la relation bien connue :

Lemme 31. Pour ¢ une variable aléatoire gaussienne centrée, P(( > X) <
-X2/2

e .

On obtient alors

L\ 2
X\ (<E> _“)
P(We| > X) <P sup |Zt|>(—) o) <2d-expd -

0<s<t kq 2d2t

Cela assure a la loi de |[IW/| une décroissance suffisamment rapide pour que
son espérance soit finie. ]

Remarque 32. Cette démonstration donne méme que |W{| a tous ses moments
finis, i.e. Vp € [1,00[ E[|W?]? < 0.
Récapitulant les calculs des paragraphes précédents, il vient alors :
ord/2 d—2 ord/2
———a"t < E|W|| £ ————=
(d/2—2)" WAl < Ga—an
La majoration de E[/IV?|] donne, en rassemblant E[|IW?|] dans un seul

membre*, pour a assez petit :

2/ 1 (t + a2 2/
: a
(d/2—2)1 1— K,yqa=2" "

a® 2 (t +n) + K402 E[|W7]

E[[W{) <

oyt

Comme cela est vrai pour 7 aussi petit qu'on veut, on a finalement :

4C’est 1a qu’on utilise le lemme 30.
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Théoreme 33.
24/ d—2

BIWHA ~ @ =it

6.3 Un résultat plus fort

Corollaire 34. Pour tout p € [1,00[, on a :

|Wta| P 27T'd/2
— t
CLdi2 a—0 (d/2 — 2)'

Démonstration. L'astuce consiste a utiliser l'invariance par changement
d’échelle du mouvement brownien pour appliquer un argument de sous-
additivité. Soit a > 0 fixé. Par changement d’echelle, le théoréeme précédent

donne que
E[[Wg] 2m?/? d—2

i o ()2 2)!

Maintenant, on observe qu’on a clairement :
loi
— Pour s <t |[W¢,| = [We |;

— Pourt; <ty < <y, (W [, W2, | sont indépendants ;

- |Wt(i,tn < |Wg,t2| +oee Tt |Wti,1,tn|- A
Soit w > 0 une durée de référence; si on note X’ pour (WG _1yuil> alors
Xﬁl), Xq(f), --- sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que

|[W¢|. On a alors :

P-p.s. W < 1 X0
t t P
avec
) EHE Lo 1
=3 X0 UEY —g ]
t t—oo U

=1

la convergence ayant lieu dans L' et méme dans L” (cf. remarque 32)°. Par
ailleurs, on vient de voir que
Bwe) 2
t  tooo (d/2—2)!

50n en déduit en particulier que la suite (WZJ) est bornée dans L? pour tout p € [1, o0].

=
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d’ou

a d/2
[We _2m qd-2 <
] ]
1 N 1 4 2md/?
- x@ It l z x@0_ ==
DD tZ v a2 — o)
=1 =1
Lt 1
] L]
1 . wel 2
=F = x@O| g | 2t X(’ ad?
A R R D=
=1 -
Il
E a d/2 a d/2
N (W] 2 qd-2 E[[Wgl] 2 a2 = o
tmoo W (d/2 —2)! u (d/2 —2)! u—o0

we| L a2 g
Wil Ly 2m :a?~2. On en conclut la convergence L?,
t o0, (@22

via le lemme d’uniforme intégrabilité suivant (laissé au lecteur) :

Cela démontre que

Lemme 35. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires, bornée dans L pour
b -
tout p € [1,00[. On suppose que X, P2 y. Alors la convergence a aussi lieu
n—oo
dans les L*.

O

Remarque 36. En fait, on a également la convergence presque stire, mais c’est
un peu plus délicat a démontrer ; il faut passer par un contréle de la variance
des |W¢.

6.4 Dimension de Hausdorff du mouvement brownien

Les résultats précédents montrent donc que la taille de la saucisse de
rayon a autour du mouvement brownien est de 'ordre de grandeur de a2
Cela confirme I'idée que le mouvement brownien est de longueur infinie,
puisque pour un chemin simple, mettons C*, de longueur v, la taille de la
saucisse quand a — 0 est équivalente a k;_17a%"!, ou k;_; est la mesure de
Lebesgue de la boule unité en dimension d — 1, s01t % La croissance en
a’?, par contre, est typique d’'une surface, puisque, si on a une surface C'!
d’aire o, le volume de la saucisse est équivalent a k;_y0a?"? quand a — 0.

Pour X C R non vide, on appelle dimension (fractale) de Hausdorff de X
le réel de [0, d], ’il existe, défini par
lim log, (|Wx])
a—0
ou W¢ note la saucisse de rayon a autour de X. Admettant la remarque 36,
on voit donc que la trajectoire du mouvement brownien pour d > 3 est de

dimension 2 presque stirement. Toujours par la remarque 36, on peut méme
définir l'aire (!) de la trajectoire entre 0 et ¢, égale a (d — 2)7 preque stirement.
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Autour du mouvement brownien

Rémi Peyre

21 mars 2007

Résumé

Le document suivant constitue les notes d’'une série d’exposés donnés
du 7 au 21 mars 2007 dans le cadre du séminaire étudiant de 'ENS Lyon,
destiné a des non-probabilistes. Le théme général est ’étude des proces-
sus aléatoires continus et s’organise en deux parties, respectivement ap-
pelées « Mouvement brownien dans R » et « Calcul stochastique »

Le plan de la premiére partie est le suivant. Dans une premiere sec-
tion, on introduit le mouvement brownien comme une sorte de marche
aléatoire universelle, jusqu’a en arriver a une définition rigoureuse. Les
propriétés élémentaires du mouvement brownien sont passées en revue
dans une deuxiéme section. Enfin, la troisiéme section de cet exposé ex-
plique le lien entre mouvement brownien et laplacien, tant du point de
vue du générateur que de celui du générateur dual. Pour le plan de cette
partie, j’ai essayé de rester le plus proche possible de ma vision person-
nelle des choses, de sorte que jhésiterais a désigner un ouvrage de réfé-
rence. Je me suis en partie appuyé sur mes notes de cours de J-F. Le Gall,
dont on trouvera une version informatisée en [1], mais je conseillerais
plut6t au néophyte 'approche plus concrete de R. Bass [2].

Dans la deuxiéme partie, on parle de calcul stochastique : jai essayé
d’introduire ce domaine de la facon la plus intuitive possible, mais sans
trop faire I'impasse sur la rigueur pour autant. Pour les sources, je me
suis appuyé sur mes notes manuscrites du cours de M2 d’Olivier Rai-
mond, ainsi que sur [2] dont japprécie la légereté du style, mais la ré-
férence incontestée du sujet est [4]. L'essentiel de cette partie est assez
didactique : notion de martingale continue, variation quadratique, inté-
grales d’Ito et de Stratonovitch. Puis en guise d’application, nous mon-
trons comment la formule d’It6 permet de montrer I'invariance conforme
du mouvement brownien. Ainsi, on peut donner une construction expli-
cite de la représentation conforme d’'un ouvert non plein de R?.
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1 Mouvement brownien dans R?

0  Dans toute cette partie, on travaille dans Uespace euclidien R, ot d > 1
est un entier fixé. Les vecteurs de R sont notés avec une fléche, et les matrices
de R™? en gras.

1.1 Construction du mouvement brownien

1.1.1 Rappels:laloi des grands nombres, le théoréme-limite central

Théoreme 1.1 (loi des grands nombres). Soit 7 une variable aléatoire a
valeurs dans R, de classe L' (c’est-a-dire que chacune des composantes de ce
vecteur est L'). On se donne )71, 2, ... des varibles aléatoires indépendantes
et de méme loi que X. Alors,

D.S. lZX}l — E[?], (1)

N 4

ot ’espérance du vecteur Y n’est rien d’autre que le vecteur dont chaque com-
posante est l'espérance de la composante correspondante de X.

Théoreme 1.2 (théoréme-limite central). Soit )? une variable aléatoire a
valeurs dans RY, de classe L? centrée, i.e. E[X]| = 0. Soit C la matrice de

covariance de X : notant X — (XD ..., X)) C est une matrice symétrique
dont les coefficients sont définis par :

Ci; = E[X®x0)], (2)

On se donne )71, Yg, ... des variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que Y Alors,

1 al oi
X 2 M), 3)
i=1

ot N (C) est le vecteur gaussien de covariance C, dont le définition est rappe-
lée ci-dessous. (Rappelons également que la convergence en loi d’'une suite de

variables (Y ,,)nen+ vers une variable siﬁniﬁe que, pour f : R* — R une

fonction continue bornée quelconque, E[f(Y ;)] e ]E[f(?)])
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Définition 1.3. On appelle vecteur gaussien réduit tout vecteur aléatoire 7

de R? dont la loi posséde une densité par rapport & la mesure de Lebesgue
donnée par :

aPX =7)

dv N

Pour M € R%? une matrice, le vecteur aléatoire MV a une loi qui ne dépend
que de M 'M, laquelle matrice est d’ailleurs sa covariance; MV (ou, plus pré-
cisément, sa loi) est appelé le vecteur gaussien de covariance M M.

(27T)7d/2€7|?|2/2. (4)

1.1.2 Motivation

Comme il est bien connu, I'expression « mouvement brownien » vient du
nom du biologiste Robert Brown qui, en 1827, observa au sein de grains
de pollens les mouvements tres irréguliers de poussieres microscopiques [3].
Nous allons plut6t nous poser une question abstraite : « A quoi ressemble une
marche au hasard dans R?, vue de loin ? ».

Soit donc ? un vecteur aléatoire de R¢ de classe L2, centré et de covariance

C. Soient ?1, 72, ... des copies indépendantes de 7 Alors on peut définir un
processus a temps discret (M;);cx a valeurs dans R? (dont on choisit un point

O comme origine) par :
t
oM, =Y _X. 5)
=1

Maintenant, nous voulons étudier le comportement de ce processus «vu de
loin ». Comme le théoréme-limite central nous dit que M, va s’éloigner de O
d’une distance de lordre de ¢'/2, il y a une renormalisation toute trouvée par
laquelle nous pouvons définir un processus (M;))ic1 /N, pour A > 0 :

O]\/[} — \"V20M,,. (6)

Nous avons envie d’étudier le processus M* pour ) trés grand, dans I'idée de
voir apparaitre a la limite la loi d'un processus a temps continu (M;®):>o.

A quoi doit ressembler un tel processus? D’une part, le théoréme-limite
central nous dit que la loi du vecteur M; M, pour t < ¢/, doit converger vers
N ((t’ — t)C). D’autre part, par passage a la limite on voit que la trajectoire
du processus apres l'instant ¢ (en prenant M pour point de départ) sera
indépendante de la trajectoire du processus avant cet instant.

Donc, un mouvement brownien (B;);>o, s’il est possible de le définir, devra
vérifier le

L, R . —_— —_—
Theoreme 1.4. Pour t() < tl < Ce < tn, la lOl de (BtoBtp Bt1Bt27 ey Btnletn)

est le produit de vecteur gaussiens indépendants de lois respectives N ((tl —

t)C), ..., N ((t, — t,-1)C).
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On appellera mouvement brownien standard le mouvement brownien dont
la covariance est l'identité. Il nous suffit alors de donner une construction
du mouvement bronwnien standard puisque, si (B;);>0 est un mouvement
brownien standard et M une matrice de R?*%, le processus (B});>, défini par

— — i ,
OB; = MOB; est un mouvement brownien de covariance MM (%).

1.1.3 Une construction du mouvement brownien

Soit D = {r € Ry ; I3p € N, ¢ € N 2 = Z} 'ensemble des nombres
dyadiques positifs; on note D = | |, D%, avec D® = N, D = N \ N,
D® = IN \ 1IN, etc. Il n’existe qu’'une loi possible du mouvement brow-
nien sur I'ensemble des points dyadiques, puisque nous connaissons la loi du
mouvement brownien sur tous les ensembles finis (?). Voici comment on peut

construire effectivement une telle 1oi (3) :

17¢étape : On prend des vecteurs aléatoires gaussiens réduits () indépen-
dants V', Us,..., et pour t € N, on définit

t
OB, -~ 3" 7. ™
=1
Il est évident que (B;);en Vérifie la loi du mouvement brownien.

2¢étape : Pour t € DY), on donne a B, la loi

B,_ B 1
B, = 1/242‘ 12 ar (Zld) ’ 8)

et on fixe ainsi la loi de chaque x € D) de maniére indépendante. On vérifie
par le calcul que c’est bien ainsi qu’'on récupére sur %}N la loi demandée.

3¢étape : On recommence la seconde étape pour fixer la valeur de B; pour
t € D@, puis t € DO, et ainsi de suite. A 'étape 4, la loi d'un point d’abscisse
t € DO est fixée comme :

B, 1+ B i 1
B, — 2 1/2 t+1/2 +N( I). 9)

9 9it1-d

ICela permet bien de construire des mouvements browniens de n’importe quelle cova-
riance, puisque tout matrice réelle symétrique C peut se mettre sous la forme M M.

2Si nous avons pris les dyadiques dans un premier temps, plutét que R, directement, c’est
parce que la tribu sur R, engendrée par les cylindres ne permet pas de mesurer certaines
propriétés des trajectoires a temps continu, par exemple la continuité.

3La méthode que nous décrivons ici est particulierement bien adaptée aux simulations car
on peut augmenter progressivement sa résolution.

4j.e., de covariance 1.
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Et maintenant que nous avons défini une fonction B : D — R%, y a-til un
moyen naturel d’étendre cette fonction a tout R, ? Oui! C’est le

Théoreme 1.5. Presque-stirement, la fonction sur D que nous venons de défi-
nir est continue. On peut donc la prolonger par continuité (°) en une fonction
B : Ry — RY laquelle vérifie le théoréme 1.4, a cause de la satisfaction de ce
théoreme par la fonction restreinte a D et de la continuité de B.

Démonstration. Nous allons démontrer que B est absolument continu sur
D N [0,1]; par réunion dénombrable il s’ensuivra que B est continu sur D
presque-strement. On pose :

—_—

z€[0,1[N5r 7%

Alors, pour démontrer I'absolue continuité de B sur D N [0, 1], il nous suffit de
démontrer que ) 4, converge p.s.. Allons-y donc!

0, s’écrit comme le maximum de 2" variables aléatoires indépendantes de
méme loi N (551;). Or, on démontre aisément l'existence de constantes a et

K telles que, si )7 est un vecteur aléatoire gaussien réduit, alors, pour tout
x>0, ]P(]?\ > 1) < Ke *’/*, De sorte que

on 2
Ve >0 P, 2x) <2"Kexp (— v ) ) (11)
a
En particulier, posons z,, = 2-"/*, alors :
2n/2
P(5, > x,) < 2"K exp <— ) , (12)
a

qui est le terme général d’'une série convergente. Par le lemme de Borel-
antelli, il s’ensuit que p.s. J,, < x,, a partir d’'un certain rang ; comme Ty

Cantelli, il & t On < tir d’ t "

converge, » 0, converge p.s.. O

Remarque 1.6. La continuité du B n’avait rien d’évident a priori! Imagi-
nons par exemple que nous ayons considéré, au départ, une marche aléatoire
dont les pas n’étaient pas L2 Alors, sous certaines hypotheéses convenables,
la marche s’éloigne de l'orginie en {* pour un « e]%, oo[. On peut alors faire
comme précédemment un travail de renormalisation pour arriver a un pro-
cessus, qualifié de processus i-stable. Ce processus n’est pas continu et pré-
sente des sauts, comme on peut le constater sur la figure 1.1.3 : la meilleure
régularité qu’on puisse obtenir est la régularité de classe cad-lag (continu a
droite, limite a gauche).

5Dans la pratique, on ajoute comme hypothése que le mouvement brownien est toujours
continu, et pas seulement presque-siirement, et ce afin de pouvoir dire qu'un mouvement
brownien est une variable aléatoire a valeurs dans ’espace des fonctions continues de R
dans R¢.
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F1G. 1 — Une réalisation d’'un processus %-stable : ce n’est clairement pas un
processus continu

1.2 propriétés du mouvement brownien

O  Dorénavant tous les mouvements browniens que nous considérerons
seront standard ; les propriétés des mouvements browniens de covariance quel-
conque se déduisent facilement des propriétés du mouvement brownien stan-
dard énoncées ci-dessous.

0  Dans la partie précédente, nous avions formalisé le mouvement brow-
nien comme un processus a valeurs dans lespace physique (i.e., B; est un
point), issu d’un point-origine O ; dorénavant pour alléger les notations nous

noterons B, pour OB, de sorte que ( B.);>o sera un processus a valeurs vecto-
rielles.

1.2.1 Visualisation graphique
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F1G. 2 — Graphe d’une réalisation du mouvement brownien en dimension 1
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FI1G. 3 — Trajectoire sur [0,7] d’'une réalisation du mouvement brownien en
dimension 2
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1.2.2 Premieres propriétés

Proposition 1.7 (propriété de Markov faible). Pour tout t > 0, on note
Fi = a( wy U< t) la tribu engendrée par la trajectoire du mouvement brow-

nien jusqu’au temps t. Alors le processus (?wt — ?t)@o est indépendant de
F,, et sa loi est celle d’'un mouvement brownien.

Cette propriété est évidente a partir des définitions. Elle a pour corollaire
essentiel la propriété de Markov forte, que nous énoncons ci-dessous sans dé-
monstration. En fait, la démonstration de Markov fort a partir de Markov
faible repose simplement sur un jeu d’écriture formel assez pénible, mais I'in-
tuition permet de 'admettre sans difficulté.

Nous avons besoin d’introduire la

Définition 1.8. Une variable aléatoire T a valeurs dans [0,00] est un
temps d’arrét si, pour tout t > 0, l’événement {1 < t} est F;-mesurable. Mo-
ralement, un temps d’arrét correspond a une régle permettant de crier « stop ! »
au cours de l’évolution du mouvement brownien pour un observateur qui dé-
couvre la trajectoire au fur et a mesure.

Pour v un temps d’arrét, on définit la tribu du passé avant 7, F,, qui est
moralement l’ensemble des informations dont notre observateur dispose sur le
mouvement brownien au moment ot il crie stop. Techniquement, un événement
A est dans F, si et seulement si :

VE>0 (Aet7<t)eF. (13)

Corollaire 1.9 (propriété de Markov forte). Pour tout temps d’arrét T, le

processus (B ., — B;)uso, s'il existe (), est indépendant de F, et est aussi un
mouvement brownien.

Les propriétés de Markov expriment donc que la trajectoire future d’un
mouvement brownien (en ayant remis l'origine a la position actuelle du mo-
bile) ne dépend pas de son passé.

Quelques autres propriétés immédiates du mouvement brownien :

Proposition 1.10 (isotropie). Si (Et)t>0 est un mouvement brownien et M

une matrice de O(d), alors (M B);> est aussi un mouvement brownien stan-
dard.

Proposition 1.11 (invariance d’échelle). Si (ﬁt)t20 est un mouvement
brownien, alors, pour \ €)0, co|, le processus ( B?});>o défini par

BY=\12H,, (14)

est lui aussi un mouvement brownien standard.

6Ce processus n’existe en effet pas si 7 = cc.
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Une derniere propriété, évidente pour les lois finidimensionnelles de mou-
vement brownien, quoiqu’assez technique a démontrer sous sa forme conti-
nue :

Théoreme 1.12 (théoreme de support). Notons C l'espace des fonctions
continues de R a valeurs dans R? issues de 0, que nous dotons de la topologie
définie par la convergence sur tout compact, C est alors un espace polonais
(i.e., séparable et métrisable). Le mouvement brownien est alors une variable
aléatoire a valeurs dans C, et le support de cette variable aléatoire est C tout
entier.

Remarque 1.13. En d’autres termes, le mouvement brownien a une probabi-
lité non nulle d’étre localement C°-proche de n’importe quelle fonction conti-
nue.

1.2.3 Propriétés non triviales
Lois de 0 — 1.

Les lois de 0 — 1 sont le point de départ de nombreuses démonstrations
concernant les propriétés du mouvement brownien.

Définition 1.14. On appelle tribu instantanée, notée F,., la tribu des événe-
ments qu’on peut déterminer au bout d’un temps aussi court que l'on veut :

N\
For=[)F- (15)
e\0

On appelle tribu asysmptotique, notée F>< ("), la tribu des événements qu’on
peut déterminer a partir d’'un moment aussi tardif qu’on veut :

N\
Foo _ ﬂg<§u;u>t>. (16)
t oo
Théoreme 1.15. La tribu Fy, est triviale, i.e. elle ne contient que des événe-
ments dont la probabilité est 0 ou 1.

Démonstration. Soit un événement A € F;,, et soit un événement B € F.. (8).
Nous allons montrer que A et B sont indépendants. Prenant B = A, il s’en-
suivra alors que A a pour probabilité 0 ou 1.

On observe d’abord la validité d’'un lemme tout-a-fait général :

"Ne pas confondre avec F., = Ut//‘O F; qui est la tribu compléte de tous les événements
mesurables par rapport a la trajectoire du mouvement brownien.
8Ne pas confondre F., et >, cf. note 7.
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Lemme 1.16. Soit A un événement de F.,, soit ¢ > 0. Alors il existe un en-
semble fini d’instants ty,...,t, et un événement A € o(By,,..., By,) tels que A
soit « tres proche » de A au sens ou :

P(AAA) <e. (17)

On prend ¢ > 0 arbitrairement petit et B obtenu grace au lemme 1.16 pour
approximer B ; il nous suffit de montrer que B est indépendant de A. On a

B € o(By,,..., By,), ou on peut supposer que tous les ¢; sont non nuls, car
§0 = 0 p.s., donc la tribu a(?o) est triviale. Soit donc ¢* le minimum des
t;. Comme A € Fy,. C Fu et que, par la proriété de Markov faible, (ﬁt)@t*

ne dépend de F;- qu'au travers de ?t*, il nous suffit de vérifier que B, est
indépendant de A. Soit donc X C R? mesurable, nous allons montrer que

{?t* € X} est indépendant de A.
Soit ¢ €0, t*[. Pour 7 € R?, on pose :

o, ) = P(Br € X|B. = 7). (18)

Comme on connait explicitement les densités de transition du mouvement
brownien (%), il est aisé de vérifier que ¢ est continue en (0, 0) par le théoréme
de convergence dominée. Comme A est dans F., la propriété de Markov faible
au temps ¢ permet d’écrire :

P(Aet B, € X) = E[lap(e, B.)] B E[14 ¢(0, )] = P(A)P(B, € X). (19)
o P(B 4 eX)

C’est I'indépendance recherchée. ]

Remarque 1.17. Le théoréme 1.15 signifie que le mouvement brownien n’est
pas amené a «faire des choix » a un instant précis. C’est une propriété tres
agréable qui se retrouve chez bon nombre de processus, contrairement a
Pautre loi de 0 — 1 (1°) que nous allons maintenant énoncer.

Théoréeme 1.18. La tribu F est triviale.

Démonstration. La démonstration la plus classique et la plus courte de ce
théoréeme consiste a utiliser une transformation qui transforme 7,, en F*.
Je n’aime pas cette démonstration qui n’éclaire pas la généralité des phéno-
meénes mis en jeu, aussi y ai-je préféré celle qui suit.

91ci on considere le cas d'un mouvement brownien standard, ou plus généralement le cas
ou la matrice C est non dégénérée. Si C est dégénérée, on peut contourner la difficulté en se
resterignant a un certain sous-espace de R?, dans lequel on a un mouvement brownien non
dégénéré (de dimension inférieure a d).
1077 le le pl i lui d b ien d I h, boli
exemple le plus typique est celui du mouvement brownien dans I’espace hyperbolique,
hélas nous n’aurons pas l'occasion de ’aborder dans cette série d’exposés.
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Soit A un événement de 7. Pour ¢ > 0, 7 € RY, on pose
w(t, ) = P(A|B, = 7). (20)

Nous allons montrer que (¢, -) est uniforme; en effet, un argument général
nous permet d’affirmer que, p.s., ¥(t, 5;) B~ 14, d’ou, notant V(¢) la valeur
— 00

de ¢ (t, 7) pour tout 7, il s’ensuit que la fonction déterministe U(t) converge
p.s. vers 1, quand ¢ tend vers 'infini, ce qui n’est possible que si A est de
probabilité triviale.

Soient donc ¢ > 0 un instant et 7, ¥ deux vecteurs distincts. Notons H
I’hyperplan médiateur de [?, 7] et posons 7 le temps d’atteinte de H par le
mouvement brownien apres le temps ¢ :

T:/{u>t;§u€H}. (21)

On vérifie facilement que 7 est un temps d’arrét, et, grace aux propriétés du
mouvement brownien en dimension 1, que :

Avis 1.19. 7 est fini presque-stirement.

Comme A ne dépend que du comportement du mobile apres 7, la propriété
de Markov forte nous donne :

O, T) = E[w(r, B.)|B: = 7). (22)

Mais, par symétrie du mouvement brownien, (7, 37) a la méme distribution

sous P(-\?t — ) et sous P(-\?t — /) ! Par conséquent, 1(t, 7) = (¢, ),
CQFD. O

Enoncons enfin des propriétés plus fines du mouvement brownien.

Théoreme 1.20 (récurrence et transience). 1. Pour d = 1, presque-
stirement le mouvement brownien passe par tous les points de l'espace
et y retourne toujours.

2. Pour d = 2, presque-siirement le mouvement brownien visite tout ouvert
de R? et revient le visiter aussi tard qu’on veut. Par contre, presque-
stirement le mouvement brownien ne revient jamais en 0, et pour tout
T + 0, presque-sirement le mouvement brownien ne passe jamais par

3. Pour d > 3, presque-stiirement |§t| 0% et Uadhérence de la trajectoire
——00

du mouvement brownien est d’intérieur vide.

Théoreme 1.21. Presque-siirement, le mouvement brownien est localement
a-holdérien pour tout o €]0, %[, et n’est pas localement a-holderien pour tout
ae 3,1
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Remarque 1.22. Le théoreme 1.21 donc que la trajectoire du mouvement
brownien est trés « découpée ». Létude des mouvements browniens ameéne
d’ailleurs rapidement a évaluer des dimensions fractales, et c’est ainsi pour
sa démonstration que ’enveloppe extérieure du mouvement brownien a pour
dimension fractale 4/3 en dimension 2, entre autres, que W. Werner a obtenu
la médaille Fields en 2006.

1.3 Mouvement brownien et laplacien

Le mouvement brownien (standard) de R¢ est intimement lié au laplacien,
et j’ose méme dire qu’on ne comprend vraiment le laplacien qu’a I'aide du mou-
vement brownien. En fait, les liens entre mouvement brownien et laplacien,
comme nous allons le voir, sont doubles : d'une part, 'opérateur %A est le gé-
nérateur du mouvement brownien, en lien avec 'équation de Laplace, d’autre
part c’est aussi son générateur dual par rapport a la mesure de Lebsegue, en
lien avec 'équation de la chaleur.

1.3.1 Générateur du mouvement brownien

Définition 1.23 (générateur d’un processus markovien). Soit (X;);>o un
processus (au moins cad-lag) a valeurs dans un espace (polonais) £, marko-
vien, i.e. vérifiant les propriétés de Markov (1.7) et (1.9). Ce processus définit
alors un semigroupe d’opérateurs (P');>o agissant sur L>(€) par :

P'f(z) = E[f(Xy)| X0 = z]. (23)
On appelle générateur du processus markovien X lopérateur L défini formel-

lement par : .

Moralement, le générateur de f dit de combien f(X) a tendance a augmenter
lorsqu’on se trouve au point .

(24)

Exemple 1.24. Soit un processus markovien a valeurs dans un espace a deux
points {a, b} : le processus saute de a vers b avec une loi exponentielle (1!) de
parametre «, et de b vers a avec une loi exponentielle de parametre 5. Le
générateur L de ce processus associe a une fonction f : {a,b} — R la fonction
Lf:{a,b} — R définie par :

Lf(a) =a(f(b) = f(a);
{ Lf(b) = B(f(a) = f(b)). (25)

HTes lois de sauts sont nécessairement exponentielles a cause du caractére markovien du
processus qui oblige les sauts a étre sans mémoire.
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La donnée d’'un processus markovien, nous 'admettrons, est en fait équi-
valente a celle de son générateur : cette notion jette donc un pont essentiel
entre probabilités et analyse.

Proposition 1.25. Le générateur du mouvement brownien standard de R? est
EYAN
sA.

Démonstration. Soit f € C3(RY), avec f” bornée. Soit = un vecteur aléatoire

gaussien réduit. Alors la loi de ﬁt sachant BO, est celle de §0 + ¢V 2= Par
conséquent,

Elf(B))|Bo = 2] = B[f(Bo) + t'/2Z]

"R | f(Bo) 415, B 451 fE e D)+ 0<t3/2>|§|3]
— [(Bo)+ 1"V f-E[E] +%tv2§>0 FE[(E ® )] +0(%?)
-0 =I,
= [(Bo)+1(Ag,f+0(#?)), ©26)
d’ou le résultat. O

1.3.2 Résolution du probleme de Dirichlet

Définition 1.26. Pour L le générateur d’un processus markovien, on appelle
fonction L-harmonique toute fonction f telle que Lf = 0.

Une fonction £-harmonique est donc une fonction vérifiant le

Lemme 1.27. Si (X;):>0 est un processus markovien de générateur L et f une
fonction L-harmonique bornée, alors on a pour tous 0 <t < t/, pourtout x € E :

E[f(Xy)| Xy = 2] = f(). (27)

On dit que le processus aléatoire f(X;) est une martingale. Le lemme 1.27
est pratiquement évident a partir de la définition 1.23. Ce lemme a un corol-
laire puissant qui lui est ce que le corollaire 1.9 était a la proposition 1.7 :

Corollaire 1.28. Si f est L-harmonique et bornée, pour T un temps d’arrét fini
p-S. :
E[f(X:)|Xo = 2] = f(z). (28)

Nous allons maintenant nous apercevoir que le mouvement brownien ré-
sout tout naturellement le probleme de Dirichlet. Soit en effet U un ouvert
borné de R? et f une fonction définie sur OU et continue. Le probléme de Di-
richlet consiste & trouver une fonction f sur U qui soit harmonique (au sens
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usuel) sur U et qui coincide avec f sur OU tout en étant continue aux points
de OU. L'analyse nous dit qu'une telle fonction f est unique. Supposons donc
que nous connaissions f. Soit un mouvement brownien sur R? et définissons
7 comme le temps de sortie de U :

T=inf{t >0; X, ¢ U}. (29)

7 est le moment ou le mouvement brownien quitte U et, par continuité du
mouvement brownien, X, est donc un point de OU (quand le mouvement brow-
nien part d’'un point de U). Il est facile de vérifier que 7 est un temps d’arrét;
le corollaire 1.28 nous donne alors :

Proposition 1.29. Pour tout x € U, f(z) = E[f(X,)].

Nous sommes donc arrivés a exprimer f sur U en fonction de ses valeurs
sur OU : le probleme de Dirichlet est résolu de maniére « explicite ».

Remarque 1.30. Réciproquement, on démontre simplement que, si U est un
ouvert de R? et (X;);>o un processus continu de générateur L, pour f une
fonction définie sur OU, la fonction E[X,|X, = -| est L-harmonique et vaut f
sur OU.

Remarque 1.31. Vous avez peut-étre remarqué que j’ai passé sous silence la
question de la continuité de f au bord de U. Cette continuité parait naturelle
vu la fagon dont f est définie, mais on peut se demander si elle est toujours
vraie. En fait, on démontre que ce n’est le cas que si OU est suffisamment
régulier. Plus précisément, la condition la plus usuelle qu’on utilise est la
«condition de cone » de Zaremba : on veut qu’en tout point 7 de 90U, il existe un
demi-cone d’intérieur non vide de sommet 7, qui soit entiérement a I'extérieur
de U. Si la condition de cone n’est pas respectée, la fonction E[X,| X, = -] peut
ne pas étre continue au bord. En fait, la condition nécessaire et suffisante pour
assurer la continuité au bord, indépendamment de f, est celle-ci : tout point
T de OU doit étre régulier, ce qui signifie que, pour un mouvement brownien
issude 7 :

ps. inf{t>0; X; ¢U}=0. (30)

En dimension 2, ainsi, un point isolé de OU ne sera pas régulier. Plus fort :
en dimsension 3, la pointe d'une « aiguille » d’équation en coordonnées cylin-
driques r = e~'/# n’est pas réguliére non plus. On vérifie que, dans chacun de
ces cas, la condition de cone n’est pas vérifiée (voir la figure 4).

1.3.3 Une application : transience du mouvement brownien en di-
mension 3.

Nous allons utiliser les résultats du § 1.3.2 pour démontrer la transience
du mouvement brownien en dimension 3. Plus précisément, nous allons nous
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F1G. 4 — Les ouverts U, et Us ne sont respectivement pas réguliers en P; et P;.

< . — .
concentrer sur la démonstration que, pour E #+ 0, presque-stirement le mou-
vement brownien n’a pas 7 dans son adhérence, i.e. :

E>0 VE>0 ‘7—E’t>g. (31)

Posons Ry, = |?|. Pour R > R, et € €]0, Ry[, on va calculer la probabilité,
notée p(e, R), que le mouvement brownien s’approche a une distance ¢ du point
7 avant de s’en éloigner de la distance R. On note U 'ensemble des points
situés a une distance de 7 comprise entre ¢ et R (U a donc une forme de
cerise dénoyautée). Nous définissons une fonction f sur U, qui vaut 1 sur
OB(7,¢) —la surface du noyau de la cerise — et 0 sur 9B(7, R) —la peau de
la cerise. Notant 7 le temps de sortie de U, c’est un simple jeu d’écritures que
d’affirmer :

p(e,R) = E [7(37)} . (32)

Mais, dans ce cas précis pour U, nous savons résoudre exactement le probleme
de Dirichlet. Plus précisément, la fonction suivante est harmonique et inter-
pole f, ot1 on a noté p pour |? — 7| :

eR €

f(?)—(R_g)p—R_g- (33)

Comme la solution du probleme de Dirichlet est unique, c’est donc que f (7)
coincide avec E [T(ﬁ%ﬁo = 7} En particulier :

E(R — Ro)

T on (34)

p(e, R) =
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Supposons d’abord ¢ fixé. Notons A, p 'événement «le mouvement brow-
nien s’approche a une distance ¢ du point 7z’ avant de s’en éloigner de la
distance R », de sorte que p(¢, R) = P(A. ). Il est clair que, pour R < R/,
A. r C Acrr, (et, en effet, (34) montre que p(c, -) est croissante). Par passage a
la limite dénombrable (12), il s’ensuit que I’événement A. .., égal par définition
alUp. o Ac.r, @ pour probabilité

(¢,00) = lim ple.B) = — (35)

p(e, 00 —Rgrolope, =R
Or, par continuité du mouvement brownien, ’'événement A, ., signifie que le
mouvement brownien approche au moins une fois 7 & une distance inférieure

a ¢. Pour ¢ suffisamment petit, cette probabilité peut étre rendue aussi petite
qu’on veut, d’ou le résultat.

1.3.4 Générateur dual

Une chose agréable avec le mouvement brownien est que ses lois de tran-
sition sont a densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

Définition 1.32. On dit qu'un processus markovien (X;):> @ valeurs dans R*
est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue dx s’il existe une fonction

p:]R";><]Rd><le—>lRJr

(36)
(t, 2, y) = p'(z,y)
telle que les lois de transition aient pour densité p'(x,-) :
dP(X; = y| Xy = =) = p'(z, y)dy. (37)

Dans ces conditions, on peut imaginer une assemblée de particules brow-
niennes, dont le nombre est supposé preque infini : au cours de leur évo-
lution, la densité locale de ces particules p,(-) par rapport a la mesure de
Lebsegue restera finie. On se demande alors quelle est la loi de ’évolution
— déterministe, en vertu de la loi des grands nombres — de la fonction p;. A
cause du caractere markovien de ’évolution, il s’agira d'une équation différen-
tielle linéaire du premier ordre en temps. Laquelle ? Soit f une fonction-test,

I’évolution de p; sera telle que :

/ pe(a) f(@)dz = / po(@)E[f(X)| X = olda (38)
R4 R4

Dérivons par rapport au temps :

/}Rd Op(z) f(x)dx = /Rd p(x)Lf(x)dx. (39)

12D’ot1 notre remarque sur la relation d’ordre : lintersection que nous considérons est non
dénombrable, mais se rameéne a une intersection dénombrable puisque la cofinalité de I'ordre
sur R, est w —pour le dire en termes pompeux.
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Pour faire ressortir la fonction f dans I'intégrale au second membre, on utilise
naturellement le concept de dualité dans I'espace de Hilbert L?(dx) :

Définition 1.33. Pour L un opérateur sur L*(dx), on note L* l’opérateur ad-
joint caractérisé par, pour toutes fonctions f et g :

y flx)Lg(z)dx = /Rd g(x)L* f(x)dx. (40)

Il s’ensuit finalement que :

Proposition 1.34. La densité p de particules obéit a l’équation d’évolution :

Op = L"p. (41)

Dans le cas du mouvement brownien, puisque £ = %A, on a, d’apres les for-
mules d’intégration par parties, £* = %A (13). Ainsi, p évolue selon ’équation
de la chaleur. C’était physiquement attendu, puisque I’équation de la chaleur
régit les phénomenes de diffusion (de particules, de chaleur...), ou 'on peut
considérer que les objets diffusants suivent des marches aléatoires indépen-
dantes, qui, vues de loin, sont browniennes.

1.3.5 Application : conditions au bord de Von Neuman en dimension
1

Nous allons voir dans ce paragraphe comment cette interprétation « phy-
sique » de ’équation de la chaleur peut donner naturellement la solution a
certains problémes non triviaux d’équations aux dérivées partielles.

Soit [a, b] un segment non trivial de R, ¢ €]a, b[. On s’'intéresse au probléeme
physique suivant : une assemblée de particules browniennes indépendantes,
initialement concentrées au point ¢, diffuse dans le segment [a, b] sans pouvoir
en sortir.

Quelle est la traduction mathématique de ce probleme ? Sur |a, b, la den-
sité p de 'assemblée de particules évoluera selon ’équation de la chaleur. Au
bord, I'interdiction pour les particules de sortir se traduit par 'absence de flux
de particules. On pourrait calculer facilement que celui-ci est proportionnel a
d.p, de sorte que nous sommes amenés a résoudre 'EDP :

p(07 1:) = 66 )

Op = 30%p surla,b[; (42)
VE2 0 0Oup(t,a) = Oup(t, b) = 0.

A priori, cette équation n’est pas facile. Mais tout devient plus simple si
nous cherchons a suivre une particule a la trace. L'évolution de la particule,

13Pour moi, il ne faut rien voir de plus qu'une coincidence amusante dans 1'égalité entre £
et L*.
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F1G. 5 — La fonction ¢

déja, est brownienne sur |a, b[. Comment se comporte-t-elle au bord ? Eh bien,
puisque le mouvement brownien est symétrique par retournement de I'axe
des = (cf. proposition 1.10), on peut imaginer que tout se passe comme si on
avait « replié » la droite réelle sur le segment [a, b] ; concretement :

Définition 1.35. On définit la fonction de pliage ¢ : R — [a,b] par ¥ (z) =
z—2n(b—a)siz € a+2n(b—a),b+2n(b—a)] pourn € Z, et Y(z) = (b+a) —
(= (@2n+1)(b—a))siz€la+ (2n+1)(b—a),b+ (2n+1)(b— a)]. Voir aussi la
figure 5.

Alors, si (B;)i>0 est un mouvement brownien issu de ¢, la position de la
particule a l'instant ¢ sera donné par ¢(B;). Comme par ailleurs on connait
parfaitement la répartition statistique de B, et la fonction ¢, on arrive a :

Théoreme 1.36. L'(unique) solution de l’équation (42) est donnée par :

p(t,z) =

1 —(e+2n(b-a)—c) * o —((b+a)—(@+(2n+1)(b—a))—c) * o }
e + e . (43)
w1z >

Remarque 1.37. Une fois de plus, jai passé une escroquerie énorme sous le
tapis. In fine, en effet, j’ai déclaré que la condition au bord revenait a réfléchir
le mouvement brownien en a et en b. C’est vrai, mais en réalité des que la
dimension devient plus grande que 1, il peut exister d’autres facons de réflé-
chir le mouvement brownien, i.e. des réflexions non orthogonales! Dans ces
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situations, chaque fois qu’elle touche le bord la particule est (infinitésimale-
ment) déviée dans une direction parallele au bord, et cela conduit a une loi
différente pour la trajectoire de la particule réfléchie (*). Mais en dimension
1, il n’existe qu'une facon de réfléchir la particule au bord, et par conséquent
celle que nous avons décrite est nécessairement la bonne.

2 Calcul stochastique

2.1 Concept de martingale

Pour parler de calcul stochastique, il est absolument nécessaire de
connaitre le concept de martingale, ce que cette partie se propose de faire.

0  Dans cet exposé, les martingales considérées seront toujours des mar-
tingales continues indexées par R,.

Pour parler de martingales, nous devons utiliser le vocabulaire des filtra-
tions : lorsqu’on considére un processus aléatoire dépendant du temps (en
Poccurrence, indexé par R, ), un observateur qui ne connait rien du processus
au départ en acquiert 'information au fur et 2 mesure. D’ou la

Définition 2.1. On appelle filtration une suite croissante de tribus indexées
par le temps (Fi)i>o, telles que F; représente linformation acquise au temps t.
Pour un processus (X:):>o, la filtration canonique associée a X est donnée par

Définition 2.2. Une martingale est un processus (M;):>o a valeurs dans R qui
n’a tendance, ni a croitre, ni & décroitre : pour tous t < u, on a :

E [M,|F] = M,. (45)
Par exemple, le mouvement brownien nous permet de définir de nom-
breuses martingales continues :

Proposition 2.3. Soit (B,);>0 un mouvement brownien undimensionnel,
alors :

1. (Bi)i>0 est une martingale ;

2. (B — t)i>0 est une martingale (martingale quadratique) ;

14Que des déviations infinitésimales finissent par avoir un effet notable est, pour moi du
moins, assez contre-intuitif. Pour mieux cerner ces réflexions non orthogonales, il nous fau-
drait parler de temps locaux, mais cela nous emmenerait trop loin. ..
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3. Pour tout a € R, <ean_“2t/ 2) est une martingale (martingales exponen-

. t=0
tielles).

Démonstration. Pour t < u, on sait que la loi conditionnelle de B, sachant B;
est B, + (u—1t)/2¢, ol € est gaussienne réduite. Par conséquent, le n° 1 signifie
que E[B, + (u — t)"/?¢] = B,, qui est vrai car E[¢] = 0, le n°2 signifie que
E [(Bu + (u—1)12%)° - t} — B,? — u, qui découle de E[¢] = 0 et E[¢?] = 1, et le

N N s, . 2
n° 3 se ramene a vérifier la relation E [¢%] = ¢ /2, ]

Un théoréme tres puissant sur les martingales est I'inégalitée de Doob,
qui permet de controler globalement une martingale a partir de sa valeur
terminale :

Théoréme 2.4 (Doob). Soit (M,),cjo 1) une martingale continue, o T' peut
aussi bien étre une constante qu’un temps d’arrét (avec, dans ce der-
nier cas, une hypothese d’uniforme intégrabilité cruciale). Notons ||M| . =
supyepo7y | Me| ; alors, si My est une variable aléatoire de classe L* ('), || M|«
lest aussi, et

E[|M]l«?] < ABE[|M7]?]. (46)

2.2 Intégration contre le mouvement brownien
2.2.1 Motivations

Avant tout, rappelons le concept d’intégrale de Stieltjes. Pour i une me-
sure signée sur R, supposée ici sans atome, i peut étre décrite par une fonc-
tionm : R — R, z — p(] — oo,z]). Dans ces conditions, pour f : R — R
continue (ou, plus généralement, mesurable) et bornée, on a coutume de no-
ter [ fdm pour [ fdu, puisque u([z,z + dz]) est I'accroissement de m entre
et x + dx.

Il est assez courant en physique de voir des intégrales arriver directement

. 1. . L. -
sous la forme de Stieltjes (par exemple, la travail d'une force ? s’écrit [ ? -dx,
ou z est la position de la particule), et on est ainsi amené a se demander s’il
est possible d’intégrer contre un mouvement brownien. Hélas. . .

Proposition 2.5. Le mouvement brownien n’est pas l'intégrale d’une mesure
sur R.

Démonstration. En effet, si m est I'intégrale d'une mesure signée i, alors m

15En fait, il existe une inégalité de Doob L? pour tout p €]1, o], mais ici le cas L? suffit a
notre cause.
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est a variations bornées, cad. que toutes les quantités
S f(xi) = flmim)], w0<a1 < <apn €N 47)
=1

sont bornées par une méme valeur M — a savoir, la masse totale de |du| (15).
Or, presque-stirement le mouvement brownien n’est a variations bornées sur
aucun segment [a, b, comme nous I'allons montrer. Pour fixer les idées prenons
[a,b] = [0,1], et notons V' la variation totale du mouvement brownien sur ce
segment. Par définition, pour n € N* arbitraire,

vy |B - B, (48)
=1
ou encore, puisque nous connaissons la loi de (By, B1y,, ..., B1) :
1 n
vyl 9)
=1

ou les ¢; sont des v.a. normales réduites indépendantes. Comme les |¢;| ont une
espérance I strictement positive, le loi des grands nombres affirme que, pour
n suffisamment grand, > ", |&| est plus grand que nE’, pour un £’ €]0, E|
abritraire, avec une probabilité aussi grande que 'on veut. On en tire que V'
est plus grand que E'n'/? avec la méme probabilité, donc, en faisant tendre n
vers l'infini, V' est infini presque-siirement. n

Question 2.6. Peut-on quand méme donner une définition sensée de [ fdB, ou
f est une fonction mesurable et (B;);>o un mouvement brownien ? f doit pouvoir
dépendre de la trajectoire du mouvement brownien, cad. que, si on note w la
réalisation du mouvement brownien, f peut étre de la forme f(t,w) (7).

Il y a un cas ot on n’hésite pas sur la définition a donner a l'intégrale :
si, en effet, il existe presque-stirement des instants 0 = #y(w) < t1(w) < --- <
tn,—1(w) < tn,(w) =t tels que, sur [t;_1(w),t;(w)], f vaille a;(w), alors on veut
poser :

Nw

t
/ f(t, w)dBt = Z ai(w) (Bti(w) — Bti,l(w))- (50)
0

=1
Par conséquent, toute définition ultérieure de [ fdB devra vérifier (50).

On aurait deux desiderata pour notre intégrale stochastique :

16Précisons qu’en fait, il suffit que ; soit une mesure signée locale pour pouvoir définir le
concept d’intégrale de Stieltjes, auquel cas il ressort que f doit étre a variations localement
bornées.

1"Nous ne rentrerons pas ici dans la question — pourtant importante ! — du type précis de
fonctions f contre lesquelles 'intégration est possible. Mais il faut savoir qu’apparait natu-
rellement une condition dite de mesurabilité progressive, qui exprime en substance que f (-, t)
est Fi-mesurable, et que f(w, ) est mesurable presque-stirement. D’autre part, les conditions
d’intégrabilité a respecter par f ne sont pas les conditions L' habituelles, mais des conditions
de type L?. En général, on demande & f d’étre localement L>° presque-sirement.
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1. Si f(t) est F;-mesurable, dans le mesure ou d B; est centré et indépendant
de F;, on veut que le processus ( fot f(w, u)dBu) soit une martingale.
t=0

2. Par analogie avec le cas des intégrales de Stieltjes, si pour une certaine
fonction g, f est de la forme ¢'(B;), on veut fot g (B,)dB, = g(B;) — g(By).-

Hélas. ..

Avis 2.7. Les conditions 1 et 2 ci-dessus sont incompatibles.

Démonstration. Si f(w,t) = ¢'(B;), pour que les conditions 1 et 2 soient vé-
rifiées il faudrait que (g(B:)) >0 S0it une martingale, ce qui est clairement
impossible si 0 est le minimum absolu strict de g. n

Mais ne paniquons pas : en fait, les deux voies exposées ci-dessus vont sim-
plement aboutir a deux définitions différentes de 'intégrale. La condition n°® 1
aboutit a l'intégrale d’Ité, et 1a condition n° 2 a 'intégrale de Stratonovitch. La
définition plus ou moins informelle que nous allons donner de ces deux inté-
grales aura au moins 'avantage d’éclairer le parallélisme direct entre les deux
constructions, qui n’apparait pas toujours dans les ouvrages de référence. En-
core un mot : I'intégrale « par défaut » qu’utilisent les probabilistes est I'inté-
grale d’It6. Mais il existe de nombreux cas ou c’est I'intégrale de Stratonovitch
qui apparait pertinente ! Le lecteur est donc invité a garder en mémoire I'idée
suivante :

0 Il existe deux facons de définir lintégrale stochastique, et selon les
contextes I'emploi de l'une ou lautre est préférable.

2.2.2 Intégrale d’Ito

Supposons donnée une fonction aléatoire f : [0,7] — R, continue p.s.,
avec f(t) F;-mesurable (on dit sur ce point que f est adaptée a la filtration
(Fi)t=0)- Par une manceuvre ordinaire de troncature, on peut supposer que
p.s. les fonctions f(¢) on un module de continuité commun %. On va simple-
ment essayer d’écrire l'intégrale stochastique comme une limite de sommes
de Riemann : soient o1 C 09 C ... des subdivisions de plus en plus fines de
0,7T], notées o; = {0 =t <t} <--- <t =T}, dontle pas |o;| = max;(t —t'_))
tend vers 0; on pose, si cette limite existe :

1—>00 £

T ng
/ f()dB, = Tim > " f(£_1)(By = Byi_). (51)
0 j=1

On peut définir de méme fou f(t)dB; pour tout u € [0, t]. Comme a chaque étape
i, 'objet qu'on considére est une martingale, il en sera de méme a la limite,
conformément a notre souhait. Encore faut-il prouver que la limite existe. ..
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Posons S; = Y| f (t;_l)(Bt;:_ - Bt;’-,l) ; nous allons démontrer que, p.s., S;
converge au sens de la norme L? (il s’ensuit que, pour une sous-suite (Si(i’))i,
bien choisie, la convergence est presque-stre). Pour i; < iy, notons

{te 2t} =
{too =t to1s- - - tomo—1: tomy = tro =1, t11, - - stngy —1m,, =T} (52)

On a
Siy — Si, =
f(tj—l,k—l) |:Btj—l,k - Btj—l,k—l:| - Z f( Jj— 1 0) |:Bt] 1, my_q Bt_j 1 0:|
j=1 k=1 Jj=1
Mgy Mj—1
= |:f(t,]1:k1> - f(tjl,o):| |:BtJ 1,k Btj1,k1‘|7 (53)
j=1 k=1

donc par indépendance des accroissements du mouvement brownien, S;, — S;,
est une variable aléatoire gaussienne dont la variance est majorée par |0, |t.
Ainsi, la suite des variables aléatoires (SZ)Z est de Cauchy, ce qu’on voulait.

Remarque 2.8. Lintégrale stochastique n’a pas seulement d’intérét de par
sa valeur ponctuelle, a savoir fo (t)dBy, c’est également un processus u —
fo u)dB,. Ici, nous avons démontré la convergence ponctuelle des sommes
de Rlemann, mais l'inégalité de Doob (théoréme 2.4) nous affirme que la
convergence des processus en résulte automatiquement.

Remarque 2.9. On voir donc apparaitre I'intégrale d’It6 comme une limite
L?. 11 faudra donc garder a lesprit que 'intégrale stochastique n’est définie
que modulo l'identité p.s..

2.2.3 Intégrale de Stratonovitch

Ce qui «choque » dans I'approche de l'intégrale d’Ito6 comme limite de
sommes de Riemann que nous venons de faire dans le §2.2.2, c’est que la
valeur de f que nous prenons pour faire 'intégration sur [t;_1,t;] est f(t;_1),
alors que c’est un fait bien connu en calcul numérique que dans une telle si-
tuation, pour les intégrales ordinaires, ’écart entre la somme de Riemann et
l'intégrale véritable est en O(|o;|) mais que, si on avait évalué f en “=L*",
la convergence se ferait en O(|o;|?). Il semblerait donc plus juste de définir
I'intégrale stochastique comme —si elle existe —

Eloi:f(] 1+t1>< i~ B ). (54)
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Appelons intégrale de Stratonovitch cette intégrale, et notons-la fot fodB; pour
la différencier de l'intégrale d’It6. Précisons tout de suite que nous n’étudie-
rons pas ici la question de la convergence de I'expression (54)(*8); dans la
pratique, les ouvrages préferent définir I'intégrale de Stratonovitch a partir
de I'intégrale d’It6 et de la formule d’It6.

Nous allons maintenant montrer que I'intégrale de Stratonovitch répond a
la condition n° 2 énoncée au § 2.2.1. Soit f une fonction de classe C?. Appelons
a-intégrale stochastique, et notons [ f'(B;) o, dB; la limite, supposée exister,

lim > f'(Buja-ay +1/2ani) (B = Ba ), (55)

1—>00 J J J j—1

et calculons [ f' o, dB; — (f(B:) — f(By)).

On essaye de passer a la limite pour calculer [ f’'o, dB; — (f(B;) — f(Bo)) ;
pour ce faire, on remarque que

Z f/(B(l/z—a)t§._1+(1/2+a)tj) (Bt;'- - Bt’ 1) - (ﬂBt) B f(B(’))
j=1
= Z ( (1/2-a)t 1+(1/2+a)t’)(Btj- - Btj 1) o (f(Btj) o f(B§ 1>)>
(m¥”§:(MB@—Baﬂﬁw@%4w>+ﬂ«3%—3¢93) (56)

j=1

Admettons que le terme résiduel s’élimine effectivement a la limite. Comme

les (Bt§ — Btl-;l)2 sont indépendants, d’espérances respectives ¢’ — t’_,, une
version améliorée de la loi des grands nombres donne ﬁnalement que :
[ eadBi= (7(B) - $(B0) = [ /(B (57)

Dans le cas de l'intégrale de Stratonovitch, ot o = 0, cela montre que la for-
mule d’intégration par parties est bien valide. Dans le cas de I'intérgale d’1to,
ou o = —1/2, ce résultat est appelé formule d’It6 :

Théoreme 2.10 (I1t6).

F(B) — £(Bo) = /7 JdB, + 1 /ﬂ (58)

18]a condition naturelle pour intégrer f contre B serait que f soit une semimartingale (voir
plus loin), ce qui est 1égérement plus restrictif que pour I'intégrale d’Ito.

145



2.3 Calcul stochastique général

Dans cette partie, nous allons voir quel est le cadre le plus général contre
lequel définir I'intégrale stochastique, ce qui nous aménera au concept de se-
mimartingale, et a I'introduction du formalisme des différentielles stochas-
tiques. Nous verrons également le théoreme de Lévy qui nous dit qu’en fait,
les martingales continues ressemblent beaucoup au mouvement brownien.

2.3.1 Variation quadratique d’'une martingale continue

Dans la formule d’It6, nous avons vu apparaitre un terme supplémentaire
par rapport a la formule d’intégration par parties usuelle. Une observation
attentive révele que l'existence de ce terme est diie au fait que, pour une sub-
division tres fine {t,t1,...,tx}, la variation quadratique > (B, — Bj,_,)?
n’est pas « minuscule » (comme on s’y attendrait par analogie avec le cas des
processus a variation finie), mais converge vers une certaine valeur, en l'oc-
currence la constante ¢ty — .

Soit (M;);>o une martingale continue. Alors, notant formellement M, 4 =
M, + dM,, on a M, q° — M> = M,dM, + (dM;)2. Dans cette expression, la
grandeur M;dM; est centrée conditionnellement a 7; par la propriété de mar-
tingale, et d)M,> est un « élément de variation quadratique » de M, de sorte
qu'on a envie d’écrire M, — My* = [' MydM, + [;'(dM,)?, ot [, M;dM, est une
martingale. Eh bien, c’est exactement cela!

Proposition 2.11. Soit M une martingale continue, alors il existe un unique
processus croissant (M) et une unique martingale M tels que :

VE=0 (M2 — M) = (M), + M, (59)

(M), est la limite dans L? pour des subdivisions de pas tendant vers 0, de
E:?;1(A4@ _'A4ﬁ71)%

Remarque 2.12. Ainsi, le mouvement brownien standard de R a pour varia-
tion quadratique (B); =t p.s..

Démonstration. On vérifie a partir de la propriété de martingale de M que,
pour t' > t, E[M,*|F] > M, : on dit que M? est une sous-martingale (*°).
Dans ce cas, la décomposition de Doob-Meyer affirme qu’il est possible de dé-
composer M? comme la somme d’une martingale et d'un processus croissant
continus. (La décomposition de Doob-Meyer est triviale dans le cas ou la sur-
matingale est indexée par N, mais demande quelques outils techniques dans
le cas général). En outre, cette décomposition est unique, car la différence

e signe de la nomenclature apparait souvent un peu curieux au premier abord... On le
comprend en disant qu’en moyenne, M est en dessous de la valeur moyenne qu’elle aura plus
tard.
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de deux processus croissants est un processus a variation bornée, alors que
la différence de deux martingales continues est une martingale continue, la-
quelle ne peut étre a variation bornée que si elle est nulle —un exercice tres
formateur... ]

Ce qui est important, c’est que, pour une martingale continue, la varia-
tion quadratique reste finie presque-stirement. C’est ce qui permet, in fine,
de construire le calcul stochastique contre une martingale continue exac-
tement de la méme facon que contre le mouvement brownien. Aussi nous
contenterons-nous d’exposer directement les résultats-clefs du calcul stochas-
tique général sans les démontrer.

2.3.2 Intégration contre une martingale continue

Soit (M;);>o une martingale continue, (F;);>o sa filtration associée, (H;):>o
un processus adapté, localement borné p.s.. Alors 'intégrale stochastique d’It6
[ HdM est une martingale caractérisée par :

Théoréeme 2.13. Pour (0;);>1 une suite croissante de subdivisons de [0,t] de
pas tendant vers 0, on a

n; t
S Hy (Mﬂ_—Mti_ )L—> / H,dM,. (60)
i1 J-1 J =1/ 4—00 0

Pour F : R — R une fonction C?,on a :

Théoréme 2.14 (formule d’Ito).

F(M,) — F(M,) = /0 t F'(M,)dM, +% /0 t F"(M,)d(M),. (61)

Théoreme 2.15. La variation quadratique de l'intégrale d’It6 fo H,dM,, notée
pour le coup ((H - M),),_  est donnée par :

(- ey = | H2d(M), (), 62)

ce qui peut se condenser sous la forme d{(H - M)) = H*d(M).

2.3.3 Le théoréeme de Lévy

Le théoréeme de Lévy nous dit en substance que toutes les martingales
continues ressemblent au mouvement brownien.

20Noter qu’on voit ici apparaitre le condition générale d’intégrabilité pour définir I'intégrale
d’It6 : p.s. H doit étre dans L?(d(M)).
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Théoreme 2.16 (Lévy). Si (M), est une martingale issue de 0 dont la va-
riation quadratique est d{M) = dt, alors c’est un mouvement brownien.

Démonstration. 1l faut essentiellement démontrer que, pour ¢ > 0, M, RN (t).
Or pour connaitre une loi, il suffit d’en connaitre le transformée de Fourier (la
définition de la transformée de Fourier d’une loi est rappelée infra). Soit donc
a € R et notons F,(t) = E[¢*]. La formule d’Itd donne :

t 2 t
, . ) ‘ a ‘
elaMe _ giaMo _ ZCL/ eiaMu ] [, — 5 / emM“du, (63)
0 0

d’ol1 en passant a ’espérance :
2 ot
F.(t)—1= ——/ F,(u)du. (64)
0
L]

Comme en outre, F,(0) = 1, F,(-) est donc solution de I'équation différen-

tielle :
F.(0) =
E/ =—

Fy, 65

1
a?
2

—a?/2

et donc finalement F,(t) = ¢ : c’est bien la transformée de Fourier d’'une

variable N (1).

Définition 2.17. On rappelle que, pour X une variable aléatoire & valeurs
rélles, la transformée de Fourier de X est l'application

s _
X.]R—>{z€f[§( 1z| < 1} (66)

a— E [e“’ ]
On démontre que la transformée de Fourier d’une variable aléatoire détermine
compleétement sa loi.

Corollaire 2.18. Soit (M,);>o une martingale continue. Alors il existe un mou-
vement brownien (B;)s>o tel qu’on puisse passer de B a M par reparamétrisa-
tion du temps :

M, = By, - (67)

Démonstration. Soit s : t — (M), ; il nous suffit de remarquer que (M,-1,))s>0
est une martingale de variation quadratique s (2). n

21En effet, de par sa définition (cf. §2.3.1), la variation quadratique ne change pas quand
on reparamétrise le temps.
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2.3.4 Semimartingales

Pour parachever «notre » ceuvre —la definition de l'intégrale stochas-
tique— nous allons regrouper l'intégrale stochastique et l'intégrale de
Stieltjes en une seule définition.

Définition 2.19. On appelle semimartingale un processus continu (X;);>o qui
se décompose comme la somme d’une martingale continue (M,);> et d’un pro-
cessus continu a variations localement bornées (A;)i>o. Cette décompostion est
appelée décomposition de Doob-Meyer, et elle est unique car une martingale
continue a variations bornées est nulle, comme nous l'avions déja fait remar-
quer p. 147 a la fin de la preuve de la proposition 2.11.

Définition 2.20. Pour X = M + A une semimartingale et sa décomposition de
Doob-Meyer, H un processus adapté, on définit l’intégrale d’It6 comme

/HdX:/HdM+/HdA. (68)

Définition 2.21. La variation quadratique d’une semimartingale est la varia-
tion quadratique de sa partie martinagale ; elle s’interprete, de la méme facon
que pour une martingale, comme la somme des carrés des accroissements infi-
nitésimaux.

La formule d’It6 est encore valable avec les semimartingales :
Théoréme 2.22. Pour F de classe C?, (X;)i>o une semimartingale :

F(X,) - F(X,) = /0 t F/(X,)dX, +% / t F"(X,)d(X ). (69)

0

Avant de voir ce que devient I'intégrale se Stratonovitch dans le cadre
des semimartingales, nous avons besoin de définir la variation quadratique
croisée :

Définition 2.23. Pour X, Y deux semimartingales, la variation quadratique
croisée de X et Y, notée (X,Y) est, moralement, la somme des produits des
accroissements infinitésimaux de X et Y. On a :

(X,Y) = %<<X+Y) — () - (). (70)

Définition 2.24. Pour X et Y deux semimartingales adaptées a la méme fil-
tration, l'intégrale de Stratonovitch [ X o dY est définie par :

t t

1

/ X, 0dY, = / XY, + (X, V)., (71)
0 0

Comme précédemment, l'intégrale de Stratonovitch vérifie la définition intui-
tive (64) et la formule d’intégration par parties. Plus généralement, toutes les
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formules d’intégration par parties sont valides avec l'intégrale de Stratono-
vitch ; par exemple, pour deux semimartingales X et Y :

t t
XY, — XoYo = / X,dY, + / Y, dX,. (72)
0 0

Remarque 2.25. Tout le formalisme du calcul stochastique que nous venons
de définir se généralise au cas multdimensionnel : définition des intégrale
d’Itd et de Stratonovitch, formule d’It6 et formule d’intégration par parties
pour l'intégrale de Stratonovitch, théoreme de Lévy, concept de semimartin-
gale. A noter que, dans le cadre multidimensionnel, les variations quadra-
tiques deviennent des matrices (symétriques, et positives dans le cas de va-
riations non croisées) ; notamment la variation quadratique du mouvement
brownien est 1.

2.3.5 Formalisme différentiel stochastique

Pour la commodité de la compréhension et la facilité des calculs, il est
trés pratique de manipuler les différentielles stochastiques comme des entités
propres et non comme de simples notations. Limitons-nous au cas du calcul
d’Itd. On retiendra en particulier que, pour X = A+ M et Y = B + N deux
semimartingales et leurs décomposition de Doob-Meyer, adaptées a 1a méme
filtration (F;):>0, on peut faire les manipulations formelles :

o E[Y;dM|F] =0;
o E[Y,d4,|F] = YidA,;
o dXdY = d(X,Y).

Le dernier point est cruicial entre tous : il exprime que les différentielles sto-
chastiques, plus précisément leur partie martingale, doivent étre considé-
rées comme des infiniment petits d’ordre 1/2. En particulier, le produit
de deux différentielles stochastiques ne peut pas étre négligé et explique le
terme résiduel qui apparait dans la formule d’It6 ; en effet la formule d’It6 est
simplement 'intégrale du développement de Taylor :

1 1
dF(Xt) - F/dXt + éFll(Xt)(dXt)2 - F/dXt + §F//<Xt)d<X>t (73)

2.4 Invariance conforme du mouvement brownien

0  Dans cette partie, R*> muni de sa structure euclidienne est identifié a
C.
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2.4.1 Le mouvement brownien est invariant conforme en dimension
2

Théoréeme 2.26. Soit ¢ : C — C une application holomorphe, et (X;);>o un
mouvement brownien dans C. Alors la trajectoire de (p(X;)) 150 €st celle d’un
mouvement brownien, au sens ou il existe un mouvement brownien (Y;);>o dans
C et une application aléatoire s : R — R continue et croissante p.s. tels qu’on
ait :

o(Xy) = Y- (74)

Démonstration. Cette preuve sera pour nous l'occasion de montrer la puis-
sance extraordinaire ds notations du calcul stochastique : en effet, plutot
que de nous encombrer avec des considérations techniques, nous allons nous
contenter de manipuler des différentielles stochastiques, en gardant a l’esprit
que ces notations dénuées de sens rigoureux ne font que traduire un forma-
lisme plus lourd, mais qui est lui parfaitement exact. Le calcul stochastique
utilisé ici est celui d’Ito6.

Considérons ¢ comme une application de R? dans R?; ¢ a une dérivée
premieére Dy : R? — R?, ainsi qu'une dérivée seconde D?p : T — R?, ou T
est Pensemble des tenseurs de R? ® R?. Comme a 'accoutumée, cette dérivée

seconde est evaluée contre ¢, ® ¢, + e_y> ® e_y> est appelée le laplacien de p, que

nous noterons Kgp.
Alors on a, d’apres la formule d’It6 :
1
Mais, puisque (X;);>o est un mouvement brownien standard du plan, on a
d(X), = (e; @ &z + ¢, ® &)dt, d'otr finalement

1=

) —
Or, c’est un résultat bien connu, comme ¢ est holomorphe on a Ay = 0. En

outre, p est également conforme, i.e. VX ¢ R? me(X ) € OT(R?), de

sorte que me(Xt) - dX; est 'accroissement d'un mouvement brownien
(par isotropie du mouvement brownien standard). Ainsi, (p(X})),5, est une
martingale (bidimensionnelle) de covariation quadratique

d(p(X))e = (det Dp(X)) (& @ & + &y © & ). (77)

Par conséquent, posant
t
s(t) = / (det DgO(Xt))Q dt, (78)
0

(@(Xs_l(s)))s>0 est une martingale de covariation quadratique (e; ® e, + e_y> ®
e_y>)ds, c’est-a-dire un mouvement brownien par le théoreme de Lévy. Appelons
Y ce mouvement brownien, alors le théoreme 2.26 est vérifié. O
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Remarque 2.27. On notera que la nullité de Kgp a été utilisée de facon fonda-
mentale dans cette preuve. Ainsi, en dimension différente de 2, le mou-
vement brownien n’est pas invariant conforme, car le terme d’It6 qui
intervient dans le calcul de dy(X;) est non nul. Par exemple, en dimension 1,
ou toutes les applications sont conformes, le milieu d’'un segment est le point
tel que, partant de ce segment, un mouvement brownien atteindra chaque
extrémité du segment la premiere avec probabilité 1/2. Donc, si le théoreme
2.26 était vrai en dimension 1, cela signifierait que les applications conformes
préservent le milieu, ce qui est faux.

2.4.2 Application : représentation conforme de Riemann

Théoreme 2.28 (Riemann). Tous les ouverts simplement connexes et non
pleins de C sont conformément équivalents. Le bord orienté d’un de ces ouverts
dans C est donc homéomorphe a S ; si nous fixons trois points distincts de ce
bord (??) avec un certain ordre cyclique, alors le biholomorphisme entre deux
tels ouverts munis de ces trois points est unique.

Notre objectif ici va étre d’expliciter en termes probabilistes le biholomor-
phisme entre n'importe quel ouvert U du type décrit ci-dessus muni de trois
points A_, A, A, sur son bord, et un ouvert particulier U°, en 'occurrence le
demi-plan supérieur doté des trois points —1, 1, co.

On rappelle que le mouvement brownien de dimension 2 est récurrent, et
visite donc presque-siirement le voisinage de tout point. Comme en plus, par-
tant d’un certain point, il peut suivre localement n’importe quelle trajectoire
4 une déformation C° prés (théoréme de support), il s’ensuit que toute courbe
c: [0,1] — C sera presque-siirement C’-approchée par le mouvement brow-
nien au moins une fois, et donc, finalement, que

Avis 2.29. Presque-siirement le mouvement finit par quitter U.
On peut décomposer le bord orienté de U en trois intervalles I} = [A,, A_|,

I, =[A_ A, Is = [A, A.[. Notons p;(x) la probabilité pour le mouvement
brownien partant de x € U de quitter U par l'intervalle I;.

Comme la trajectoire du mouvement brownien, a reparamétrisation du
temps pres, est invariante conforme, on a :

Proposition 2.30. Le triplet (pi(-), p2(-), ps(+)) est invariant conforme.

Maintenant nous allons démontrer que, pour 'ouvert U, = {z € C|Re(z) >
0} avec A2 = —1, A% =1, A%, = oo, I'application (pi, p2, p3) réalise une bijection

22Je passe sous silence le fait que certain bords trop «laids » peuvent dégénérer par I'ap-
plication de notre biholomorphisme ; ici on supposera que ce n’est jamais le cas, par exemple
parce que le bord de notre ouvert est une courbe C' dans $.

152



de Uy sur le triangle 7' = {(p1,p2,p3) ; Vi p; > 0et > . p; = 1}, dont nous expli-
citerons la bijection inverse, de sorte que pour un point € U, on pourra par
le calcul des p;(x) en déduire I'image de = par le biholomorphisme recherché,
a savoir I'image réciproque de (p: (), p2(z), ps(z)) par (p1,ps,ps) : U — T.

Soit x € Uy. Pour calculer p;(z), resp ps(z), il suffit par invariance par
translation se savoir calculer p_(z + 1), resp. p, (z — 1), ol on pose :

7 =inf{t > 0; Jm(X;) = 0}, (79)

puis
pe(r) = P, (sgn Re(X;) =€) (*). (80)

Calculons donc la fontion p_(-). On remarque tout de suite :

Avis 2.31. p_(z) ne dépend que de l'argument de z.

Démonstration. C’est da a I'invariance de la trajectoire du mouvement brow-
nien par homothétie. O

D’autre part,

Avis 2.32. p_(-) est harmonique.

Par l'avis 2.31, p_(-) est de la forme p_(6) en coordonnées polaires, donc son
laplacien est &p” (). D’apres I'avis 2.32, il en résulte que p” (f) = 0. Comme
par ailleurs il est clair que p_(0) = 0, p_(7) = 1, on a finalement p_(6) = 16,

: B
soit :

~—

p(z) = 22 (81)

™

Repassons en coordonnées réelles. Soit z = (z,y) € R?, on suppose connus
p1(2),p2(2), p3(z). D’apres la formule (81) et la valeur de p;(z), z est sur la
demi-droite d’équation

(z,y) = (=1,0) + A(cos(mp1), sin(mp1)), A > 0. (82)

De méme, d’apres la valeur de p; :

(z,y) € {(1,0) + A(cos(m(1 — p3)),sin(m(1 — p3))) } . (83)
Finalement on obtient, apres simplification :
T\ _ 1 sin(ps — p1) 84)
y sin(mpy) \ 2sinpisinps /-

20nap, +p_ =1carp.s., X, #0.
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Abstract

Carne’s bound is a sharp bound controlling the transition probabili-
ties for a discrete reversible Markov chain (§ 1). Its ordinary proof (§2)
uses spectral techniques which look as efficient as miraculous. We de-
vised a new proof using reversibility to compare a “drift” for ways “out”
and “back” (§ 3). Actually, our result lacks a flight factor which we use a
conditionning technique to get again (§ 5). Before that, we show how our
proof is more “supple” than Carne’s one and may generalize (§ 4.2).

1 Introduction

1.1 The Markov chain

Let V be a finite or countable set of points. Let us consider an irreducible
Markov chain (X;)ien on V, whose transition kernel is (p(z,y)), o> and
whose law is denoted by P, when starting at x. That chain is supposed
to be reversible, i.e. we suppose that there exists a measure y on V with
Ve e V 0 < p(r) < oo such that

Ve,y € Vo p()p(z,y) = p(y)p(y, ). (1.1)

By irreducibility, ; is then uniquely determined up to a multiplicative fac-
tor®,

Then one may associate to the kernel a (non-oriented) graph (V, E) with
vertices set IV by defining the set of edges through

{z,y} € E & p(x,y) # 0@. (1.2)

UNote though that x(V) may as well be finite as infinite, depending on the recurrence
properties of the chain P.

@A priori that definition should determine an oriented graph, but actually p(z,y) # 0 <
p(y, ) # 0 by reversibility.
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As usual, we shall write z ~ 2’ to mean that {z, 2’} € V®. The graph distance,
denoted by d, will stand for the length of the shortest path(s) in £ joining two
points. Speaking in terms of probability, one has:

d(xz,y) = inf {t eN; p(x,y) # ()}, (1.3)
where p' denotes the ¢-th convolution power of the kernel p.

This paper aims at explaining by probabilistic arguments a bound due
to Carne to sharply bound p'(z,y) above when d(x,y) > /t. Indeed to the
best of our knowledge, all the methods used so far to get that kind of bounds
indeed used spectral analysis techniques [1, 2]. We shall also show how our
probabilistic approach allows us to generalize Carne—Varopoulos type bounds
for more “flexible” distances than the graph distance.

1.2 Historical review

In 1985, N. Th. Varopoulos [1] was the first to give a concentration result
bounding p'(z,y) above for a reversible Markov chain, whose leading term was

exp (—d(ggtm), C > 0 being an explicit constant depending on the transition

kernel p. His method introduced a time-continuous Markov process on the
cabled graph associated to (V, ), and studied the spectral properties of that
process in an L? space. Moreover that proof required extra assumptions about
the transition kernel.

The same year, T. K. Carne [2], by a simpler spectral method, got a finer
result under the general assumptions stated in § 1.1:

Theoreme 1.1 (Carne 1985). Suppose the hypotheses of § 1 are satisfied. De-
note by P the L*(u)-operator associated to the transition kernel p and let |P)|
stand for its norm, which is always < 1 (see a more precise definition in §2.1).

Then: o< (M)W Pl exp (M) (1.4)
W <2 ) 2% ) |

My work was motivated by two goals: first, find a less “miraculous” proof of
theorem 1.1 than the original proof of Carne, then, adapt Carne—Varopoulos

type bounds so that they would apply to distances which depend continuously
on the transition kernel (see § 4.2).

2 Carne’s proof

We give here the proof of [2] as it was exposed in [3].

®Look out for the fact that ~ is not an equivalence relation.
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2.1 Norm of the transition kernel

Let us first give a precise definition of | P|:

Definition 2.1. Let ;1 be an equilibrium measure for the Markov chain. Then
P induces an operator P on L*(i1) through:

Pf(r) =E[f(X)] =) plw,9)f(y), (2.1)

Yy~x
Then we define |P| as the operator norm of P in L*(pu).

Remark 2.2. P is self-adjoint by reversibility of i, and |P| < 1 by Jensen’s
inequality.

A more intrinsic defintion of | P| is given by the classical
Lemma 2.3. Let any x € V, then we have:

|P| = limsup (p'(z, a:))l/t = sup (p'(z, I))l/t : (2.2)

t— 00 t>1

Proof. See [3], chap. 5-2. O]

2.2 Chebychev’s polynomials

Since P" f(x) = E,[f(X,)], one can write:

o= e), (e () s

L2 ()

The trick then consists in decomposing the polynomial Z! in the basis of
Chebychev’s polynomials. The following results are classical:

Lemma 2.4. For any k € Z, there exists a unique polynomial Q(Z) satisfying
VO € C Qx(cos ) = cos(kb), (2.4)
called the k-th (first type) Chebychev polynomial. It satisfies:
1. deg @y = |k|;

2. Jz[<1 = Q)<

3.vteN Z'=2L%,. ((Htk)/z)Qk(Z), where by convention (;) = 0 when-
everp¢ {0,1,...,t}.
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By the point 3 of Lemma 2.4, formula (2.3) gives:

P =5 2 () (0 (1) 80) - @9

The linear operator -5 on L?(1) is self-adjoint and its norm is 1 by construc-

Pl
tion; so it decomposes onto a countable orthonormal basis of eigenvectors as:
ﬁ Z a)vUy = Z )\CL)\’U)\, (26)
1P|
AeSpec(P/|P|) AeSpec(P/|P|)

where v, is the eigenvector associated to the eigenvalue )\, the eigenvalues
being counted with multiplicity. By definition of |P| we have Spec (%) C
[—1,1]. So

Qr (%) Z a)vy | = Z Qr(N)arvy, (2.7

AeSpec(P/|P|) AeSpec(P/|P))

where the Q;()\) are all of absolute value less than or equal to 1 by lemma 2.4,
point 2. Then, the operator norm of Q) (|—§|> on L?(u) is less than or equal to
1, which enables us to write:

P
<6x,c2k (?) 6y> Nl - 8]0 = VA, (@28
1P| L2(p)

Now, we notice that for |k| < d(x,y), Qk (%) d, is a linear combination
of the P"§,,0 < u < d(z,y), by point 1 of Lemma 2.4; then Q) (%) d, is
a function supported by the z € V satisfying d(z,y) < d(z,y), in particular

<51, Qr (|—§|) 5y>L2(M) = 0. It finally gives:

y () (@ (7)),

P(e,y) = Sk >,
2'ulz) | S

28 |P| - t
< Gy V@) k;(;y) ((t+k)/2)
() L t
< (55) 7 2 (prip) @

kzd(z,y)
(where the last ineqality is an equality as soon as d(x,y) > 0).
To conclude, it just remains to prove the relation:

% 3 | ( ' +tk) /2) < exp(—d(z,y)?/21). (2.10)

k>d(zy
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To do that, we notice that, if X is a random variable equidistributed on
{-1,1}, then, denoting by X** the ¢-th convolution power of X, X*’s law is

1 t
3 D khez ((t+k)/2) Ok, and so

% 2 ((t +tk)/2) =P (X > d(,y)). (2.11)

k>d(z,y)
Now, we check by direct computation that for all A > 0, E [¢**] < e*’/2 hence
E [e*X"] < /2, and then by Chebychev’s inequality:
et/\Q /2

(@)’

(2.12)

P (X*t > d(:L‘,y)) —P <6>‘X*t > 6Ad(m,y)> <

hence we get (2.10) by taking A = d(z,y)/t, which ends the proof.

3 The Gaussian factor

In this section, I will present a new, probabilistic proof of Carne’s bound. In
a first time, only the Gaussian part of the bound will be considered. The
fundamental estimate is the

Theoreme 3.1. Let P be a Markov chain as described in §1.1; let t > 2; let
x #y € V; then we have:

1/2 o) — 1)
pl(z,y) < (%) exp (—(dg(’ty—11>1)> . (3.1)

The reader who wants a more pleasant formula can easily check the

Corollary 3.2. Fort > 1 and x,y € V:

o < o ()" ey (A7) o2

Remark 3.3. The first factor in the bound (3.2) is slightly better than that of
(1.4), but actually one could replace the 2 by a /e in the proof of § 2 by refining
majoration (2.10).

Proof. Denote d = d(z,y). The first thing to notice is that, by reversibility of
the chain, one has

Py, x) = %pt(ﬂc, Y); (3.3)
so to prove (3.1) it suffices to show:
2
Pz, y)p'(y, ) < exp (— (dt: 11) ) : (3.4)
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Now, rather than reasoning on the graph, which is a “complicated” object,
we shall introduce a function ¢ : V — R which measures how much the par-
ticle X is closer to x or to y. £ must satisfy:

Hypothesis 3.4.

o {(x) =0;8(y) = d
e ¢ is 1-Lipschitz, i.e. for z ~ v we have [£(v) — £(z)] < 1.

Such a map ¢ always exists since, for instance, the map d(z, -) always sat-
isfies assumption 3.4. Each point of V tends to make ¢ increase or decrease,
depending on the values of the transition kernel. Let us denote by m(z) the
expected value for the variation of ¢ after the particle having visited z, i.e.

m(z) = E. [§(X1)] = £(2). (3.5)

Now, let (M,,),>1 be the process defined by:

u—1 u—1

M, = (X)) = €(X0) = Y m(X,) = > (€(Xep) —€(Xy) —m(X,) ;. (3.6)

s=1 s=1

obviously M is a martingale starting at 0. Let us look at the chain starting at
x. On the event {X; = y}, one trivially has £(X;) — £(X;) > d — 1, hence

t—1

3 m(x,)

u=1

X; = y] : 3.7

One may carry out the same reasoning starting at y, which gives:

t—1

3 m(x,)

u=1

Ey [Mt|Xt = Z‘] < —(d - 1) — ]Ey

What can we see? If the terms E, [Zi;ll m(Xu)|Xt = y], resp.
E, [S4_, m(X,)|X; = 2] were not present in (3.7) and (3.8), these formulae
would reduce to E, [M;|X; = y| > d — 1, resp. E, [M;|X; = z] < —(d — 1), so that
we would observe a large deviation phenomenon on martingales, which would
permit us to control respectively p'(z,y) and p'(y, ). Unfortunately, that phe-
nomenon seems to be wiped out because of the terms m(X;). The cruxpoint
then consists in noticing that, by reversibility, these m(X;) are the same for
the “way out” as for the “way back”; subsequently, if the m(X) tend to make
the right hand side of (3.7) diminish (which would damp the large deviation
phenomenon), then they tend to make the right hand side of (3.8) increase,
which this time translates into a strengthening of the large deviation phe-
nomenon! So, p'(z,y) and p’(y,x) cannot be large simultaneously, which will
permit us to get (3.4) and conclude.
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So, we consider X*, X? two independent chainswuth respective laws P,
and P,; let P,, be their joint law. The respective realizations of (1/,),>; for
the paths starting at » and at y are denoted by (M?),>; and (MY),>1. We write
then, by reversibility:

Vue{l,....t—1} E;[m(X,)|X, =y] =E,[m(X;—.)| X, = 2], (3.9)
hence by combining (3.7) and (3.8):

Eosy [MP — MY|XF =y et X! =] >2(d—1). (3.10)

It remains to control the deviations of M} — M. We remark that this
random variable may be interpreted as the final value of a 2(¢t — 1) steps mar-
tingale, whose steps satisfy the assumptions of the following lemma:

Lemma 3.5. Let (F;)icn be a filtration; let (X,;);~1 be an adapted real-valued
process with E[X,,,|F;] = 0. We suppose that, for all t € N, Law(X,1|F;) is
supported by an interval of length 2 almost surely. Then, letting u > 0 be a
fixed time, we have for all \ € R:

u 2
E [exp ()\ZXt)] < exp (u%) ) (3.11)
t=1

Proof. The proof relies on Hoeffding’s inequality, whose statement is recalled
here below:

Lemma 3.6 (Hoeffding). Let X be a centered real-valued random variable,
supported by an interval of length 2, then

VAeR E[M] <M (3.12)
That point being taken for granted, we prove lemma 3.5 by induction on u:

e For v = 0 the result is trivial.

e Let u > 1; suppose the result to be true for u — 1. Let A € R; we write:

E |exp (AZ)Q) E exp< uz_l ) AX“\FM]]

(1)

g.g(u—l)ﬂ/2 by induction

B[] < e (3.13)

<6A2/2 by (3.12)

@In other words, the X;’s are the increments of a martingale.
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To conclude, it just remains to us to prove the following measure concen-
tration lemma:

Lemma 3.7. Let X be a centered real-valued random variable satisfying for
some k > 0:
VAeR E[eM] < /2 (3.14)

We suppose that A is an event such that
E[X|A] > C (3.15)

for some C' > 0, then
2
P(A) < exp <_§_k:) : (3.16)

Proof. To lighten notations, let us denote p = P(A). Let us fix A > 0, then we

have:
E [14e*¥] @14 1

< -e
P(A) p
It follows, by Jensen’s inequality, that

E [*¥|A] = kX2, (3.17)

E[X|A] < iln (%ew/?) : (3.18)

hence by assumption (3.15):

1 1 .52
~In (-dﬂ /2) > C, (3.19)
AP
whence finally:
p < e OMR2, (3.20)
Then it suffices to take A = C/k to get the announced result. O

Now we conclude the proof of Theorem 3.1. Lemma 3.5 permits us to con-
trol the Laplace transform of M — M/ under P,

VAER E,q, [eMMf—MZ’)} < etD¥, (3.21)

and the formula (3.10) then gives, via Lemma 3.7:

T Y (d B ]')2
Pooy(X =yet X/ =) <exp 1 | (3.22)

Le. (3.4). O
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4 Generalization to a larger class of distances

4.1 Statement of the generalized theorem
Now we will show that the reasoning made above can in fact adapt to deal
with a whole class of distances. So let us consider a new distance on V', which

we will also call d —to avoid confusions, the graph distance that we had de-
fined by (1.3) will be denoted d® from now on. We have:

Theoreme 4.1. Suppose that d is built so that, if £ : V — R is any 1-Lipschitz
function with respect to d, one has for all x € V:

Bz [§(X1)] — &(2)] < B; (4.1)

VA>0 E, [6/\{5(X1)7Ez[£(X1)]}} < eA,\Z” (4.2)

for some constants A and B independent of £&. Then, for all x,y € V, one has:

t uy)\"? (d(z,y) — B),’
p(z,y) < (m) exp (- T )

Remark 4.2. Let us immediately point out that, in the case when the dis-
tance is d%, it is impossible to get anything better than A = 1/2 and B = 1.
Subsequently, the result will be worsened down by a /¢ factor compared
to (3.2) —which remains negligible compared to the exponential part of the
bound—: as we will see it later, it is due to the difference in treating the first
steps, since the specific argument that we have used for d® in the proof of
Theorem 3.1 may not generalize.

Proof. We follow again the proof of theorem 3.1: denote d = d(z,y), let ¢
satisfy assumption 3.4, define m by (3.5) and let P,y, be the joint law of
two independent chains of respective laws P, and P,; we want to bound
P.ey[ X7 =y et X} = z] above to conclude by formula (3.3).

The first difference lies in the defintion of M: now, the martingale starts
at time 0. So it is defined by:

—_

u—1 u—

M, = €(X.) = &(X0) = Y _m(X,) =Y (6(Xer) — €(X) —m(X.).  (44)

s=0

w
I
o
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We get then:

E, [Mi] X, = y] = d = E, [y m(X,)| X0 = ).
Ey [Mt| Xt = l‘} =—d— Ey [Zz_:lo m(Xu) X = JZ}

(4.5)

When we want to combine these two formulae as we did in (3.10), we observe
that all the terms E[m(X,)] will cancel pair by pair, excepted the terms cor-
responding to the first steps, i.e. to v = 0 in the two respective formulae.
Fortunately, we know perfectly what these terms are, since under P, we have
Xo = z a.s. (by definition!), resp. X, = y a.s. under P,. Then we get:

Eioy [MY — M| X =y et X! = 2] =2d —m(z) + m(y) > 2d — 2B. (4.6)

Taking into account assumption (4.2) —which plays here the role played be-
fore by Hoeffding’s inequality—, we copy off the proof of lemma 3.5 to get:

VA0 Eug, [eA(M%MZ’)] < AN 4.7)

and it just remains to conclude by lemma 3.7%. O

4.2 More flexible distances

Now we will show how one may build distances statisfying theorem 4.1, such
that the metric structure of IV continuously depends on the transition kernel.
The method developed here below is certainly neither the best nor the most
elegant, but it has for advantage to be of relative pedagogical simplicity.

We keep on the principle of putting a length to each edge, but that time
all the edges will not have the same size: indeed we will put a larger length
to the edges that are the most difficult to visit, in order to ensure that the
metric structure of the graph will not be too much disrupted when we add a
very “unlikely” edge.

Let @ > 0 be an arbitrary parameter. To each couple (z,y) € V x V, we
associate a length /(z,y) such that:

Va>0 P,(l(x,X;)>1+a)< e_aQ/a, (4.8)

and we define the length of the edge [zy] by |[zy]| = min{l(z,y),l(y,z)}. As
soon, for all 1-Lipschitz function £ on V, we have:

Claim 4.3.

VeV Vaz0 P,(|¢(X))—&@)]=1+a) <e @/ (4.9)

®If it occurs that B > d, lemma 3.7 cannot be applied and we may only bound over
p'(z,y)p!(y, ) by 1; it is the cause that explains the positive part appearing in (4.3).
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Now we give a formula for /(x,y) satisfying (4.8). First we define what
here we will call the 5-entropy of a probability law:

Definition 4.4. Let 3 €)0, 1]; let p be a probability measure on a discrete space
X. We call -entropy of p the (possibly infinite) number:

Hg(p) =Y p(x)' 7. (4.10)
zeX
A transition kernel p on V being given, we will also denote, for x € V, Hg(z) =

HB (p(l’, ))

The [-entropy permits us to control the probability that the observed event
is rare:

Claim 4.5. Let 5 €]0, 1], let P be a probability law on a discrete state space X.
We suppose Hy(p) < oco. Then, for all w €]0, 1], one has:

P(p(z) < @) < Hy(p)w”. (4.11)

Proof. Use the identity Hg(p) = E[p(z)~?] and the fact that the map @ + w=*
is decreasing, then apply Markov’s inequality. n

So, one may choose the following expression for /(x,y) to satisfy (4.8),
where we set that, for a < 0, a'/2 = 0:

lx,y) =1+ \/a<6 In(p(z,y)™) —In Hﬁ(m)>l/2. (4.12)

Now, we want to show that (4.9) permits us to get (4.1) and (4.2) indeed.
Let us begin with an easy observation:

Claim 4.6. Let ¢ be a 1-Lipchitz function on V for a distance d built as above.
Then there exists a random variable Y whose repartition map satisfies Va >
0P(Y >1+a)=e "/ ie Y has a law with density

2y — 1 2
AP(Y = y) = T, =Y -6 /ady, (4.13)

such that one has:
P.-p.s. [€(X) —&(x)] < Y. (4.14)
So, we easily find that we can take B =E[Y]| =1+ ‘/TEa into (4.1).

To get a formula for A in (4.2), things are a bit more complicated. The tool
which we will use is the

©®For 3 = 1 we set by continuity Hs(p) = #{x € &'; p(z) > 0}.
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Lemma 4.7. Let Y be a positive random variable whose Laplace tranform
Y (\) =E [e*] is supposed to be finite for all X > 0, and let us denote Y = E[Y].
Let X be a real-valued random variable satisfying | X| < Y a.s.; let us denote
X = E[X] and X=X- E[X]. Then the Laplace transform of X satisfies:

VAER X(\) <MYV (A —2AY. (4.15)

Remark 4.8. The bound (4.15) is of quite poor quality close to 0, as it may be
particularily striking in the case Y = 1, where we get the bound 2 — 2|)|,
while we know (Hoeffding’s lemma, c¢f. lemma 3.6) that ¢**/2 would work. In
fact, we can compute that in a neighborhood of 0, the right hand side of (4.15)
takes the form:

/\2
1+ (E[Y?] + 3E[Y]?) 5+ o(\?), (4.16)
while a variance calculation proves that one has in fact:
= A2
X(\) <1+ IE[Y2]? + 0(A\?). (4.17)

Proof. We may restrict ourselves to the case A > 0, the case A\ < 0 being then
treated by using the result for — X.
We write that

~

X)) =E [e”? . A)Z'] . (4.18)

But, since |X| < Y, we have |X| < Y, hence X G [ Y —Y,Y +Y]. And since,
on an interval of the form [—a, a], the map z + ¢** — \x takes its maximum at
a, it follows that

~

XO) <E [0 S AY +7)] =TT () - 227 (4.19)
O

Now we have the following control on the Laplace transform of the random
variable Y defined by (4.13):

Proposition 4.9. If'Y is a random variable whose law is given by (4.13), then
for A > 0 one has:

E[eV] < ( fo‘ A . ) ) N (4.20)
Moreover, that bound is sharp close to 0, by which we mean that, if we rewrite

(4.20) under the form E[e*Y] < f()\), we have E[Y] = ;—A}AZOE[eAY] = f'(0) =
1+ ‘/7;04.
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Proof. We begin with noticing that we can write Y = 1 + oZ, where 7 is a
random variable with law:

dP(Z = 2) = 1.5022¢ ~ dz. (4.21)

Then it suffices to prove that one has
A2 2
YA>0 E [eAZ} < (1 + ﬁA + —) N/ (4.22)
To do that, we write:

E [e*] = X/ /OO 22e~ M q, =

e/ / (2t + Ne Udt,  (4.23)
—)/2

J/

ey

where /(0) = 0 and, by the theorem of derivation under the integral:

'O = / etar < YT A (4.24)
_>\/2 2 2
whence /(\) <1+ */TE)\ + 2—2, and (4.20). O

From that we deduce the existence of a suitable value for A:

Proposition 4.10. For all « > 0, there exists a constant A(a) < oo such that,
if d satisfies condition (4.9) for the value «, then (4.2) is satisfied for the value
A(a).

Proof. For Y with law (4.13), denoting Y = E[Y] = 1 + \/TEa, proposition 4.9

shows that In (e*VE[e"] —2)Y) /A\? is bounded for \ 2 0and A — co. By con-
tinuity, this function is thus bounded on the whole half-line [0, +c0). Lemma
4.7 then gives us the existence of A. ]

Remark 4.11. We have not found any simple expression bounding over A(«a),
but, for a given value of ¢, it is easy to compute numerically the maximum
of the map A — In(e*YE[e*Y] — 2)\Y)/\%, which gives the optimal value of A
according to the the frame of our proof.

4.3 A concrete example

We are going to illustrate the preceding subsection by showing how our gen-
eralization permits us to give some results in cases when the usual Carne
bound is irrelevant.

Here we consider V to be the set of vertices of an inifinite 3-tree. The tree
distance is denoted by d®, which will not be the same as the graph distance
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d®. Let L be an integer devised to become large and ¢ > 0 a real number
devised to become small. We consider as the Markov chain on V' the process
which, from the point z, jumps on each neighbor of = with probability (1—¢)/3,
and, with probability ¢, chooses uniformly an arrival point in the (closed) ball
centered on z with radius L. As one may check immediately, that chain is
reversible and its invariant measure is the counting measure. Let us sum up:
our process looks much like the simple random walk on a 3-tree, but some-
times it may occur an “accident” which makes the mobile jump by roughly L
units. We would like to say that, even if L is large, it suffices for ¢ to be small
enough to get an exponential bound where L does not appear.

If we naively apply formula (1.4) to this transition kernel, we will not get
anything interesting: indeed, as small as ¢ might be, the graph distance is
the same: N

d
Ve,ye G d%(z,y) = [y—‘ . (4.25)
Then, bounding below d® by d*/L, and merely bounding | P| by 1", the formula
that we get by Carne’s bound is:

dA
p'(x,y) < 2exp (—%) : (4.26)

Concretely, if L = 17 and ¢ = 1/ 22" it will give a bound which is strongly
worse than in the case ¢ = 0, while it is obvious that the influence of large
jumps should be nearly zero: the bound (4.26) thus must be improvable!

So we will apply the techniques exposed in §4.2. Here we have chosen
arbitrarily o = 1 and § = 1/2. We suppose that L is large enough; in fact our
computations will be valid as soon as L > 2. Let us denote by N = 3-2F — 2
the cardinality of a ball of radius L. We have:

l—e e\ £\ 1/2
Hyjo(z) =3 ( o+ N) + (N —3) (-N) < V3+VNel2, (4.27)

hence Hy»(z) < 2 for e < 1/(42-2%). So, if we bound over H;»(x) by 2, we get
that for 2 < d*(z,y) < L, one has:

1/2

((z,y) 2 1+ (In(N/e)/2 —1In2) ', (4.28)

in particular /(z,y) > 1 + /In(e71)/2.

Our observation is that, if ¢ is small enough, d coincides with d*: indeed
one has ((z,y) = 1 for x ~ vy, {(z,y) = oo if d*(x,y) > L, and {(x,y) > L for
2 < d(z,y) < L, as soon as:

e e (4.29)

(D Actually, here we could do better, but in this subsection we are only interested in the
Gaussian part of the bound.
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—which is however a quite strong condition. (Note that for L large enough,
condition (4.29) implies that ¢ < 1/(42 - 2L) indeed.)

Numerical computations for « = 1 give A = 8.097, ..., resp. B = 1.886,.. ;
so we have for ¢ < ¢ 2-”, worsening slightly numerical values:

9 dA(x y)?
! < Z _ 2\
p(z,y) < 3 exp ( 351 ) ) (4.30)

Although that bound undoubtedly improves Carne’s bound (4.26) in “extreme”
cases like that mentioned above, and even if it is certainly possible to get some
better results by a more subtle choice of o and 3, that bound is rather disap-
pointing... Anyway, the method described in the § 4.2 remains of theoretical
interset; moreover there may be better ways than it to use theorem 4.1.

5 The flight factor

5.1 Foreword

The Gaussian bound (3.2) has got a disadvantage with regard to Carne’s
bound (1.4): in the case when |P| < 1, it does not show the exponen-
tial decreasing of p'(x,y) with respect to t. In fact, Lemma 2.3 implies
P!, y)p'(y, @) < p*(z,x) < |P|*, whence

1/2
Pz, y) < (%) |P[, (5.1)

but that is not enough to get again (1.4). That section precisely aims at doing
this. Here we will exclusively focus on the case when d = d%, cf. remark 5.8
infra.

Let z,y € V. For u a time devised to go to infinity, denote by
R,={3s>u; X; =z} (5.2)

the event which tells that the particle comes back at = at least once after time
u. The strategy of our proof then consists in looking at our Markov chain
conditioned to the event R,. Why this? Well, the fact that |P| < 1 expresses
a possibility for the particle to “flee to infinity”, which is responsible for the
exponential decay with respect to ¢ of the quantity p'(z, y)p'(y, z) introduced
in (3.4), which measures the probability for the particle, starting at x, of going
to y at time ¢t and then coming back to = at time 2¢. Conditioning with respect
to R, then aims, in a way, at preventing the particle from going to infinity,
which will give us a Markov chain for which |P| = 1, where the bound (3.2)
will be relevant. Then it will remain to show that this conditioning selects
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sufficiently well the cases when the particle makes a return trip to get back a
factor | P|' in (3.2).

Our proof shall use a kind of density argument: in a first time, we will
have to add some more assumptions on our Markov chain to carry out our
reasoning, then in a second time we will prove that we can get rid of these
extra assumptions by slightly pertubring the original Markov chain.

5.2 Proof under extra assumptions

We will use the following notation:

Definition 5.1. We denote by 7, the hitting time of = by a walk on V, i.e.
1. = inf{t > 0; X; = x}. For all z € V, we denote:

R(z) =E. [1,,<oo|P| 7] (5.3)

In this first part of the proof, we add to the assumptions of § 1.1 the follow-
ing conditions:

Hypothesis 5.2.

1. V is finite.

2. There exists a cemetery point 0 € V such that p(0,-) = d5. We will denote
V for V ~ {0}®.

3. The chain P is aperiodic on V.

Assumption 5.2 permits to obtain sharp results about the recurrence be-
haviour of the chain:

Lemma 5.3. Suppose we have an irreducible and reversible Markov chain
satisfying Assumption 5.2. Then:

1. There exist two constants 0 < ¢; < ¢y < oo such that

Vit >0 o P'<P.(Rr) < co|P|" (5.4)
2. Pm(Rt+1)/Px(Rt)tjoo|P|

3. Forall z €V, R(z) < .

®1In this context, the chain will just be required to be irreducible and reversible on V; more-
over the definition of |P| will be that given by the formula (2.2) of lemma 2.3, for arbitrary

zeV.
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The proof of this lemma, which is rather technical, is postponed to the
Appendix.

Now we are armed to prove Carne’s bound for a Markov chain satisfying
Assumption 5.2. Let us fix ¢t > 0; we have the key proposition:

Proposition 5.4. The law of (X;)o<s<2t under P,(-|R,) converges when u — oo

described here below:

Definition 5.5. ' is the Markov chain on V with transition probabilities:

R(v)p(z,v) )
> R(w)p(z,w)

wn~z

Vz,o eV p(z,v) = (5.5)

Proof. It is true in a general framework that P(-|R,,) is a time-inhomogeneous
Markov chain with:

P (Xops = v X, = z and R,) = rtu(Vp(,0) (5.6)

B E Ss+1,u<w)p Z, w) ’

wn~z

where we let Si;i1,(2) = P(RuXs:1 = 2). Our attack will consist
in proving that, for all s € {0,...,2t — 1}, for all = € V, we have

Serl,’u(Z)/Px (Ru—(s+1))u:>ooR(Z).

To begin with, let us notice that S, .,(2) = P.(Ry_(s41)), Which we shall
denote by S,_(s11)(2); what we want to prove then can be written:

VeV Sul2)

— R(2). (5.7)

The idea consists in splitting the probability space according to the value
of 7., thanks to the strong Markov property: we write

Su(2) =Y Pty = 5)Py(Ruy) + Y Pu(ma =), (5.8)
s=0 s>u+1
whence
Su(2) ! P,(Ru_s) P.(7, = s)
— NP, (1, = 5) s AL (5.9)
P.(R.) Z; (7 =), =0 s;l P,(R.)

Let us fix an arbitrarily small ¢ > 0. Since >  P.(7, = s)|P|~° converges (cf.
Lemma 5.3-3), we may introduce a time v, for which one has > _, P.(7, =

OThat defines a Markov chain on V indeed because R(9) = 0.
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s) < €. Then, for u > u, one has on the one hand:

zu: P.(7, = s)—Px(Ru_s) +) Po(r, = 5)

s=up+1 PI(RU) s>u ]P)x(Ru)
lemma 5.3-1
C2V1 = P = 9| _ eVl 610
S>ug &
on the other hand:
- P.(Ru_s) lemma 532 s
ZR(% =B R e ;Pz(m = 5)|P|. (5.11)
It follows that 5.(0) .
. ul\U co V
limsup |R(z) — <[ 1+ g, (56.12)
hence (5.7) by letting ¢ — 0. O]

Now we want to look at the chain . First, P is clearly irreducible. Then,
one has:

Proposition 5.6. The chain P is reversible, and its invariant measure is:

~ z) if z # x;
VeV u(z)= { RR (0)ulz) if 1, (10) (5.13)

where R*(x) is defined by:
Definition 5.7. We denote by 7,/ the return time to z, i.e.:
=inf{s > 1; X, =z}. (5.14)

Then R*(x) is defined by:

R*(z) =E, [ 1P| ] . (5.15)

T<OO

Proof. Let z,v € V with z # x. We can lighten the expression of p'(z,v), since
one has by Markov’s property:

= p(2,w)Ey [Lr, oo P77 V] = [PV p(z, w) R(w), (5.16)

wn~z wn~z

thus (5.5) can be rewritten as:

p(z,v)R(v)

(5.17)
|P|R(z)

p/(Z,U) =

(10The careful reader may have noticed that R(z) = 1; we let that factor appear for ease of
understanding.
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In the case when z = z, the same argument leads to

o)  PEVRE)

= —\P\Rﬂx) . (5.18)

So, it just remains to use (5.17), (5.18) and the reversibility of ; under P to
get the reversibility of i/ under . O

Now we are completely ready to end our proof. We observe that, by
Markov’s property, p'(z,y)p'(y,z) = P.(X; = y and Xy, = z), which we will
denote by P,(.A). For u > 2t, Bayes’ formula gives:

P:c (A) ]P)a: (Ru> Markov ]P)a; (Ru)

= = —, (5.19)
hence, letting u go to infinity:
Pa(A) 2t
— |P|*. 5.20

Now, the Markov chain P’ satisfies the assumptions of theorem 3.1, hence
PL(A) < e exp (—d(z,1)*/1), 50 Po(A) < e|P[* exp (—d(z, y)?/¢), and finally we
get the desired formula:

pi(z,y) < Ve (M)m |P|* exp (-M) . (5.21)

1(y) 2t

Remark 5.8. You may notice that the reasoning carried out above cannot
apply to other distances than d®: indeed, the distance which appears in bound
(5.21) in fact comes as the distance associated to the process P’. When one
works with the graph distance, that distance is actually the same for P and
for ', but this is no more true if d depends in a more subtle way on the
transition kernel.

5.3 The density argument

Now, we want to get rid of Assumption 5.2. We will proceed in two steps: first
we will just relax assumption 5.2-3, then we will deal with the general case.

Relaxing the aperiodicity condition

We consider a finite set V' with a transition law (p(x,y)). 4ev, such that there
exists a cemetery point 0 € V satisfying assumption 5.2-2. We suppose that
the Markov chain defined by p is irreducible and reversible on V' = V ~ {3},
with a reversible measure . We denote by n the cardinality of V, and by
M the matrix ((p(y,x)))xvyef/. We had decided, cf. footnote (8), to define |P|

through formula (2.2). A more algebraic characterization is given by:
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Lemma 5.9. |P| is the spectral radius of M.

Proof. See [3], chap. 5-2. n

Remark 5.10. You may remark that lemma 5.9 holds even for a non-
reversible chain, though we will not use that fact here.

For ¢ € [0, 1], let p. be the transition kernel defined by:

_ [ plex)+e(l—p(z,2) ify=u;

The Markov chain P° generated by p. is then an irreducible reversible chain
whose graph and whose reversible measure are the same as for p = py, and
which satisfies completely assumption 5.2 as soon as € > 0. Thus, we have for
r,yeV,t>0ande > 0:

P y) < Ve (%) " PJrexs (—%) | (5.23)

To conclude, we just have to notice that p'(z,y), resp. P., are functions of ¢
continuous at 0. Indeed, the finite-sized matrix M. varies continuously with ¢,
thus its spectral radius |P.| also varies continuously, as well as p’(z, y) which
is the coefficient number (y, z) of M’

Infinite graphs

Now we turn to the general case, i.e. we consider a chain that merely satisfies
the assumptions of § 1.1. Let us give a mark v(z) > 0 to each vertice z of V, in
such a way that for all ¢ > 0, #{z € V'; v(2) > 0} is finite.

Let us fix 2,y € V, and let us take £ > 0 arbitrarily small (we shall always
suppose ¢ < v(z),v(y) to avoid certain problems). We define a finite set V.
equipped with a transition kernel (p.(z,v)) through the following way:

z,veV;

Definition 5.11. V. is obtained by identifying all the points with v-mass less
than ¢ to a cemetery point 0O:

V.={z€eV;v(z) >} U{0}. (5.24)

From now on we will denote the points of V in the same way as their images
on V.. p. then is the kernel p projected on V., with demanding moreover that 0
IS a cemetery point:

p(z,v) if 2,0 € Vi
Vave Ve p(zo) = (1) ;{z - f‘:’”g veVs (595

Zu(w)<5p(sz) le S ‘75 and w = 0.
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Then the chain P° satisfies points 1 and 2 of assumption 5.2, and it is
reversible with measure p o This chain is possibly not irreducible, but we

can suppose that it is the case by keeping only the irreducible component of
V. containing x.

So the relation (5.21) is satisfied for V. equipped with P*; it just remains
us to prove that p'(z,y) —>0pt(x, y), resp. | P.| —>O|P|.
e— e—

Let us deal immediately with the operator norm. The very construction of
p. ensures that for all z,v € V., we have p!(z,v) < p'(z,v). Taking z = v = z,
the characterization (2.2) of |P| immediately gives that |P.| < |P|, which is
enough for us (but convergence when ¢ — 0 is also true).

Now, we observe that the law of the ¢ first steps of the chain generated by
p. tends to the law of the initial chain in the sense of total variation. Indeed,
given the way how V. and p. are respectively got from VV and p, we have a
canonical map which associates a walk on V) to a walk on V, so that the law
P, maps into the law P:. That map is defined as follows: the points of the
walk on V' are sent onto their projections on V. until the image walk hits 0,
and from that time on the walk stays at 0. In particular, if a realization of the
original chain stays in V. up to time ¢, its image by our map is kept safe on
{0,...,t}, and so:

]P)E

xT

VgIP’w<3u€{0,...,t}Xu¢‘75>

t
DCV
<) P, (v(X) <e) — 0. (5.26)
u=0

In particular, pt(z, y) —>Opt(x, y), and so (5.21) is satisfied for V' equipped with
E—
p, QED.

A Finite sub-Markov chains

This appendix aims at proving lemma 5.3. Let us recall that in that lemma,
we consider a sub-Markov chain on a finite graph V, given by a kernel p,
which is irreducible and aperiodic (the fact that the chain is reversible is not
used in the proof of lemma 5.3). Denote by n the cardinality of V.

Then the study of the chain may be expressed into matricial terms. We
introduce the matrix:

M = ((p(v:2))), pev (A.D)

then the aperiodicity condition translates into the existence of a time ¢, such
that, for all ¢t > t,, M has strictly positive coefficients''?. On the other hand,

(D Actually one can prove that ¢, = n? necessarily fits.
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lemma 5.9 supra permits us to consider |P| as the spectral radius of M.

So we have in hand all the assumptions to apply the strongest form of
Perron—Frobenius theorem, whose general statement and proof the reader
can find in [4], chap. 5:

Proposition A.1 (Perron-Frobenius). |P|is a simple eigenvalue of M, and
all the other eigenvalues of M have an absolute value strictly less than |P].
Moreover, the eigenvector v associated to the eigenvalue |P| has all its entries
strictly positive.

Now, let us begin with proving point 1 of lemma 5.3, and in a first time
let us prove the second inequality. Markov’s strong proprerty gives us the
over-muliplicativity relation:

Vtu>0 Po(Rirs) > Po(R)PL(Ry). (A.2)

We deduce that, for all ¢ > 1, one has P,(R;)"/* < limsup, . P.(R,)"*. More-
over, if |P| < 1, we have for all ¢ > 1:

(7 2.2) u ‘P‘t
P(Ry) <) p“(z,x) < Y |P|" = =[P’ (A.3)

u>t u>t

hence limsup, ., P.(R,)"" < |P|, that last relation being also trivially true

in the case when |P| = 1. Finally, the second inequality of (5.4) is satisfied for
t > 1 with ¢, = 1, the case t = 0 being trivial.

For the lower bound, we will only show that there exists a constant c¢3 > 0
such that one has, for ¢ large enough:

p'(z,x) = c3| Pl (A.4)

the first inequality of (5.4) then will follow for ¢ large enough, and the case
when ¢ is small then will be dealt with by finiteness, thanks to noticing that
irreducibility ensures that P,(R;) > 0 for all ¢ € N. To prove (A.4), let us
consider the eigenvector v = (v;),.i associated to the eigenvalue |P|. We shall
keep in mind that, by proposition A.1, v, > 0. Denote 7 = max; v;; the relation
M'v = |P|'v then gives for all ¢ > 0:

’P|tvm = Zpt(z,ac)vz, (A.5)
zeV
hence ”
max p'(z,z) > —|P|". (A.6)
2eV nv

Let now ¢, be such that one has Vz,v € 1% p(z,v) > 0 (such a ¢, exists by
aperiodicity, as we noticed it supra), and let us denote n = min,_ ¢ po(z,v) >
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0. For t > ¢y, by (A.6) we can fix z; such that p'~"(z,2) > v, |P|" " /nv. It
follows that we have: ”
P, ) = T Pl (A.7)
nov

hence (A.4) with c3 = nuv, /nv|P|".

Now, let us look at the fine behaviour of the sequence P,(R;) when t — cc.
Markov’s property gives:

P.(Ri) = > p'(x,2)P(Ry), (A.8)

zeV

subsequently to prove point 2 of lemma 5.3, we just have to show that we have
p(x, 2)/p!(x, z)t—> |P| for all z € V. More precisely, we will show that there
—> 00

exists a constant c4(z) > 0 such that p(z, z)/]P|tt—> ca(2).
— 0

p'(z, z) can be rewritten in matricial terms as 76.M"d,. Now theorem A.1
gives us that, denoting by M the matrix of the projection on Rv relatively to
the sum of the characteristic spaces relative to the eignevalues of M other
than |P|:

1 ' .
Subsequently, p'(z, z)/|P|' tends to the value c,(z) = 76,M4, when t tends to
infinity. The non-zeroness of ¢4(z) then is a consequence of point 1 which we
have proved a few lines above. Indeed, taking again the notations ¢, and 7
used above, we have by Markov’s property:

Vt>ty pl(w,z) = p" 0 (z,2)p" (2, 2) = el P, (A.10)
hence ¢4, > ¢y, > 0.

Point 3 may be the most subtle. In fact we will prove that for all z in V,
P,(r, = t) decreases exponentially with an exponential decay factor strictly
less than |P)|.

More precisely, we will estimate the decay factor of P,(7, > tand 7y >
t) =P.((Vu e {0,...,t —1})(X, # z,0)). In other words, we have to look at the
decay speed of the sub-Markov chain associated to the transition kernel p, but
restricted to V ~ {z}. In matricial words, it is the spectral radius of the matrix
M*, which is the matrix M where the z-th line (and if you want also the z-th
column) has been replaced by zeroes. Let us denote by | P*| its spectral radius.
The weak form of Perron-Frobenius theorem (cf. [4]) claims that there exists
a | P*|-eigenvector v* with positive or zero entries for M*. Each entry of M* is
less than or equal to the corresponding entry of M, and moreover M* # M;
since M is the matrix of an irreducible aperiodic chain, it follows that, for ¢
sufficiently large, each entry of (M*) is strictly less than the correponding
entry of M'. So, for ¢ sufficiently large:

|P*|'vt = (M) v* < Mo, (A.11)
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which means that each entry of |P*|'v* is strictly less than the corresponding
entry of M'v*. Now let us reason by contradiction by supposing that |P*| >
|P|, then (A.11) shows that we can find ¢; > 0 and p; > |P| such that M"v* >

t1 4%

pi'v*, hence by iterating:

YOS o> 1P (A.12)

lim sup ‘M ty*
t—> 00
But that is absurd, since the spectral radius of M is actually | P|. This implies
that |P*| < |P|, what we wanted.

Further readings and acknowledgements

The method developed in this paper, I mean, the use of the martingales
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1 Introduction

Un résultat générale de physique statistique en situation non-critique est
I'existence de « décorrélations exponentielles ». L'exemple le plus typique est
le modele d’Ising sur-critique : pour § un parametre sur-critique, il existe une
constante v > 0 pour laquelle, pour tous sites i et j,on a:

UE[O};O’jH § ei’yuii‘, (1)

ou |j — i| note la distance entre les sites i et j (dans le cas du modele d’Ising,
la distance naturelle est la distance L*').

Ce genre d’estimée est ce que jappellerai une relation de décorrélation
exponentielle compacte, au sens ou elle nous dit comment se décorrelent deux
sites, mais ou elle ne nous permet pas de savoir comment se décorrelent des
ensembles de points arbitrairement grands. Il existe également une autre
sorte d’estimée : si A et B sont des ensembles finis de points situés a distance
> dl'un de 'autre, on a :

| Loi(04,08) — Loi(o4) @ Loi(op)||yr < #AH#Be . (2)

Cela permet de contrdler des ensembles assez grand des lors qu’ils sont suf-
fisamment éloignés 'un de 'autre, mais ce n’est pas encore une estimée com-
pacte.

En fait, utiliser la variation totale est voué a I’échec pour obtenir des esti-
mées compactes, dans la mesure ou on a ’avis suivant :

Avis 1.1. Si A et B sont deux hyperplans paralléles, quelle que soit la distance
entre eux, on a :

||£0i(0’A, O'B) — ﬁOi(O’A) & LOi(O’B)HVT = 1. (3)
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Nous allons donc introduire une nouvelle facon de mesurer la décorré-
lation entre deux ensembles, peut-étre un peu moins puissante, mais plus
souple et qui nous permettra d’obtenir des estimées non compactes. Nous
montrerons que pour une classe tres vaste de modeles thermodynamiques
(incluant en particulier le modele d’Ising), des décorrélations exponentielles
non compactes se produisent dés lors que la température est suffisamment
élevée, ce qui montre la pertinence de ce concept.

Notations

— Si f € L' et si F est une tribu, on notera volontiers f” pour E[f|F], en
particulier quand on se réfere a I’espérance conditionnelle en tant que
variable aléatoire.

— La variance d’'une fonction f € L? sera notée Var|f].

2 Niveau de dépendance
Définition

Définition 2.1. Soit (2, B,IP) un espace de probabilités ; soient F,G des sous-
tribus de B non-triviales, i.e. contenant des événements de probabilité diffe-
rente de 0 et 1. On définit :

{F:G}= sup [E[fg] (4)

f F-mesurable

g G-mesurable

B{f]=0,B[2]=1

E[g]=0,E[g*]=1
Nous appellerons {F : G} le niveau de dépendance des tribus F et G. Pour
e € [0,1], on dit que F et G sont c-indépendantes si {F : G} < ¢, resp. e-
dépendantes si {F : G} > . On parle de méme du niveau de dépendances de
deux variables aléatoires X et Y, défini par :

{X:Y}={o(X),o(Y)}. (5)

Remarque 2.2. Dans le cas ou une des deux tribus au moins est triviale, on
posera {F : G} = 0.

Propriétés élémentaires

Proposition 2.3. Pour toutes f,g € L*(IP) respectivement F et G-mesurables,
ona:

[Elfg] — E[f]Elg]| < {f : g}Var'?(f)Var'/*(g). (6)
En outre, {f : g} est la plus petite constante vérifiant (6).
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Proposition 2.4. Soient F et G deux sous-tribus de B. Alors :
1. {F:G}e]0,1].
2. {F:G} =0 & FetG sontindépendantes.
3. {G: F}={F:G}
4. Pour F' C F,{F :G} < {F:G}.
5. Si F est non-triviale, alors {F : F} = 1.
Proposition 2.5. Pour X, X,,... et Y1,Ys,... deux suites de variables aléa-

toires, le niveau de covariance entre (X1, Xs,...) et (Y1,Ys,...) est le supremum
des niveaux de covariance entre des parties finies de ces suites :

{(Xi)ien : (V))jen} = sup {(Xi)ier : (¥))jes}- (7)
I C N fini
J C X fini

Proposition 2.6. Si X — Y — Z est une chaine de Markov, alors {X :
(Y, 2)} ={X: Y}

Proposition 2.7. Soient F et G deux sous-tribus de B, avec F non triviale. On
peut définir une « projection » de L*(G) dans L*(F) par :

7 L*(G) — L*(F)

g Elg|F ®

Il est clair que cette projection est linéaire, et contractante. Sur les fonctions
constantes, T est l'identité ce qui permet de la quotienter en une aplication

7: L*G)/R — L*(F)/R. 9)
Alors {F : G} est la norme opérateur de 7.
Corollaire 2.8. Si X — Y — Z est une chaine de Markov, alors :
{X:Z}<{X:YHY : Z}. (10)

Remarque 2.9. Linégalité peut étre stricte. Prendre par exemple X =
(a1,b1), Y = (a2,b1) et Z = (as,by) ou ay, ay, by et by, sont quatre pile ou face
indépendants; alors {X : Y}, {Y : Z} =1 et pourtant {X : Z} = 0.

Corollaire 2.10. Soit ... — Xn—1— X,, — X,,,1 — ... une chaine de
Markov stationnaire et réversible. Alors, pour tout n > 0 :

{XO . Xn} = {XO . Xl}n (11)

Remarque 2.11. Evidemment, le sens < de (11) était déja donné par le co-
rollaire 2.8 ; c’est le sens > qui est en fait intéressant.

Démonstration. Lapplication 7 est alors autoadjointe, et donc ||7"| = |7||"-
]
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Remarque 2.12. On peut généraliser ce résultat en supposant que la chaine
de Markov est quasi-réversible, avec la

Définition 2.13. Un noyau de transition d’un espace mesurable (2, F) dans
lui-méme, préservant une mesure de probabilité P, est dit quasi-réversible
pour P quand il commute avec son noyau de transition adjoint.

Exemple 2.14. 1. Une bijection bimesurable préservant la mesure P est
un noyau markovien quasi-réversible.

2. La composée de deux noyaux quasi-markoviens réversibles qui com-
mutent est quasi-réversible.

3. Une marche aléatoire i.i.d. sur un groupe compact abélien est quasi-
réversible.

3 Lemme de tensorisation

Lemme 3.1. Soient X et (Y;);c; des variables aléatoires, vérifiant pour une
certaine famille de (¢;);cy :

Viel {X:Y}<e. (12)

On suppose en outre que la propriété (12) est vraie méme conditionnellement a
la valeur de certains Y, i.e. conditionnellement aux tribus o(Y;,j € J) pour
J C I~ {i}. Alors :

(X V)< (Zeﬁ>1/2. (13)

i€l

Démonstration. Soit f une fonction X-mesurable L? et g une fonction Y-
mesurable L?, avec g centrée. On suppose I muni d’'un ordre total, et on note :

Fi=o(Y;j <i), Fie = oYy, j <), (14)

puis
gi=g"—g"". (15)

Alors g = )., g; ou g; est F;-mesurable et centrée par rapport a F;_, de sorte
que :

Var|g| = ZVar[gi}. (16)

el

Majorons E[fg;] : conditionnellement a F;_, g; et f, qui sont respectivement
Y;- et X-mesurables, vérifient :

E[fg|Fi] < &;BY?[f|F,_|Var'?[g,| F_], (17)
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d’ou en déconditionnant et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

E[fg:] < EY*[f*]Var'/?[g,]. (18)
Sommant, il en résulte :
Elfg < I/l (D =Var'?(g]). (19)
iel
et le résultat en découle par I'inégalité de Cauchy-Schwartz. n

Lemme 3.2. Soient (X;);cy, et (Y;),cz des variables aléatoires, vérifiant pour
une certaine famille de (¢;)icz7 :

On suppose en outre que la propriété (20) est vraie méme conditionnellement a
la valeur de certains X, 4; et Yj;. Alors :

{? : 7} < Z (sz + ( Z 5y2)1/2( Z 5y2)1/2)_ (21)

2EZL y<z—1 y=z+1

Démonstration. Soient f et g resp. Y et 7-mesurab1es, centrées. On décom-
pose comme précédemment fen ) . , fi,resp. g =) .., ;.

Il va nous falloir majorer E[f;g;|. En conditionnant par rapport a 7;,_ Vv g,_,
on obtient :

E[fig;|Fi- vV G;-] <
E[fi|Fie v Gi-Elgj| Fio v Gi-] + - Var'*[fi| Fio v G- [Var'* [fi| Fio v G ]
(22)

O

Apres déconditionnement, le second terme donne par l'inégalité de
Cauchy-Schwartz :
5j_iVarl/2[f,-]Varl/2[gj]. (23)

Si nous sommons a j — ¢ constant, cela va nous donner (aprés un coup de
Cauchy-Schwartz) du
e;_Var'/?[f]Var'/*[g]. (24)

On a donc le premier terme du membre de droite de (21).

Pour majorer le premier terme, il va falloir majorer IE)[ fl-|}"i_ Vv gj_], resp.
son analogue pour g. Conditionnellement & F; , f; est centrée et ne dépend
que de z;. Or, toujours conditionnellement & 7,_, z; est a;_;,-indépendante de

g;_,avec:
a5 = ( Z 82) 1/2, (25)



en vertu du lemme 3.1. Il s’ensuit, d’apres la proposition 2.7, que :

E[(f79)*|F-] < o2 B[Var[fi| 7 ]| 7], (26)

7

ce qui se déconditionne en :

E[(f]79)"] < a2 Varlf]. 27)
Ainsi, I'intégrale du premier terme du membre de droite de (22) se ma-
jore en || (J‘”Z.JT"’VQJ")QHL2 | (gf’vgj’)wy, qui & son tour se majore d’apres (27) en

a;_;B;_;Var[f;|Var|g;], ou §;_; est défini comme on pense. Ensuite, on somme a
j — i fixé en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour obtenir le second
terme du membre de droite de (21), ce qui conclut la preuve du lemme.

4 Le résultat

On considere un systéme de physique statistique constitué d’'un réseau
d’atomes 7 sur Z?, ou tous les points sont identiques et chaque atome peut
prendre un état 0 dans un ensemble S fini; 'énergie d'un atome dans I'état
s est notée hy(s). En outre, chaque atomes 7 interagit avec les 7 # 1 tels que
|7 — 7|l < 1, selon une énergie d’interaction donnée par hs_(o7,07) ().
On peut alors parler des mesures de Gibbs associées a ce systéme pour la
température ¢ = 37!, Le résultat suivant est alors un classique :

Théoreme 4.1 (source a citer). Si 0 est suffisamment élevée, la mesure de
Gibbs est unique; on la note alors Py. En outre, si 0 est suffisamment élevée il
y a décorrélation exponentielle du systéme au sens suivant : pour toute partie
7 C 74, pour tous x,y ¢ Z, on a presque-siirement que

dLoi(y|x, Z)

> 1— e MOly=all 28
dLoi(y|Z) ‘ (28)

pour un \(0) > 0. De plus, \(0) tend vers +oo quand 0 — +oc.

Notre résultat, lui, est le suivant :

Théoreme 4.2. Si 0 est suffisamment élevée, il existe une constante \'(0) > 0
telle que, pour tous sous-ensembles A, B C 7¢ disjoints, notant o, Uétat des
sites de A et op l’état des sites de B, on ait :

{oa:08} < e MO, (29)

Ce résultat reste par ailleurs vrai méme si on a conditionné par rapport a une
partie C C 7% disjointe de A et de B. En outre, \'(0) L 00
—00

10n rajoute I’hypothese de symétrie h_— (01, 02) = hp (02, 01).
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En utilisant une chaine de Markov entre A et B, la proposition 2.8 nous
donne le corollaire suivant :

Corollaire 4.3. Pour toutes parties A, B C 7, on a, méme sous conditionne-
ment éventuel par rapport a C' :

{O,A : O.B} g e*/\/(e)d(A,B)7 (30)

ot d(A, B) est la distance entre les ensembles A et B (2).

5 La démonstration

La démonstration de notre théoreme 4.2 utilise en fait comme seule hy-
pothése le résultat du théoréme 4.1 et la structure géométrique de Z?. Dans
un premier temps, nous allons étudier le niveau de dépendance de deux sous-
espaces affines paralleles, puis nous nous servirons de ces premiers résultats
pour obtenir notre preuve par une récurrence sur la dimension du plus petit
sous-espace affine contenant A et B.

O  Dans tout ce qui va suivre, on travaille toujours sur le modéle de phy-
sique statistique dans 7%, méme quand les corrélations qu’on étudient n'en
concernent qu’un sous-espace. En outre, dans tous les résultats qu’on va mettre,
il est sous-entendu que ces résultats restent frais quand on conditionne par
rapport o l'état d’'une certaine partie de 7° (méme si elle n’est pas contenue
dans le sous-espace d’intérét).

Définition 5.1. On appellera r-sous-espace de 7 un sous-espace affine de 7.°
(vu comme Z-module affine) admettant une base constituée de r vecteurs élé-
mentaires de Z?. On parlera resp. de point, droite, plan pour r = 0, 1, 2 respec-
tivement.

On a la proposition intermédiaire suivante :

Proposition 5.2. Il existe des constantes \")(0), r € {0,...,d — 1}, avec
A1 () , 7. 00 pour tout r, telles que, si A et B sont des r-sous-espaces pa-
—00

ralléles a distance A l'un de Uautre, on ait :

{oa:op) <O, (31)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur r. Pour » = 0, c’est une
conséquence directe du théoreme 4.1, via le lemme suivant :

Lemme 5.3. Soient X et Y deux variables aléatoires telles que presque-
sirement, on ait dLoi(X,Y)/(dLoi(X)® dLoi(Y)) =1 —¢, alors {X : Y} <.

_>
2Te. d(A,B) =infoca | b — @|loo-
beB
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Nous allons expliciter comment on passeder = 0 ar = 1: considérons deux
droites paralleles A et B, situées a distance A I'une de 'autre. On numérote
les points de Apar...,a. 1,a.,a..1,...en prenant soin de les numéroter dans
lordre de la droite. Alors on en déduit une numérotation similaire pour la
droite B, ou chaque point b € B recoit le numéro du point de A le plus proche
de lui en distance L'; on observe qu’alors les points a; et b; sont situés a
distance AV |j —i| 'un de 'autre. On est alors en situation d’utiliser le lemme
3.2.

Pour obtenir exactement le résultat que nous souhaitons, et en vue de re-
faire plusisuers fois la méme chose, nous allons utiliser le lemme technique
suivant :

Lemme 5.4. Soit A > 0; pour A € N\ {0}, z € Z, on pose ) = e (AvEDA,
Alors, si ) est suffisamment grand, il existe un p > 0 tel que :

POICREN O D= DI R Bl (32)

2EDL y<z—1 y=>z+1

avec ((\) — oo quand \ — oc.

Nous obtenons ainsi que deux droites situées a distance A I'une de 'autre
sont exp ( — pu(A(F))A)-indépendantes, ce qui est également trivialement vrai
pour A = 0. Pour passer de »r = 1 a » = 2, on va diviser les plans paralléeles
en droites paralleles, qu'on numérote de la méme fagon que précédemment.
Comme on sait contréler I'indépendance de deux droites paralleles par hypo-
theése de récurrence, on peut appliquer a nouveau le lemme 3.2, et ainsi de
suite. On obtient finalement une expression de A\ () comme :

A(0) = i (A(B)). (33)

]

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme a proprement parler. En
fait, on va montrer par récurrence que :

Proposition 5.5. Si A et B sont des sous-ensembles disjoints d’'un méme r-
sous-espace de 7 (r € {1,...,d}), on a {04 : op} < C™ pour une certaine
constante C") < 1 qui tend vers 0 quand 0 tend vers linfini.

Démonstration. Linitialisation de la récurrence se fait dans le cas » = 0, qui
est tellement trivial qu’il est vide. Nous allons montrer a titre d’exemple com-
ment passer de » = 2 a r = 3, sachant que le principe est toujours exactement
le méme.

On considére un 3-sous-espace de Z?, qu’on découpe en plans paralléles
...y P.,P.y1,..., indexés par Z dans ordre. On va alors utiliser le lemme 3.2,
ou X; est ’état de sites de A N P;, resp. Y; celui des sites de B N P;. On se
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retrouve alors en situation d’utiliser le lemme 3.2, avec ¢, = C® et, pour
12| > 1, e, = e *”I¥l d’apres la proposition 5.2. Quand 6 tend vers infini, A
tend vers l'infini et C® vers 0, de sorte qu'on obtient une valeur de C® qui
tend vers 0. ]

Le théoréme 4.2 est alors simplement la proposition 5.5 appliqué avec r =
d.
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Introduction

Sur un espace métrique, une facon intéressante de mesurer ’écart entre
deux distributions de couplage est la distance de Wasserstein L!, ou distance
de couplage :

Définition 0.1. Soit (E,d) un espace métrique; soient y,v deux mesures de
probabilité sur E (muni de sa tribu borélienne). Un couplage entre 1 et v est
une mesure de probabilité ¢ sur E x FE dont les deux marginales respectives sont
w et v. Notons C(u,v) l'ensemble des couplages entre et v; alors la distance
de couplage entre y est v est définie comme :

Wi) = inf [ do.y) delo) M
£eC(v) JExE

11 est clair qu’il s’agit effectivement d’une distance ; je noterai également ||v —
ptllwr pour W*(p, v).

Remarque 0.2. La distance de couplage entre i et v est 'énergie que doit
dépenser un ouvrier pour transfomer i en v, sachant que son effort est pro-
portionnel a la quantité de terre qu’il transporte et a la distance sur laquelle
il la transporte.

Controler la distance de couplage entre u et v permet de contrdler la diffé-
rence entre 'intégrale d’'une fonction contre i et contre v :

Proposition 0.3. Pour toute fonction f k-lipschitzienne,

\/fdy—/fdy\ < kv — plfwe (2)
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Soit 1 une mesure de probabilité sur un espace métrique et N > 1 un
entier; en tirant N points i.i.d. distribués selon ;, on obtient une mesure em-
pirique 71"V, aléatoire, qui approche bien 1 dans le sens o1 on démontre que iV
converge en probabilité vers i. Nous aimerions bien avoir des estimées plus
fines sur cette convergence, en particulier des estimées non asymptotiques.

La méthode la plus logique consiste alors a passer par les méthodes
usuelles de grandes déviations, notamment le théoréme de Sanov. Si nous
cherchons a controler les déviations de i par rapport a une seule fonction f,
le résultat optimal est le suivant :

Définition 0.4. On dit qu’'une mesure | sur un espace métrique FE vérifie une
inégalité T (\) si pour toute mesure de probabilité v, U'entropie relative de v
par rapport a j vérifie :

(W(u, V))2_

H(v|p) 2 A

(3)

Il est possible de montrer, cf. p. ex. [1], que toutes les mesures de probabi-
lité sur E vérifient une méme inégalité 7;(\) des lors que E est borné. Comme
nous le disions, I'inégalité T} apparait comme le critere le plus pertinent pour
évaluer les déviations contre un fonction :

Théoreme 0.5. Soit 1« une mesure de probabilité vérifiant une inégalité T1(\);
alors pour toute fonction f 1-lipschitzienne :

]P(‘ /fdﬁN _ /fd,u‘ > g> < 26 NE/2, (4)
En outre, la constante )\ qui apparait dans (4) ne peut étre améliorée.

Cela dit, ce théoréme ne permet pas de contrdler W*'(u, 1), car cela re-
viendrait & borner simultanément les écarts [ fdu™ — [ fdu pour toutes les
fonctions f 1-lipschitziennes!

Dans [2], Villani et al. tentent de contourner cet écueil pour obtenir un
résultat le plus proche possible du théoréme 0.5 avec la distance W'. Plus
précisément, ils établissent le

Théoreme 0.6 (Villani et al.). Soient E un espace métrique borné de dimen-
sion d (%), et ;1 une mesure de probabilité portée par E. On sait que i vérifie
une inégalité Ty (\) pour un X\ ne dépendant que de E ; donnons-nous ce \. Soit
N > 1 un entier ; notons i la mesure empirique de N points i.i.d. tirés selon .
Alors pour tous N < et d > d, on peut trouver une constante C ne dépendant
que de N, d et F telle que pour tout ¢ > 0 :

N>C

Z T2 = ]P(Wl(ﬂvﬁN) >¢) < e~ TN, (5)

Woir 'appendice B pour la définition de dimension utilisée dans cet article.
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Remarque 0.7. J’ai 1égerement modifié '’énoncé du théoreme par rapport a
[2] afin de le rendre comparable au travail qui va suivre.

Dans la mesure ou )\ peut étre rendu aussi proche de A qu'on veut, le
théoreme 0.6 est pratiquement optimal. Cependant ce résultat n’est pas tres
intéressant d'un point de vue pratique. En effet, a NV fixé, il ne fonctionne
que pour £ > (%)1/ (@) " ce qui, comme nous le verrons, est largement au-
dela des déviations typiques de i’V (?). Notre objectif est donc de trouver une
majoration qui fonctionne bien, cette fois-ci, a N fixé quand ¢ devient grand

devant les valeurs typiques de W*(p, V).

1 Le résultat

1.1 Enoncé du théoréme

Définition 1.1. Soit X une variable aléatoire réelle positive ; pour X > 0 on
appellera \-espérance X, et on notera E\(X), le nombre :

E\X) = % InE[e*]. (6)
Pour \ = 0, on notera par ailleurs :
Eo(X) = E[X]. (7)

Théoreme 1.2. Soit d > 2. Soit X un espace métrique borné de dimension d
et soit ;1 un mesure de probabilité sur E. Alors tout pour N > 1, pour iV la
mesure empirique a N points associée a i, on a pour tout a > 0 :

~ D D
E (5N = pllwr) < q’(m)ma (8)

ot d est une certaine fonction croissante purement déterministe (dépendant de
d), et D une longueur ne dépendant que de X (et de d).

1.2 Démonstration

Avant de commencer la démonstration proprement dite, nous allons don-
ner et prouver le lemme qui fait tout :

2Par contre, si une variante du théoréme 0.6 ou d’' + 2 serait remplacé par d’ \ 2 était
vraie, alors le résultat serait vraiment utile. Pour ma part, je n’ai pas cherché a optimiser le
taux de décroissance exponentielle : c’est moins esthétique du point de vue théorique, mais
c’est amplement suffisant pour les applications qu'on peut imaginer, et présente en outre
I'avantage d’'une démonstration simple.
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Lemme 1.3. Soit X un espace métrique de diametre D, partitionné en une
union disjointe X = X, U X,. Soit ;1 une mesure de probabilité sur X ; soit
N € N*. Soient k, et ky, les entiers les plus proches de Nu(X,) et Nu(X,), avec
ko + ky = N. Pour i € {a,b}, notons p; la mesure de probabilité définie par
du; = Lx, du/p(X;) (@), alors on a pour tout A > 0 :

Ex(17™ = fillwr) <

1 k k
~ —1/2\ n7—1/2 | L Ra ~ka _ b ks
(7()\DN )N —|—2N>D+NE%)\(||MQ Ma”Wl)"‘NE%,\(H“b b — ),
9)
olL ¥ est une certaine fonction croissante définie en appendice A.
Démonstration. Soient x1,...,xx N points i.i.d. tirés selon x ; notons Z,, resp.

Zy,, le nombre de ces points situés dans X,. Z, — k, et Z, — k;, sont deux entiers
opposés ; supposons pour fixer les idées que ce soit Z, — k, qui est positif. On
va alors déplacer Z, — k, points de X, vers X, comme suit : parmi les x; qui
sont dans X,, on tire au sort 7, — k, points qu’on efface, et on ajoute dans X,
le méme nombre de points, i.i.d. selon .

A Tissue de cette manceuvre, on a déplacé |Z, — k,| points sur une distance
D au plus, soit un coit de transport d’au plus %\Za —k,|, et on se retrouve avec
k, points i.i.d. selon p, dans X, et k;, points i.i.d. selon y;, dans X, sachant que
le nombre (algébrique) de points déplacés, la distribution finale dans X, et la
distribution finale dans X, sont indépendants. On utilise alors le corollaire
A.2 du lemme A.1 en appendice pour obtenir le résultat annoncé. ]

Maintenant, nous allons démontrer le théoréeme 1.2 :

Démonstration. On suppose données {Xy}, { X, X}, {Xaa, Xavs Xpas Xoo ) - - -
des partitions de plus en plus fines de X vérifiant les conditions de la défi-
nition B.1, avec les mémes notations. Soit N > 1. Pour m un mot de I'alphabet
{a, b}, on définit la mesure de probabilité x,,, = 1x, 1/1(X,,). On va également
définir des entiers k,, indexés par les mots de ’alphabet {a, b} de la sorte :

— kg =N;
— Pour tout mot m, k., resp. k.;, est entier le plus proche de AL(())((T)) o,
#(Xmb)
resp. #(Tmb)k:b.
Soit maintenant A > 0; pour tout entier n > 0, on a :
Proposition 1.4.

(2D n(1—1/d)
7 (372) n(1/2-1/d) D 2 D 1

E\(Ws) < 2 S aamay ol (10

1 — 2—(1/2—1/d) N1/2

3Si u(X;) = 0 alors p1; n’est pas définie, mais cela n’a aucune importance car sa contribution
a ’équation (9) est alors nulle.
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En effet, on a la majoration triviale £,(IWy) < D, puis on raisonne par
récurrence sur n a 'aide du lemme 1.3 (en prouvant le résultat pour toutes
les valeurs de \ a chaque étape). Dans la récurrence, le seul passage un peu
astucieux est de penser a utiliser I'inégalité de concavité :

(ko + k)2 < V2(ko\? + k,V?). (11)

Pour conclure, il ne reste plus qu’a optimiser n dans (10). Travaillons dans
le cas A = 0 (autrement dit, on cherche a optimiser I'espérance de 17), dans
lequel le préfacteur 5(\D/N'/?) n’intervient pas. Alors les trois termes de (10)
deviennent du méme ordre de grandeur simultanément lorsque 2" ~ N. Si
nous choisissons pour n 'entier le plus proche de log, N, on récupeére finale-
ment :

_( AD D
E\(Wg) < [OW(W) +5} N/ (12)
pour des constantes numériques « et $ ne dépendant que de d. On en tire
immédiatement le résultat annoncé. n

1.3 Corollaire essentiel

La facon la plus commode d’utiliser le théoreme 1.2 est le corollaire sui-
vant :

Corollaire 1.5. Soit X un espace métrique borné de dimension d > 2, u une
mesure de probabilité sur X ; alors on peut trouver une constante C ne dépen-
dant que de X et d telle que pour tout C' > C' :

/

_ C i
N1 P(IEY = ullw > F7) S cooxp (=N (13)

pour des constantes ¢, > 0 et ¢y ne dépendant pas de p. En particulier, P (||,EN —
pllwr = C'/NY d) décroit plus vite que n’importe quelle fonction puissance.

Remarque 1.6. Ce résultat nous montre que [|i¥ — pl|y1 est de Pordre de
N~Y4 Cela est optimal puisque par exemple, dans le cas ou y est la mesure
uniforme sur [0, 1]¢ avec d > 3 entier, on démontre facilement I'existence d'une
constante C telle que pour tout N, on ait :

~ C
12N = pllwr > ~Nija Ps- (14)

En d’autre termes, dés lors qu’on est en dimension d > 2, ce qui fait la valeur
de ||ji" — p||w+ n’est pas une hétérogénéité globale de la répartition des z;, mais
simplement le fait qu'on essaie d’approcher une mesure a priori continue par
une mesure discrete. C’est finalement 'enseignement principal de ce travail.
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A Le lemme de controle exponentiel

Lemme A.1. I] existe une fonction purement déterministe v : R, —|0, 00,
croissante, telle que pour toute variable aléatoire réelle X centrée vérifiant pour
une certaine constante c > 0 :

A2o?

VAe R ImE[eM] < 5 (15)

on ait pour tout A > 0 :
E\(|X]) < v(oA)o. (16)

Corollaire A.2. Soient N > 1et p € [0, 1]; alors pour une variable aléatoire X
de loi binémiale B(N,p) :
VN
Ex(]X —pN|) < v(A\/N/Q)T. 17)
Comme nous nous servirons uniquement de ce corollaire, nous noterons 7y
la fonction définie par 7(z) = v(z/2)/2, afin d’alléger les notations.

B Dimension fractale dichotomique

Dans cet article, nous avons utilisé un concept un peu particulier de di-
mension fractale, que j’appellerai ci la dimension dichotomique :

Définition B.1. Soit X un espace métrique borné. Pour d > 0 un réel, on dira
que X est fortement de dimension d si, pour une certaine constante D > 0, on
peut construire des parties X4, X, Xp, Xua, ... de X indexées par les mots finis
de lalphabet {a,b} telles que :

1. Xy=X;

2. Pour tout mot m, X,, = X,na U Xop s

3. Pour tout mot m de longueur /, le diamétre de X,, est majoré par D /2.
On dira également que X est fortement de dimension 0 quand X est fini.

O  Dans larticle, nous avons simplement écrit « de dimension ... » pour
« fortement de dimension . .. ».

Par exemple, toute variété riemannienne compacte de dimension d est for-
tement de dimension d. Si X est fortement de dimension d, alors sa dimension
de Hausdorff est d au plus, mais la réciproque n’est vraie que si X apparait
suffisamment identique a toutes les échelles (#). C’est néanmoins le cas pour
la plupart des fractales usuelles : par exemple, le triangle de Sierpinski a pour
dimension dichotomique sa dimension de Hausdorff, soit In3/1n 2.

4Par exemple, I'ensemble des 1/n pour n € N*, dont les points sont de plus en plus resser-
rés a mesure qu’on approche de 0, est de dimension dichotomique 1 alors que sa dimension
de Hausdorff est 0.
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Résumé

Dans [1], Villani et al. utilisent des techniques de concentration de la
mesure pour étudier le comportement de certaines classes de modeles de
champ moyen en termes de distance de couplage W, entre la répartition
empirique des particules et leur limite hydrodynamique. Malheureuse-
ment, cette technique novatrice, qui donne acces a des rensignements fins
sur la mesure empirique, ne semblait pas s’adapter aux cas ou I’évolution
du systeme se fait par chocs, ’exemple-type étant 'équation cinétique de
Boltzmann. Ici, nous explorons une voie qui permet d’obtenir des estimées
W1 pour les modeles de collision.

Notations

Théorie de la mesure

Soit X un espace mesuré. On utilisera les notations suivantes :

— M(X) est 'ensemble des mesures signées sur X.

— Pour M € R, My (X) est 'ensemble des mesures de M(X) de masse
totale M.

— M™(X) est 'ensemble des mesures positives finies sur X.

— Pour M > 0, on pose M},;(X) = M™(X) N My (X).

— Soient © € M(X) et f : X — Y une application mesurable; on note
f o la mesure-image de p par f.

— Pour x € X, on note 4, la masse de Dirac en z.

— Pour N points z!,...,2" de X, on appelle mesure empirique des z° la
mesure + SV 4,
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Couplage

Définition 0.1. Soit (X,d) un espace métrique borné muni de sa tribu bo-
rélienne. Soit 1 € My(X), dont on note respectivement . et ji_ les parties
positive et négative. On appelle autocouplage de p une mesure v € M*(X x X)
dont la premiere marginale est ji, et la seconde 1. Le cott de cet autocouplage
est la grandeur

/ d(z,y) dy(z.y). (1)
XxX

La norme de Monge de . désignera alors l'infimum des coiits de tous les cou-
plages de 1 possible ; on la notera ||u||w.

Remarque 0.2. En d’autre termes, si ;» modélise un sol accumulant des dé-
blais et des remblais, || ||y est 'effort que doit fournir un ouvrier qui dépense
une certaine énergie par metre et par volume de terre transporté pour re-
mettre le terrain a plat.

Avis 0.3. || - || est effectivement une norme sur M(X).

Définition 0.4. On note M,(X) la complétion de M, pour || - ||w. Pour M € R,
on définit la distance de Monge entre deux mesures y et v de My (X) comme
|l — v|w. Le complété de My (X) pour la distance de Monge est alors noté
M (X); cest un M-espace affine.

0  Dorénavant, les My;(X) et leurs sous-ensembles seront systématique-
ment munis de la distance de Monge.

Remarque 0.5. Nous avons donc deux notions de convergence dans M7 (X) :
la convergence faible sur les mesures de probabilité et la convergence sur la
distance de Monge.

Avis 0.6. Si X est compact, la convergence pour la distance de Monge sur
M7 (X) coincide avec la convergence faible.

0  Dans tout larticle, chaque fois que ’'on rencontrera des produits d’es-
paces métriques, ils seront implicitement munis de la distance somme. On no-
tera par ailleurs 7, m,, . . . les projections canoniques de l’espace-produit sur les
espaces de départ.

Probabilités

— Dans tout le texte, les mesures de probabilité qu’on utilisera seront sans
ambiguité ; on les notera donc génériquement P, et on notera [E les es-
pérances associées.
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— Pour X une variable aléatoire réelle, A > 0, on appelle \-espérance de X
la quantité :

E\[X] = % InE[eM]. (2)

Par continuité, on posera également Fy[X] = E[X].

— X étant une variable aléatoire, on écrira volontiers « X » pour «la loi de
X », le contexte permettant de trancher.

— Une loi P; sur R est dite majorée par une autre loi P, §’il existe des
variables aléatoires X; et X, de lois respectives P; et P, vérifiant X; <
Xs5. On notera P; < Ps.

— P(0) notera un processus de Poisson de parametre 6.

Constantes

O  Dans tout larticle, on se fixera un réel n > 2; toutes les constantes
données seront susceptibles de dépendre implicitement de n.

— On notera génériquement « toute constante purement mathématique.
— On notera génériquement &(-) toute fonction purement mathématique
de R, dans |0, +oc], croissante, et continue en 0 avec ®(0) = 1.

1 Le modele

1.1 Données

Soit n > 2 un réel fixé pour toute la suite de I’article. On se donne un
espace métrique compact X fortement de dimension n au sens de la définition
A.1; on note D le diametre de cet espace.

On se donne deux applications 7 : X x X — [0,00[ et h : X x X —
M7 (X x X), ou 7 et h sont symétriques, i.e. :

Hypothese 1.1. Notant t: X x X — X x X lapplication qui envoie (z,y) sur
(y,z),onaTot=Tethot=toh.

On suppose que 7 et h vérifient I’

Hypothese 1.2. 1. 7 est bornée; on note T son supremum.

2. Lapplication o
St X x X — My(X x X)

(z,9) = 7(2,9) (M, 9) = Oay))
est lipschitzienne ; on note k sa constante de Lipschitz.

(3)

[0  Dans toute la suite, 1y est une mesure de probabilité fixée sur X. Tout
le raisonnement sera valable uniformément en L.
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1.2 Modele microscopique

On considére N > 1 particules z!,...,2" en interaction. On note n =
(x1,...,2N) Pétat du systeéme, et pour i < j, y*, 3y’ € X, on pose :
. L L N

n;f,yj = (" ..yt ettt Ty e, 4)

Alors I’évolution du systéeme se fait de la facon suivante : a ¢t = 0, x(l), o ,xév

sont distribués indépendamment selon i, puis ’évolution est markovienne
avec pour générateur :

_ 7 1,J o 3 7
10 = 5 orte'a) | (g0 - ot ). 6
En d’autre termes, de maniére poissonnienne avec le taux 7(2%, 27) N, le couple
de particules (2%, 27) se heurte et se redistribue selon la loi i(z?, 27), tous les
chocs étant indépendants.

[0  On notera il la mesure empirique des x* au temps t.

1.3 Modele macroscopique

Dans ce modele, la grandeur d’intérét est une mesure de probabilité i sur
X qui représente moralement la répartition des particules. Liévolution est
une simple équation différentielle dans M;(X):at =0, on a j—o = jg, puis p
évolue selon I'équation : _
O = S(p), (6)
ou S est définie par :
= 0y
S(p) =m0 Aw,y) aBE

XxX

() (1)- ()

La solution de (6) est unique et définie pour tout temps, en vertu de I’

Avis 1.3. Sous Uhypothese 1.2-2, S est r/2-lipschtzienne.

En outre,
Avis 1.4. Pour tout t > 0, ju; € M7 (X).

Remarque 1.5. On peut modifier les données du probléme pour faire en sorte
que 7 soit constante égale a 7 sans changer les évolutions (5) et (6). En effet,
il suffit de considérer a la place de la fonction de sauts & la fonction / définie
par :

h(z,y) = T(g; v) h(z,y) + (1 - T(g; y))(S(x,y)- (8)

Que 7 soit constante nous sera essentiel dans le § 3.1 pour justifier certaine
hypothese d'indépendance ; on le supposera donc.

0  Nous ferons toujours ’hypothese que T est constante, égale a 7.
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1.4 Limite de champ moyen

Le modele macroscopique correspond a I'idée intuitive que nous avons de
ce que doit étre ’évolution d'un grand nombre de particules. En effet, on dé-
montre, cf. [2], que le modele du § 1.3 est la limite, dans un sens acceptable,
de celuidu §1.2quand N — oo :

Théoreme 1.6. Pour tout temps T > 0, pour toute fonction [ lipschitzienne
sur X :
ve>0 P sup ‘/fdut—/fdﬂt
te[0,7) X X

Notre objectif est d’établir ici une notion plus forte de limite (a savoir, au
sens de la distance de Monge) et de donner une estimation quantitative sur
la convergence et les moyennes déviations.

> g) =0 (9)

2 Résultats et angle d’attaque

2.1 Enoncé du théoréme

Théoreme 2.1. Il existe une constante C' telle que pour tout pour tout T > 0 :

e’z 1 C’

S — ~N
c’ > 2 c® = IP(H,Ut _MtHW>W> Niooo’ (10)

ou«f(xr) | 0»signifie « f(z) décroit plus vite, quand N — oo, que n’im-
r—>+00

porte quel 1/x9 ».

2.2 Principe de la démonstration

Comment allons-nous aborder ce probleme ? Dans la mesure ou on cherche
un résultat en distance de Monge, la technique habituelle consistant a
prendre une fonction-test et a étudier ’évolution au moyen de martingales
ne peut fonctionner. Le principe général doit néanmoins rester le méme : lors-
qu'un grand nombre de sauts se produisent, leur répartition est a peu pres
celle prédite par la limite hydrodynamique. En l'occurrence, I'outil que nous
allons utiliser est la concentration de la mesure pour les mesures empiriques.

Pour nous accomoder de I’évolution du systéeme avec le temps, nous allons
procéder par pas de longueur ¢;. Sur chaque pas, nous allons en fait comparer
I’évolution du systeme stochastique et du systéme déterministe en supposant
les lois de chocs figées, puis nous corrigerons nos calculs pour tenir compte de
ce que les lois de chocs évoluent en méme temps que le systéeme. Deux effets
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antagonistes joueront alors : on a intérét d'une part a choisir ¢; assez grand
pour que la concentration sur les sauts soit pertinente; d’autre part, si ¢;
est trop grand 'approximation effectuée a chaque pas devient trop grossiere.
Il s’agira donc d’optimiser la valeur de ¢;. Ensuite, quelques manipulations
techniques nous permettront de contréler simultanément la majoration pour
tous les temps.

3 Etude sur un pas de temps

Supposons dans cette partie NV fixé, et notons pour alléger les notations
W; = ||z — p||. Dans cette partie, on suppose que ji}’ est parfaitement connu.
On se fixe un ¢; > 0; notre objectif est alors de contréler W;, a partir de .

O  Dans toute cette partie, t, est fixé.

3.1 Découpage en plusieurs termes

Pour controler Iécart entre s, et ], on va découper la différence des
deux mesures en six termes et appliquer lI'inégalité triangulaire. Attendu
que la description des termes les plus compliqués nous obligerait a un for-
malisme plus qu’abscons, nous nous contenterons d’expliquer d’ou ces termes
proviennent et d’en donner directement un majorant. Le découpage est le sui-
vant :

1. Divergence de PEDO : Soit ([i;)o</<;, vérifiant fiy = i} et évoluant
selon (6). On appelle terme de divergence hydrodynamique I'’expression :

[ — sl an

2. Termes du second ordre dans PEDO : Le terme de courbure hydrody-
namique, qui traduit I’erreur que 'on fait quand on linéarise 1’évolution
de (6), est :

[0 + 1S (fig ) = ey ||y (12)

3. Artefact d’autochoc : Une petite astuce vient de ce qu'une particule
n’interagit pas avec elle-méme ; il s’ensuit un terme d’autochoc qui est :

(13)

w

4. Concentration : On considére la mesure & sur M,(X) définie par :

S =7l Z/ 55y¢+5,uj *5%*5 3 d(h(.ilié, x%))(Z/l? yj) (14)
. JXxX ’ o

1<)
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Cette mesure a pour masse totale M = (N — 1)7t,/2; notons S € My(X)
sa somme, i.e. :

S = / 0d&(o). (15)
Mo(X)
Soit 9t = | M | ; on tire maintenant 2 variables i.i.d. oy, ..., o9y a valeurs

dans M,(X) selon la loi -G ; dont on note S* la somme. Alors le terme
de concentration des sauts est :

1

N

s -3, (16)

5. Courbure stochastique : Ce terme mesure ’écart entre la situation ou
les particules 2 et 27 sautent toujours selon la loi h(z{, z), et 1a situation
réelle ou la loi de (z;, ;) apres une collision a l'instant ¢ est donnée par
h(xi_, xz, ), ce qui n’est pas la méme chose si une des deux particules i ou
j a déja sauté. Techniquement, on considere 91 points dont le premier
est colorié en rouge avec probabilité 0, le second avec probabilité 4/N, le
troisieme avec probabilité 8/, etc., le tout indépendamment. On note
Y (4/N,9n) la loi du nombre de points rouges; alors le terme de courbure

stochastique est :
4D
WT(ZL/N, zm) (17)

6. Erreur poissonnienne : Ce terme traduit I'écart entre le nombre de
sauts qui ont réellement lieu et le nombre qu'on aurait attendu. Plus
précisément, c’est la loi de la variable aléatoire :

2D
W‘7D(M) - sm‘ (18)

Avis 3.1.
[Fiey, — gy [l < (11) + (12) + (13) + (16) + (17) + (18). (19)

Remarque 3.2. En outre, on peut faire en sorte que les six termes (11) a (18)
soient indépendants, au sens ou la somme indépendante de ces six termes
majore la loi de ||z, — p, ||w-

3.2 Majoration des termes déterministes

Les majorations de (11), (12) et (13) ne présentent pas de difficulté. Déja,
comme on sait que S est x/2-lipschitzienne, on a :

(11) < "' 2. (20)

Pour majorer (12), on utilise qu’on travaille en fait dans M (X), ce qui
permet d’utiliser la distance de la variation totale ||-—-||yr entre deux mesures.
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On remarque alors, d'une part que pour y € M;(X) on a ||§(M)||_VT < 27,
d’autre part que S est 27 D-lipschitzienne de (M7 (X), || - |[vt) dans (My(X), || -
llw), ot on déduit qu'on a :

(12) < 272Dt > (21)

Enfin, le terme d’autochoc se majore trivialement par :

D7t
(13) < - (22)

3.3 Majoration du terme de concentration
Déja, on va comparer S* a S = 31S plutdét qu'a S lui-méme, ce qui ne nous
colitera qu'un terme 2D /N dans (16.)

La mesure & est portée par les d(,,) — 0., que nous noterons ici
o(z,2',y,y'). Or nous avons le lemme évident suivant :

Lemme 3.3. Soient ji et v deux mesures sur X* de méme masse totale ; on a :

H/ U(x,x’,y,y’)du(x,x’,y,y’)—/ G(x,fc’yy,y')dV(x,x’,y,y’)H <
X4 X4 w

[mov—mopu|lw+|mov—mopu|lw+mov—msopulw+I[mov—msopulw.

(23)

On se rameéne ainsi a devoir majorer, pour i une mesure de probabilité
sur X, la distance de Monge entre cette mesure et la mesure empirique de 9t
points de X i.i.d. selon pu.

Pour ce faire, j’ai mis au point dans un autre travail [3] le théoréme sui-
vant :

Théoréme 3.4. Si ;1 est une mesure de probabilité sur X, pour M > 1 et 17" la
mesure empirique a )t points associée a (i, on a pour tout X > 0 :

AD'N\ D’
9ﬁ1/2> oL/’

ouiw D' est une longueur caractéristique de X.

(|l - u]]] < a0 (24)

En outre, on a le lemme suivant pour majorer la somme de plusieurs va-
riables aléatoires non indépendantes :

Lemme 3.5. Pour des variables aléatoires réelles X, ..., X, et des p; vérifiant,
pirt ...+ prt =1, onapourtout A >0:

B[ Y X] <Y Bl (25)



Finalement, on récupere la majoration suivante de (16) :

2D AD' (Ft,)'/?

¥ ) D' (7ty) =Y N—Yn, (26)

3.4 Majoration de la courbure stochastique

Soient Z € N, ¢ > 0; nous voulons étudier la loi T(¢,Z). On a :

Z Z
Bl =] (14 G- 1)(e* = 1)) < [T et 1) = 2@l 0)ern (o)

i=1 i=1

soit 72
E\[Y(e,2)] < @(A)Tg. (28)
On obtient donc : \D
B\(17)] < a®<w> (7t,)2D. (29)

3.5 Majoration de ’erreur poissonnienne

Lemme 3.6. Pour tout 6 > 0, pour tout A > 0 :
A

E\[|P(0) - 0]] < @(A){§9 + a6’1/2}. (30)

Démonstration. Voir annexe B. O

En écrivant que |[P(M) — M| < |P(M) — M| + 1, on obtient finalement que

2D

(18) < ~ (31)

AD){?tl/\DQ (?tl)l/QD}

tad (W N N1/2

4 Optimisation du pas de temps

4.1 Principe

Supposons ici NV fixé, moralement grand. Sur un seul pas de temps ¢;, nous
avons pu majorer la facon dont la mesure empirique s’écarte de la mesure hy-
drodynamique par une somme de plusieurs termes dans laquelle ¢; intervient
de diverses facons. Plus précisément, dans le cas A = 0, nous avons obtenu
une expression de la forme :

E[W,] < "W, + f(t1). (32)
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Notre objectif est d’étudier I’évolution du systéeme sur un temps 7' macrosco-
pique. Supposons pour simplifier que 7" soit un multiple de ¢;, alors en itérant
la relation (32) 7'/t, fois, on obtient :
%71
E[Wr] <e™PWo+ f(t) Y /"> (33)

J=0

Comme t; est destiné a étre petit devant les données du probleme, on peut

majorer sans dégats importants la somme par une intégrale pour trouver fi-

nalement :

ev2 —1 f(t)
/i/2 tl ’

Cela nous dit comment optimiser ¢; pour avoir la meilleure majoration pos-
sible : il faut chercher a minimiser f(t¢1)/¢;. On notera que le choix de ¢; ne
dépend ni de 7" ni de 1V, mais simplement de V.

E[Wr] < e™?W, + (34)

4.2 Détermination

D’apres le travail du § 3, f(¢1) s’exprime comme une somme de différents
termes dont les exposants en ¢; varient entre 0 et 2, ce qui donnera des ex-
posants entre —1 et 1 pour f(¢,)/t; : il importe donc de ne choisir ¢; ni trop
petit ni trop grand. Pour quelle valeur de t; 'expression est-elle optimale ?
Avec un peu de sens physique, on devine que certains termes sont voués a
étre négligeables. Ainsi, le terme d’autochoc (13) ne devrait vraisemblable-
ment pas jouer beaucoup, pas plus que 'erreur poissonnienne (18). De méme,
dans la majoration (26), le terme 2D /N est secondaire. Bref, pour des valeurs
«raisonnables » des parametres, on doit avoir :

?l—l/n

f(tl) 1 =2
TSQD (T t1+W>, (35)

ou nous avons éventuellement remplacé D’ par D’V D, et cette valeur atteint

son minimum pour
o

tl - W (36)
4.3 Majoration sur un pas optimal
On a alors :
D' D' aD’
t1k/2

EA[VVM <e? WO + (1 + CI><]\[(n+2)/2(n+1)> + (I)( N )) N2/(n+1)

D’ \D' AD"? \D' D’
+ O‘{N(n+2)/(n+1) + q)( N )N(n+2)/(n+1) + @( N )N(n+2)/2(n+1) } @37)
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Cette formule nous dit notamment que, quand le nombre de particules
augmente, l'espérance de W va décroitre en 1/N'/("*1) Par conséquent, pour
étudier les moyennes déviations de Wr, le A pertinent devra croitre plus vite
que NV/(+1),

0  Dorénavant, nous prendrons toujours ) de la forme SNV /D', ot l'expo-
sant yest égal a 1/(n+1)+e, ¢ étant choisi trés petit — les calculs montrent qu’il

suffit de choisir v < 1/2; on peut alors fixer  arbitrairement dans ]n%l, %[

Ce choix étant fait pour )\, (37) se résume sous la forme :
1 D’
t1k/2
By W] < /21y + a%(ﬁ) T (38)

ou (5, x) — ®z(x) est une fonction purement mathématique, qui, a § > 0 fixé,
est croissante sur [0, +oo[ et continue en 0 avec ®4(0) = 1, et qui, a x fixé, est
croissante en . C’est sous cette forme qu’on utilisera la majoration (37) par
la suite.

5 Vers un résultat global

5.1 Enchainement des pas

Supposons ici N fixé ; nous allons majorer E[IVr].

Déja, grace au théoreme 3.4 on a :

b ) o (39)

Eays (W] < 0® (5175 ) 77

Supposons dans un premier temps 7' = it; pour ¢ € N. Comme le compor-
tement du systeme microscopique sur les différents intervalles [it, (i + 1)t1]
est une chaine de Markov, la formule (38) donne par récurrence sur i :

enT/Qﬁ enT/Q eHT/Q -1 1 D’
o Wr] < a{®<N1/2v> N q)e“”%(ﬁ)m}' “o

5.2 Supremum

O  Dans ce paragraphe, on se donne un T > 0 et on choisit arbitrairement
la valeur de 3. On notera ¥(x) toute fonction dépendant implicitement de ces
parameétres, croissante sur [0, +oo[ et continue en 0 avec ¥(0) = 1.

A partir de (40), on obtient que pour tout ¢t <7, on a:

(41)

1)6“/2 -1 D

By W) < 0¥ () = e
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Posons maintenant C' = o D’/7 pour la valeur de o apparaissant dans (41),
et fixons-nous un ¢’ > e”://;; LC. Soit t, un diviseur de t; avec t,/t, = A; nous
allons majorer la probabilité que le supremum de W, atteigne ou dépasse C’
dans l'intervalle de temps [(i — 1)ty,ils] pouri € {1,..., A}.

Pour ce faire, on considere le temps d’arrét défini comme le premier ins-
tant aprés (i — 1)t, ou W, atteint la valeur C'/N'/("*1) et on regarde ce qui
se passe conditionnellement a ce que ce temps d’arrét soit < ity, événement
que nous noterons Z. Si, a compter du temps d’arrét, le systéme suivait une
évolution hydrodynamique, on aurait W, > e 2/2C" étant donné que S est
k/2-lipschitzienne. En fait, le systeme dévie légérement de son régime hydro-
dynamique, mais pas trop puisqu’il a disposé d’'un temps au plus ¢, pour le
faire. Par conséquent, on a :

1ye2/2—1 D
i —Kt2 /2, -
Eﬁ%’/y [Wltz ‘Z:| 2 e 2 C Oé\I/(N) [{//? Nl/(n—i_l)’ (42)
ou on a utilisé implictement le
Lemme 5.1. Pour toute variable aléatoire rélle Z, pour tout A > 0, on a :
B[] > -1 (43)
E[e)\z]
On en tire alors :
o(N_C S p ol srE) (et —au( L) )
(ﬁ) N1/(n+1) = s [ t2} = ( ) € —a (N) ,{/; N1/ (n+1)"
(44)

Pour peu que nous ayons choisi ¢, suffisamment petit pour vérifier e**2/2C" —

%D/ > (), il s’ensuit que P(Z) décroit au moins aussi vite que exp(cte -
N7=1/("+1)) "et en particulier plus vite que tous les 1/N?. En sommant sur tous
les i € {1,... A}, cela est vrai aussi pour P(sup,c Wy > C'/NV"H) ce qui
est ’énoncé du théoreme 1.6.

A Dimension fractale dichotomique

Dans cet article, j’ai utilisé un concept un peu particulier de dimension
fractale, que jappellerai ci la dimension dichotomique :

Définition A.1. Soit X un espace métrique borné. Pour d > 0 un réel, on dira
que X est fortement de dimension d si, pour une certaine constante D > 0, on
peut construire des parties X4, X, Xp, Xea, ... de X indexées par les mots finis
de lalphabet {a,b} telles que :

_Z. X@:X;
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2. Pour tout mot m, X,, = X, U X5
3. Pour tout mot m de longueur /, le diameétre de X,, est majoré par D /24,
On dira également que X est fortement de dimension 0 quand X est fini.

Avis A.2. Toute variété riemannienne compacte de dimension d est fortement
de dimension d.

B Preuve dulemme 3.6

Soient # > 0, A > 0; on considere une variable aléatoire Z de loi P(6) — 6.
Ona:

]E[e”zq _ E[e’\Z /\e_)‘Z] < ]E[e)\Z} +E[€—AZ] _ 6(6)‘—1—)\)9 +e(e**—1+A)67 (45)

d’ou | \ \
2 o 1-—
B\ Z]) < DT + %9. (46)

Cette majoration est mauvaise quand )\ est petit, mais on sait que F,[|Z|]
est croissant en \. Par conséquent, en utilisant la valeur de (46) pour \ =
(21n2/6)'/2, on trouve que pour tout A > 0 :

1 A 1=
E\[|Z]] < <1><§>\/2 m26"2 + %9. 47)

Reste a s’affranchir du ®(1/6) qui nous empoisonne l'existence. Pour ce faire,
on observe qu’on a facilement pour tous > 0, A > 0 :

E\|Z]] < (1+¢€Y)0. (48)
En séparantlescasf <letf >1,ona:
@(%)M@W A (1+e)0 < DN, (49)
d’ou finalement (30).
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Résumé

Le présent document présente les questions auxquelles je me suis in-
téressé depuis le début de ma these; les avancées que j’y ait faites et les
probléemes qui me restent a résoudre. Dans une premieére partie, je parle-
rai des défis liés a la dérivation de la loi de Fourier a partir d'un modele
microscopique ; dans une seconde, jaborderai la limite de champ moyen
pour des modeles de particules a chocs de type Boltzmann.

Introduction

Depuis la découverte de 'atome (Dalton 1803), nous savons que la ma-
tiere est constituée, a I’échelle atomique, de particules discretes évoluant se-
lon des lois élémentaires. Cependant, a I’échelle humaine la matiere apparait
au contraire comme continue, et son comportment est décrit par d’autres lois
exprimées en termes de champs (ex : loi de Navier—Stokes, 1822). Comment
passe-t-on du cas discret au cas continu? C’était, en substance, la question
soulevée par Hilbert en 1900 dans son sixiéme probleme [1].

Le champ de recherches lié aux questions du comportement-limite d’'un
grand nombre de particules en interaction est immense. Dans ce document,
je voudrais présenter deux themes de ce domaine sur lesquels jai travaillé
depuis le début de ma these :

— Laloi de Fourier (§ 1) donne le comportement du flux de chaleur dans
un solide inhomogene ; c’est sans doute ’exemple le plus simple de sys-
teme déterministe réversible dont la limite hydrodynamique soit irré-
versible. J’expliquerai pourquoi la dérivation de la loi de Fourier est
certainement difficile, puis je donnerai les arguments heuristiques des
physiciens pour prédire la valeur de la conductivité thermique (formule
de Green—Kubo). Il semble difficile de trouver de nouveaux résultats
d’envergure sur la loi de Fourier, et mes recherches en ce sens ont
été infructueuses ; néanmoins les questions soulevées par ce probléeme
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sont liées au cadre plus général de I'étude des décorrélations spatio-
temporelles des systémes de physique statistique, sur laquelle je pré-
senterai quelques résultats et pistes de recherche.

— Les équations de champ moyen traduisent le comportement d’'un grand
nombre de particules en 'absence de structure spatiale ; en particulier,
I'équation de Boltzmann en champ moyen donne le comportement
cinétique des particules d'un gaz évoluant par chocs. Dans ’étude de la
limite de champ moyen, peu de résultats quantitatifs ont jusque-la été
donnés ; j’expliquerai comment jespere aller plus loin dans cette voie-la,

d’abord en termes de distances de couplage, puis au sens de la théorie
UCLT.

@ Afin de permettre au lecteur de distinguer plus facilement ce qui, dans
cette présentation, tient de l’exposition des travaux d’autres auteurs de ce qui
releve de mes recherches personnelles, les passages résultant de mes propres
travaux ont été imprimés en fontes Times
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1 Loide Fourier

1.1 Introduction
1.1.1 La loi de Fourier en physique

La loi de Fourier, établie expérimentalement par Fourier en 1822, est une
des lois phénoménologiques les plus simples qui soient. Elle stipule que, dans
un solide initialement porté & une température hétérogene, il s’établit un flux
de chaleur linéaire en le gradient de température, qui tend & homogénéiser
cette derniere. Concretement, considérons un solide homogéne dont nous no-
tons 0(-) la température locale V. Il va régner dans ce solide un flux d’énergie
7 (mesurée en J.m 2.s7!) déterminé localement par

7 = —k(6)V, (1.1)

ol k(0) est le tenseur de conductivité thermique @, spécifique au solide consi-
déré. D’apres le second principe de la thermodynamique, x est un tenseur
(strictement) positif’; nous verrons par ailleurs que k est toujours symétrique.

En fait, le physicien n’observe pas  directement, mais simplement son
effet sur 6 : si e note la densité d’énergie (en J.m~3), on a

de = —div 7, (1.2)

et comme d’autre part e est liée a 0 par la relation

de

— =c(0 1.3
5 =<®). (1.3)
ou ¢(f) est une grandeur (strictement) positive, en m—3, appelée capacité ther-

mique (volumique) ®, ’équation qui régit 0 est finalement

1
00 = gy div (k(6)V ). (1.4)

On observera que dans cette équation, seule intervient au final la partie sy-
métrique de k. Autrement dit, la partie antisymétrique de x n’a aucun sens
expérimental, quoique, nous I'avons déja dit, elle soit en réalité toujours nulle.

(WLes physiciens mesurent la température en Kelvin, mais nous multiplierons par la
constante de Boltzmann kg = 1,38 - 10723J.K~! et exprimerons la température en Joules.

@Quand le solide est isotrope, k est scalaire.

®Remarquer que (1.3) est au départ une relation de thermodynamique & l’équilibre, bien
qu’elle reste vraie dans le cas que nous étudions.
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Remarque 1.1. Quand le solide n’est pas homogeéne, k ne dépend pas seule-
ment de la température mais aussi de la position z. L'équation (1.4) devient

alors
1

c(z,0)
Cela n’est pas si évident qu’il y parait, car le résultat deviendrait faux si
on avait « ajouté les x » a partir d'une autre forme de (1.4) : écriture (1.4)
passe bien au cas non homogeéne seulement parce qu’elle est écrite avec les
grandeurs qui restent continues aux interfaces.

00 = div (k(z,0)V 6). (1.5)

Ce n’est qu’en 1905 que les physiciens ont compris la signification de la
chaleur a I’échelle microscopique : notre solide est en fait constitué d’'un grand
nombre d’atomes en interaction, et la température du matériau indique avec
quelle intensité ils vibrent autour de leurs positions d’équilibre [2]. Rappelons
en effet que la température / du matériau est le parametre, qui croit avec
I’énergie volumique du matériau, tel qu’a ’équilibre la probabilité d’observer
le systeme dans une région dn de ’espace des phases soit proportionnelle a
exp (— H(n)/0)dn, ou H(n) est I'énergie de 'état . § est également I'énergie
cinétique moyenne des atomes du systéeme divisée par d/2.

On aimerait bien pouvoir prédire le comportement global du systéme hors
équilibre a partir de ses caractéristiques constitutives. Or a I’heure actuelle,
on sait faire tres peu de choses a ce sujet : on comprend assez bien les
systémes thermodynamiques a I’équilibre, mais les systemes hors équilibre
comme ceux qui nous préoccupent soulévent nombre de questions sans ré-
ponse. J’ai donc tenté d’apporter quelques éclaircissements au « probleme de
la conduction thermique hydrodynamique ».

1.1.2 Le modele mathématique

Présentons maintenant le modele que nous utiliserons par la suite. On
travaille en dimension d > 1; notre solide est un solide cristallin pério-
dique sur le réseau Z¢, la position du nceud 7 étant notée X—. Dans chaque
maille du réseau se trouvent un nombre fini n d’atomes de masses respectives
mi, ..., my,, dont les positions par rapport au nceud correspondant sont notées
77,1, e 777,1. On note également 77,1’ = 7772- la quantité de mouvement
de atome (7, 1).

Deux mailles 7 et 7’ sont dites voisines lorsque H? —Z||. =1, et seuls
les atomes d’'une méme maille ou de deux mailles voisines interagissent : pour
|7 lloe < 1,4,5 € {1...,n}, I'interaction entre I'atome (7, i) et 'atome (Z + 77,
j) est décrite par le potentiel d’interaction W+, ; (7' ».,+; — 7 »,). En outre,
chaque atome est « attaché » & sa maille par un potentiel de rappel V;(7'+ ).
Finalement, ’évolution du systéeme est décrite par le hamiltonien (infini) dont
I'expression formelle est

= ; <%W7,i\2 +Vi(T2) + ; Wi (7240 — ?7,1-)) @, (16)
52 ,J
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Le modele exposé ci-dessus possede toutes les caractéristiques intéres-
santes pour étudier la conduction de la chaleur d’'un point de vue mathéma-
tique. Quelques commentaires s'imposent a propos de la modélisation phy-
sique :

1. On a choisi un solide cristallin car c’est la seule facon mathématique

commode de décrire un solide.

2. Ici les potentiels d’interaction sont a portée finie ®, ce qui est bien utile
pour la théorie ; dans la réalité, les potentiels d’interaction sont a portée
infinie avec une décroissance plus ou moins rapide. Il n’est pas clair qu’il
suffise d’approcher un potentiel décroissant par un potentiel a portée fi-
nie pour récupérer toutes les propriétés du systéme, mais la probléma-
tique de la conduction de la chaleur est de toutes facons la méme dans
les deux cas.

3. Les potentiels de rappel IV que nous avons instaurés ne correspondent a
aucune réalité physique. Cependant, leur présence est primordiale dans
notre modele pour :

— ne pas prendre en compte les déformations du solide, et assurer quun
atome reste toujours sur la méme maille;

— supprimer l'invariance par translation, ce qui est bien utile pour dé-
crire I’équilibre thermique;

— éviter les phénomeénes de conduction « anormale » de la chaleur : il a
en effet montré qu'en dimension 1 et 2, en I'absence de potentiels de
rappel, la conductivité thermique d’'un solide tend vers I'infini quand
sa taille augmente, mais que cet effet est inhibé par I'introduction d’'un
rappel [3].

Remarque 1.2. Pour traiter le probléeme d’'un point de vue mathématique, il
sera nécessaire d'imposer certaines conditions sur le potentiels V et W, par
exemple, qu’ils soient suffisamment réguliers, que V soit confinant a I'infini,
et que l'effet de VV domine celui de I/ a grande distance.

Grace au modele présenté ci-dessus, on peut donner un sens précis aux
différents concepts physiques. Ainsi, on peut associer a chaque atome (7, i)
son énergie individuelle par

E(7, Z) = %‘7?z|2 + V;(??z) + Z Wﬁ,z’,j<7?+7,j - 77,0, (1.7)
7.3

de sorte que l'énergie totale soit la somme des énergies individuelles de
chaque atomes. S’il est possible de définir une échelle mésoscopique @, on

@ Avec ces notations, 'interaction entre deux atomes est comptée deux fois, mais il suffit
pour y remédier de diviser le potentiel W par deux.

®)Non que les W soient & support compact, mais au sens ou seules les interactions entre
mailles voisines sont prises en compte.

®Rappel : une dimension mésoscopique est une grandeur trés grande devant les caractéris-
tiques microscopiques du systeme (taille de la maille en 'occurrence), mais tres petite devant
ses caractéristiques macroscopique (taille totale du systeme).

228



peut alors définir une densité d’énergie locale e, d’ou une température locale
6. Surtout, on peut donner un sens rigoureux a la densité de flux d’éner-
gie. En effet, celle-ci était jusque-1a défini comme une grandeur 7 abstraite
vérifiant (1.2). Or, cela est vrai si on pose que le flux d’énergie qui circule

entre les atomes (7,i) et (?, j) (avec Z # ') est une mesure vectorielle
uniformément concentrée sur le segment [X+ X, et dont la masse totale est

% N
((7?7j = 771) . ?(?i —;7j)>X7X;>, ou ?(?’i)

N i) — (2
(Z,i) sur (%, j), définie par®

7

Dorénavant donc, le flux d’énergie sera défini comme ci-dessus, la densité de
flux étant sa moyenne volumique locale.

. est la force exercée par

= —?W;;_?M (x—;j — xy,i) + ?W7_;;7j (a:?ﬂ» — x?]) (1.8)

(740) — (2 ) 7, i

1.1.3 Phénomenes de conductivité anormale

Comment se fait-il que si peu de choses soient comprises sur la conduction
de la chaleur? Prenons le plus simple des modéles : le solide harmonique.
Dans ce modele, n = 1, V() = a|Z|?/2, Wn(A—;:) = Bn]A—:>n|2/2. L'évolution du
systéme étant linéaire, elle se décompose en plusieurs modes indépendants :
si nous supposons que le volume V' du systéeme est trés grand, nous observons
ainsi un quasi-continuum de modes harmoniques avec une densité V p( ?) au-

- N e . N .
tour du nombre d’ondes k 19 A 1’équilibre thermique a la température 0,
chaque mode contient (en moyenne) une énergie 0/2, et surtout transporte

cette énergie a une vitesse 7(?) (génériquement) non nulle : on appelle un
tel mode un phonon, car c’est 'analogue acoustique du photon. On observe
ainsi que le transport de la chaleur s’opére comme un flux de particules libres,
par conséquent on s’attend a ce que la conductance thermique globale d’un tel
solide soit proportionnelle a sa surface, ou, en d’autres termes, que sa conduc-
tivité « explose » proportionnellement a sa longueur, ce qui constitue une vio-
lation évidente de la loi de Fourier! C’est effectivement ce qu’ont montré Lieb
et al. en 1967 [4].

Ainsi 'anharmonicité du solide doit étre utilisée de facon fondamentale
pour obtenir la loi de Fourier. Mais notons que la simple anharmonicité ne
suffit pas : par exemple, si nous considérons en dimension 1 un modéle (sans

(MLa notion de température locale n’est pertinente que si le systeme est a I'équilibre local,
i.e. si le comportement du systeme a 1’échelle mésoscopique est celui d’'un systéeme infini a
Iéquilibre aux parameétres thermodynamiques locaux.

®0On a deux termes dans la formule, mais ce n’est qu'un artefact de notre formalisme, cf.
note (4).

®Rappelons au passage que pour un systéme périodique, I'espace de nombre d’ondes est
un tore : cest R? quotienté par le réseau réciproque.

(10Sj 1a densité atomique du solide est pa;, le nombre de modes étant égal a la dimension du

%
systéme, cela impose |7 p( k )dk = 2dpat.
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potentiel de rappel) de « spheres » dures de diametre nul, le systeme est équi-
valent a des particules libres, et conduit au méme phénomeéne de conductivité
anormale que le cas harmonique 17,

1.2 La formule de Green-Kubo
1.2.1 Se ramener a I’équilibre thermique

La formule de Green—Kubo est une formule heuristique qui permet d’ex-
primer la conductivité thermique sans avoir a considérer de systeme hors-
équilibre, puisqu’elle se calcule a partir des seules données de 1’équilibre.
Nous allons présenter ici une dérivation possible 1? de cette formule.

On considére un systéme hors-équilibre autour de la température 6,, grand
mais fini, soumis a un faible gradient de température V6 uniforme. No-
tant 5 = 0! la température inverse, cela correspond a un gradient de 3 de
?B = —?0 /0%. On suppose que le systéme est au départ dans un équilibre
local, de sorte que la probabilité pour un état  du systeme d’étre observée est
proportionnelle a

exp (= (5o+ VA T2)E(Z,i))dy. (1.9)
2,

Notons 7 le courant d’énergie total. Naivement, nous voudrions calculer
la valeur moyenne de 7 sous la loi que nous venons de définir, mais les sy-
métries du probléme font qu’on trouverait. .. 6> ! Quand on y regarde de plus
pres, on s’apercoit qu’en fait la conduction de chaleur est un phénomeéne qui
répond avec un certain retard, quoique tres faible, au gradient de tempéra-
ture qui la provoque. Il nous faut donc calculer le transfert de chaleur sur une
durée mésoscopique pour trouver une grandeur pertinente.

En introduisant le moment énergétique E , défini par

E =% E(Z.i)0X., (1.10)
e

ou O est un point-origine de 'espace, (1.9) se réécrit comme
exp(—foH + V3 - E), (1.11)

ou H est I’énergie totale du systeme. Par la suite, nous considérerons que
H est constante : ce n’est pas tout-a-fait vrai, mais on peut s’y ramener en
conditionnant.

(DLe probleme n’est pas intrinséquement 1ié & 'absence de potentiel de rappel comme on
pourrait le croire d’apres la page 228, n° 3, car on peut fabriquer le méme genre d’exemple
pathologique en toute dimension.

(2)]] en existe au moins trois : outre la présente version présentée dans [3], 1a version ori-
ginale de Green & Kubo [5, 6, 7] passe par une technique de fluctuations—dissipation, et il
existe également une approche par projection de I’évolution due a Zwanzig & Mori [8, 9]
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Comme nous avons supposé que ?9 était tres petit, (1.11) est aussi (1 +

?B : E)e‘ﬂoH . Si maintenant nous notons P, la distribution de probabilité
du systeme a I’équilibre a la température 6,, et 7, la fonction de partition
associée :

Zy = / e PoHm gy, (1.12)

notant P; la distributrion de probabilité proportionnelle a (1.9), la fonction de
partition associée est

7 = / el (1 4 P Bm)dn = Zo(1+ V6 (E)y),  (113)

ou (-)o note ’espérance sous ’équilibre a ¢,. En déplacant l'origine de I’espace,
on peut faire en sorte que (ﬁ)o = 0, d’'ou finalement

dP, = (1+ V3 E)dP,. (1.14)

Soit 7" une durée mésoscopique. Le flux total de chaleur entre I'instant 0 et

I'instant T est . .
/ 7(t)dt:/ B)dt = B(T) - B(0), (1.15)

donc son espérance sous IP; est

(1 +V8-E0)(E@) - ﬁ(o>)>0. (1.16)
Comme nous l'avons dit, <ﬁ(0)>0 = 6), en outre, ()¢ est invariant par évolu-
tion, donc <ﬁ(T)>0 — T et (1.16) est égal a

7V (B0 e (B0 -Em)) (1.17)

0

d’ou
1

Vo’

(o) (B0) - Em)) . (1.18)

r T 0

Ainsi, il nous faut comprendre comment E évolue pour calculer «.

1.2.2 Fluctuations-dissipation

Comment donc évolue E ? (1.18) vient de nous apprendre que E avait ten-
dance a revenir vers ﬁ, cependant nous savons qu’ E n’est pas identiquement
nul : au mouvement de dissipation doit donc s’ajouter un mouvement de fluc-
tuation qui le compense exactement a ’équilibre 1?,

Nous allons faire quelques hypotheses tres naturelles :

(13)Ce principe est extrémement général et constitue un des piliers de la théorie de la réponse
linéaire. Le lecteur trouvera un énoncé général du théoreme de fluctuation—dissipation dans
[10].
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1. Sur des échelles de temps mésoscopiques, I’évolution de B est marko-
vienne ;

2. La relaxation de ﬁ vers I’équilibre est linéaire ;

3. Les fluctuations de E sont un bruit blanc gaussien ;

4. Les phénomeénes de fluctuation et de dissipation sont indépendants.

Commencons par étudier les fluctuations de ﬁ On rappelle que E = 7,
lequel J a plus de sens physique que B Sur un temps mésoscopique, les
fluctuations prédominent sur la relaxation et ? apparait donc comme un
bruit blanc temporel. En outre, la nature locale du hamiltonien (1.6) fait que
les valeurs de la densité de flux d’énergie dans des zones suffisamment éloi-
gnées peuvent étre considérées comme indépendantes, de sorte que 7 peut
étre considéré comme un bruit blanc spatial. Ainsi, notant V' le volume du
systéme considéré, une grandeur comme <7(0) ® J(0)),/V est-elle en fait in-
dépendante de V — c’est simplement la covariance volumique de 7 —; on la
considérera donc comme une propriété de I’équilibre du systeme infini, bien
que nous continuerons a utiliser la méme notation.

Quelle est la covariance temporelle de 7 ? C’est le tenseur C tel que, pour
un temps mésoscopique 7, on ait

<</0T7(t)dt) ® (/0T7(t)dt>>o - 7C, (1.19)

C- %</0T7(0) @ ( _jt7(u)du>dt>o (1.20)

par invariance de (), sous I’évolution. Comme 7 se décorrele rapidement,
pour t # 0,7 on a pratiquement

(Toe( j_t 7 (w)du)dt)

soit

—(Twe( /_ " Twad)ar) a2

0

et finalement

C= /Oo (T(0)e 7 @), (1.22)

Pour la relaxation, notogs R le tenseur régissant la relaxation, de sorte
qu’on ait en notation d’Ito, W notant un mouvement brownien standard,

dE = —REdt+ CV2dW. (1.23)

Alors I'expression (1.18) se réécrit comme

E ®(RE)),. (1.24)

K

1
:V_Hg<
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Observons que R est nécessairement symétrique : en effet, 'évolution du
systéeme sous (-)¢ est invariante par renversement du temps, ce qui fait que
I’évolution (1.23) doit étre réversible, ce qui équivaut a dire que R est symé-
trique.

Reste a traduire 1’équilibre entre fluctuations et dissipation : d’apres

(1.23),0on a
<%(E®§)>O - -2(E e (RE)) +C. (1.25)

Comme la moyenne d’une dérivée temporelle est nulle, il s’ensuit que
1
(E & (RE)), = 5C. (1.26)

d’ou finalement la formule de Green-Kubo :

« Théoreme » 1.3.

K(0y) = 2%8/00 <M> dt. (1.27)

. %

Corollaire 1.4. Le tenseur k est symétrique.

La formule de Green—Kubo nous montre que I'’étude de la conductivité
thermique passe par celle des décorrélations spatio-temporelles du flux de
chaleur J dans le systeme a I’équilibre ; nous allons donc tenter d’établir des
résultats sur celles-ci.

1.3 Décorrélations spatiales
1.3.1 Décorrélations uniformes en domaine

Quand le systeme que nous étudions est a I’équilibre, son état est décrit
par la statistique de Boltzmann ; 'étude mathématique de tels systéemes est
une branche en plein dynamisme de la physique statistique avec notamment
les résultats récents sur le modele d’Ising.

Pour diverses raisons techniques, nous n’allons traiter ici que le cas de
modeles discrets. On considere ici le systéme suivant :

Modele 1.5. L 'état du systéme est décrit par un ensemble de spins o indexés par les
points du réseau 72, ot chaque spin a ses valeurs dans un espace d’états Y. fini. Chaque
spin a une énergie propre donnée par ho(o) d'une part; d'autre part, pour v #* 7 avec
|7 =7 lloe = 1, le spin en 7 interagit avec le spin en J avec une énergie d'interaction
donnée par h—_—(0+,0+) ot hqy et les hw pour | € ||lsc = 1 sont des fonctions de %,
resp. ¥ X 3, dans R.

Notation 1.6. Dans le modele 1.5, pour E C Z° on note og l'état de I’'ensemble
des sites de E.
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Le résultat suivant est classique [11, 12] :

Théoreme 1.7. Le systeme du modele 1.5 a une unique mesure de Gibbs pour
la température 0 des lors que 0 est suffisamment élevée ; on note alors celle-ci
Py.

En outre, si 0 est suffisamment élevée il y a décorrélation exponentielle du
systeme au sens suivant : pour toute partie Z C 79, pour tous x,y ¢ Z, on a
presque-stirement que

dLoi(y|x, Z)

: >1— e Olly=2leo (1.28)
dLoi(y|Z)

pour un \(0) > 0. De plus, \(0) tend vers +oo quand 0 — +oc.

(1.28) est la formulation la plus classique qu’on entend par «il y a décrois-
sance exponentielle des corrélations » ; Dobrushin et Shlosman [13] ont établi
I’équivalence entre ce critére et une multitude d’autres.

La formule (1.28) nous donne, stricto sensu, la décroissance des corréla-
tions @ deux points. Si nous voulons en déduire des renseignements sur la dé-
corrélation au sens de la variation totale |- |y1 entre des sous-ensembles quel-
conques de points, nous obtenons des estimées qui font apparaitre la taille de
ces sous-ensembles, par exemple :

Théoreme 1.8. Si la formule (1.28) est satisfaite, alors pour tous ensembles
finis de points E,F C Z°% notant d(E,F) la distance entre E et F pour la
distance || - — - ||, OR @

Loi(opup) — Loi(og) ® Loi(op) or S #HEH#Fe NOAED) (1.29)

Il est facile de voir que le facteur #E#F ne peut étre retiré, comme le
montre le contre-exemple suivant :

Exemple 1.9. Pour un modeéle d’Ising sous-critique (i.e., a haute tempéra-
ture), avec E et I’ deux hyperplans paralléles (non confondus) de Z¢, on a

Loi(opur) — Loi(og) @ Loi(or) vr L, (1.30)

soit la valeur maximale imaginable : il n’y a aucune décorrélation au sens de
la variation totale.

Dans le genre de cas qui nous intéresse, on cherche a étedielédorrélations au
sensL?, ce qui est plus faible que les décorrélations en variatitale ; par contre, on
aimerait établir des résultats concernant de vastes zanesse de la dynamique du
systéme qui fait dépendre I'état futur d’un point de I'étedgent de ses voisins.

J'ai conjecturé le résultat suivant :
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Question 1.10.Si ¢ est suffisamment élevée, existe-t-il une constafits > 0 telle
gue, pour tous sous-ensemhblésB C Z4 disjoints, pour toutes fonctions g o 4-, resp.
op-mesurables, dank?(dPy), on ait

[E[fg] — E[f]E[g]] < ¥ @7 (1.31)

Plusieurs arguments tendaient a indiquer que ce résu#tatvedi ; néanmoins une
consultation approfondi&) ne m’a permis de trouver nulle part ce résultat (ou un résulta
'impliquant) dans la littérature.

Je me suis alors attelé au probleme, et j'ai pu finalementgnee par I'affirmative :

Théoréme 1.11 (voir document VIII). La réponse a la question 1.10 est positive ; en
outre, on a\' () — oc.

0 — o0

1.4 Décorrélations temporelles
1.4.1 Bruits

Le coté temporel des décorrélations, essentiel pour étudier par exemple
la finitude de l'intégrale de Green—Kubo, est une autre paire de manches!
Pour simplifier ’étude du probléme, on ajoute généralement un bruit dans la
dynamique du hamiltonien (1.6). Voici, par violence croissante, les différents
types de bruit qu’on peut ajouter :

1. Aucun bruit : on conserve la dynamique hamiltonnienne telle quelle.
Evidemment, c’est ce modele-1a qui est le but ultime d’un point de vue
physique, mais mathématiquement il semble intraitable, car dans la me-
sure ou le systéeme est déterministe et réversible il n’y aura aucune dé-
corrélation dans un sens général ; seules certaines observables (en 1’oc-
currence, ce serait J), peut-étre, vont décorréler, et encore sait-on que
ce ne sera pas le cas dans tous les modeles (cf. § 1.1.3).

2. Bruit conservatif : on ajoute a la dynamique un terme de bruit qui
n’ajoute ni n’enléve aucune énergie au systéme, par exemple on ajoute
aux forces s’exercant sur une particule un bruit blanc (de Stratano-
vitch) orthogonal a sa vitesse. Méme si ce modele n’a pas de justifica-
tion physique manifeste, il est trés intéressant d'un point de vue ma-
thématique car il donne des décorrélations temporelles au systéme tout
en conservant ’essence du probléme de la conduction thermique hydro-
dynamique. De ce fait, il reste également hélas difficile a traiter, no-
tamment parce que I’existence d’'une grandeur conservative mene a une
famille de mesures d’équilibre plutét qu’a une seule.

3. Bain de Langevin : dans ce modele, on ajoute une force ?Z,@' s’appli-
quant a 'atome (z,7) et valant

=
? dWw., o3*m;
o Z,l_ 1 . 1. 2
== 90 2dg U (1.32)

(4Communications personnelles auprés de V. Beffara, W. WeFnBodineau, S. Shlosman et B. Zegar-
linski.
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les W, ; notant des mouvements browniens standard indépendants, ou
0 est la température a laquelle on travaille. La seule différence avec le
bruit conservatif est qu’ici le bruit blanc est isotrope et peut donc ajou-
ter ou enlever de I’énergie au systéme, avec les avantages et les incon-
vénients dont nous venons de parler dans le n° 2.

4. Dynamique de Glauber : dans cette dynamique, on oublie la structure
cinétique du systéme (i.e., la relation 7/; = 7’;) et on regarde le systéme
comme une particule évoluant par une EDS du premier ordre dans un
espace d’états de grande dimension avec le potentiel H. La dynamique
sera plus facile a comprendre en dimension finie : §’il y a seulement
N atomes, I'état n = (x4, iy TN, 71\1) du systéeme se voit comme un
point de 'espace euclidien ® R?V¢, qu’on soumet a I’évolution

& = —%?Hdt + ()2, (1.33)

On connait alors des résultats trés puissants sur la convergence du sys-
teme vers I'équilibre, notamment en termes de trou spectral. Cela dit,
quand on s’intéresse comme ici a des systémes physiques régis par une
équation du second ordre, (1.33) ne signifie plus rien et n’est bonne selon
moi qu’a jeter aux orties.

@ Dans la suite de cette section, nous ne nous intéresserons qu’au bain de
Langevin.

1.4.2 Hypocoercivité

Le bain de Langevin doit assurer les décorrélations du systeme et la
convergence de sa loi vers la mesure Py. En termes mathématiques, cela s’in-
terprete par la

Question 1.12. Notons L l'opérateur d’évolution correspondant au bain de
Langevin (§1.4.1, n° 3). Existe-t-il des constantes C' > 1 et A > 0 telles que,
pour toute fonction f € L?(Py) avec Ey(f) = 0, on ait

[ ) aqey < O Il ? (1.34)

(1.34) signifie qu’'« aux grandes échelles de temps, c’est comme si £ était
contractant dans L? /R ». Mais il faut bien noter qu’en fait £ n’est pas contrac-
tant puisque la diffusion (le bruit blanc) n’agit que sur les vitesses ; ainsi, pour
f ne dépendant que des positions, on a (Lf, f)r2p,) = 0.

Cette situation a été baptisée hypocoercivité par Villani dans [14], ou il
donne des critéres en termes de commutateurs des parties symétrique et an-
tisymétrique de 'opérateur £ pour assurer que celui-ci soit hypocoercif, avec

(5)]ci se cache une « hérésie » physique, a savoir qu’il n’y a pas de structure euclidienne
naturelle sur 'espace des phases dans la mesure ou les positions et les vitesses n’ont pas la
méme homogénéité physique ; on sous-entend donc qu’on a choisi une constante de temps qui
permet d’identifier les distances a des vitesses.
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des constantes explicites. Ici, nous avons une situation hypocoercive ou les
criteres de [14] ne s’appliquent plus car nous sommes en dimension infinie ; il
faut donc trouver de nouvelles techniques pour répondre a la question 1.12.

1.4.3 Pistes de recherche

La premiére idée pour étudier I'hypocoercivité en dimensidinie est d’utiliser une
technique de couplage, comme suit.

Dans le cas d’'un systéme d’une seule particule, on pewplerl’évolution stochas-
tigue de deux particules en les soumettantreamebruit blanc, et on constate alors que
ces deux particules tendent & coalescer dans I'espace dssyptMalheureusement, la

distance naturellé|z 25> + a|v5 — v_1>|2)1/2 entre les particules décroit de maniére appa-
remment assez chaotique ; en particulier elle ne décro@ past instant ce qui empéche
d’utiliser un lemme de Gronwall. L'idée consiste alors ardex la fagon de mesurer la
distance en introduisant un produit scalaire équivalenpraduit standard, mais conte-
nant unterme croisé-z,z; - (1)_2> — Uf) Pour un choix judicieux d’un tel produit scalaire,
il est alors possible de minorer la décroissance de la distantre les deux particules
par un terme purement déterministe et d’en déduire la dé&gsance exponentielle de la
distance entre les particules au sens du nouveau prodiairsc&t donc également au
sens de l'ancien puisqu’on ne perd qu’une constante daffigila Une fois établie la
convergence exponentielle au sens du couplage, des artpideeoompacité permettent
d’en déduire la convergendg. (1©)

En dimension infinie, on peut alors envisager de définir le m@eanre de distance
pour obtenir la convergence au sens du couplage. De fatesepossible et méme facile,
mais cette fois-ci la difficulté consiste a relier la conerge au sens du couplage a la
convergencd.? :

Question 1.13.En dimension infinie, peut-on trouver des conditions sisi@des que la
convergence au sens du couplage entraine la convergeiiee

Autre piste : dans le cas de I'étude de la coercivité (comnmiytamique de Glau-
ber, §1.4.1, %4), les techniques utilisées pour montrer la coercivité @uanae infini
consistent densoriserdes relations sur un nombre fini d’atomes, grace a l'utibsatie
« relations de balayage » (voir [15]). De fait, dans notre et@d est facile d’obtenir des
résultats d’hypocoercivité pour un nombre fini d’atomesutFre arrivererons-nous a
tensoriser I'hypocoercivité comme la coercivité :

Question 1.14.Peut-on utiliser des techniques de tensorisation pour dagrapl’hypo-
coercivité d’'un systeme infinidimensionnel comme celuiain tee Langevin ?

(6)Cette technique de couplage peut étre vue comme une appiaaledes techniques fonctionnelles
mises au points par Villani dans [14].
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2 Equation de Boltzmann en champ moyen

2.1 Motivations
2.1.1 Equations de champ moyen

L'étude des systémes composés d’'un grand nombre de particules iden-
tiques commence en 1872 avec ’équation de Boltzmann. Moyennant certaines
hypotheses physiquement réalistes, Boltzmann y décrit en effet I’évolution de
la distribution des positions et vitesses des particules d'un gaz peu dense :
notant f(z, v, t) la densité de particules ayant la position z et la vitesse T a
I'instant ¢, I’évolution de f est donnée par

ou () est un opérateur quadratique appelé noyau de collision, de la forme :
QU N, V) =
— f(x, 7)/ (f(z, U+ 2W) + fla, W — 23)) </ Bﬁ(ﬁ)dn) dw
RE S2

+/R RICEAHCED (Bwﬁ<%) +B|ﬂ%m><—%)) dwdn, (2.2)

ol on a noté pour alléger les notations :

v, = V-0 - W7, (2.3)
resp. 72 = 7—W+|E?|W. (2.4)

Expliquons les deux termes de (2.1) :

— Le terme — 7 - ?x f traduit simplement 'inertie des particules.
— Le terme Q(f, f) traduit l'effet des collisions entre paires de particules;
il est décrit par les fonctions By sur S? —qu’on peut expliciter si on
connait le potentiel d’interaction entre deux particules—, ou BW(W)
représente la densité pour que deux particules de vitesses respectives
U + W se heurtent et repartent avec les vitesses U+ |U|%>
On remarque que lopérateur () n’agit sur f qu’au niveau des vitesses ; cela
suggere de définir I'équation de Boltzmann en champ moyen comme I'équation
(2.1) ou on ne garde que l'opérateur de collision dans le second membre, en
s'intéressant uniquement a la dépendance de f en ¥ :

8tf(7) =

1@ [ 0@ 2@+ 5@ - 2@) ([ o) do

+ /R3 /S2 f(71)f(72) (Bﬁﬁ(%) + Bmm( — %)) dwdn. (2.5)
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Physiquement, I’équation (2.5) revient simplement a supposer que la dis-
tribution f des positions-vitesses est homogene en x. On peut aussi considérer
que tout se passe comme si chaque particule ressentait de la méme fagon I’ef-
fet de toutes les autres particules, si éloignées soient-elles, d’ou 'expression
champ moyen.

2.1.2 Limite de champ moyen

On souhaiterait maintenant déduire cette équation macroscopique d’'un
modele microscopique ; autrement dit, on va considérer un modele discret a NV
particules, dont on voudra dire que le comportement a la limite va étre celui
de I'équation de champ moyen associée quand N — oc.

Détaillons un bébé-modele appelé modele de Kac, introduit par Kac dans
[16] : le systeme microscopique est constitué de N particules i = 1,..., N
décrites uniquement par leurs vitesses v; € R. A chaque couple de particules
{i,j} est associé un processus de Poisson sur R, d’intensité 1/N, et lorsqu’il
y a un point dans le processus de Poisson {7, j}, le couple de vitesses (v;,v;)
change et se replace au hasard sur le cerle de rayon (v} + v7)'/* dans R*V.

@ On remarquera que le taux de sauts entre deux particules est renor-
malisé quand le nombre de particules augmente, de sorte que le taux total de
collisions subies par une particule tende vers une constante quand N — oc.

Quelle limite attend-on pour ce modéle lorsque N — oo ? D’apres la loi
des grands nombres, la proportion asymptotique de particules qui subissent
un certain évéenement devrait étre la probabilité de survenue de ’événement
en question. Ainsi, s’il y a une proportion du(v,) de particules dans 'état v,
et une proportion du(vy) de particules dans I'état vy, on s’attend a ce qu’a la
limite il y ait du(vy) du(vs) collisions entre particules de vitesses respectives
v; et v, par nombre de particules et par unité de temps, et méme que les
collisions de ce type dont les vitesses émergentes soient (v? + v2)/2cosf et
(v? + v2)'/?sin § soient au nombre de dyu(v;) du(vy) df /27 @,

Par conséquent, on peut prédire que la répartition des vitesses des par-
ticules, considérée comme une mesure sur R, va tendre quand N — oo vers
une distribution déterministe régie par 1’évolution

O = Q (ks 1), (2.6)

ou () est un opérateur de collision quadratique qu’il est possible de définir
rigoureusement en considérant 'intégrale de i contre une fonction-test o me-
surable et bornée

1

Ou{m, ) = — (1, ) + 2—/ (01 + v2°)'/% cos 0) dpa(vr) dpu(vy) 6. (2.7)
T JRxRxS!

MAinsi dans ce modéle il y a une quantité conservative, qui est Zfil vZ.
@Ici on compte difféfremment les couples de vitesses émergentes (vcosf,vsind) et
(vsin®, v cosf), bien qu’ils correspondent a la méme situation dans la mesure ou les parti-

cules sont indifférenciables.
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De fait, il est possible de démontrer certaines formes plus ou moins fortes
de la limite de champ moyen, et ce par des techniques relativement standard.
Par exemple, on a :

Théoreme 2.1. On suppose qu’au temps t = 0, la distribution empirique des
vitesses des particules, notée [il’, converge en probabilité vers une distribution
de probabilité déterministe 11y, au sens out pour toute fonction continue et bor-
née p sur R, on a

Vo >0 P(\@év,@ — (o, )| > 5) — 0. (2.8)
N —
Alors pour tout temps t > 0, la distribution empirique des vitesses des parti-
cules au temps t converge en probabilité vers la mesure y; qui est ’évolution de
la mesure g sous l’équation de champ moyen (2.6).

La démonstration classique de ce résultat (voir par exemple [17, pp. 312—
315]) consiste a étudier 'évolution de i au moyen de martingales, qui per-
mettent de contréler la fagon dont (i, ¢) fluctue autour de son espérance,
laquelle est donnée par le générateur du processus de Markov microscopique.
Cela permet d’identifier la limite de champ moyen, si elle existe, comme étant
nécessairement celle donnée par I’équation (2.6). Ensuite on utilise des argu-
ments topologiques de compacité (critéres de tension) pour conclure que iV
converge effectivement vers la limite de champ moyen.

Néanmoins, ces arguments topologiques ne renseignent pas sur la facon
fine dont 17"V converge vers p. Il serait donc intéressant d’aborder la limite de
champ moyen dans un cadre ou l’espace des mesures de probabilités serait
doté d'une métrique naturelle, en vue :

— d’une part, de donner des résultats en termes de vitesse de convergence ;

— d’autre part, d’obtenir des estimées non asymptotiques.

2.2 Les distances de couplage
2.2.1 Controéle des grandes déviations par couplage ©®

Pour X est un espace mesurable et 1, v deux mesures de probabilité sur X,
on appelle couplage entre i et v toute mesure 7 sur X x X dont la premiere
marginale est i et la seconde v ®. Notant II(u, v) I'ensemble des couplages
entre et v, si X est doté d'une métrique d on définit la distance de couplage
de Wasserstein W (u,v) par

Wi(u,v) = inf / d(z,y)dn(z,y), (2.9)
XxX

mell(p,v)

3 Attention, le mot « couplage » dans ce titre de paragraphe ne renvoie pas au méme concept
de couplage que dans le titre de section correspondant.

@7 peut étre vue comme un plan de transport pour déplacer une masse répartie selon s
sur X vers la répartition v, oit Loi(u(z,-)|z) décrirait la facon dont est redistribuée la masse
située au point z.
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qui est effectivement une distance (sur les mesures de probabilité ayant un
premier moment pour d).

La distance de couplage est une facon tres naturelle d’évaluer I’écart entre
deux mesures ; au demeurant, si X est compact alors la convergence selon 11;
équivaut a la convergence faible. Dans [18], Bolley et al. cherchent a préci-
ser la limite de champ moyen en termes de distance de Wasserstein. Ils com-
mencent par donner le résultat de grandes déviations suivant sur les mesures
empiriques :

Théoréeme 2.2. Soit ;. une mesure de probabilité sur R* ayant un moment
carré-exponentiel ® ; on sait qu’alors p vérifie une inégalité de Talagrand T} (),
cad. qu’on a pour un A > 0

Yy probabilité sur R*  H(v|p) > %(Wl(v, u))Q, (2.10)

ou H(v|u) note Uentropie relative de v par rapport a .

Ici nous prendrons pour )\ la valeur optimale dans (2.10). Pour N > 1,
soient X,,..., Xy des variables dans R? i.i.d. selon p et notons iV = % Zf\il e
la mesure empirique associée. Alors pour tout N > )\, pour tout ¢ > 0, on a deés
que N est suffisamment grand

PWi(p, i > €)] < eV, (2.11)

Ce résultat est optimal au sens ot (2.11) devient fausse des lors que N > ). En
outre, on peut préciser la valeur de N a partir de laquelle (2.11) est vraie : pour
tout d' > 4, il suffit de prendre

N > No(e7@ 2 v 1), (2.12)

ot Ny est une constante explicite en N, d’ et un moment carré-exponentiel de .

Le théoreme 2.2 est un théoréme statique, mais on va arriver a en déduire
un résultat dynamique grace au bon comportement de la distance W; sous
I’évolution stochastique, du moins dans les cas ou il n’y a pas de chocs.

Plus précisément, on considere le modele suivant :

Modele 2.3. On se donne un potentiel 4 une particule V' et un potentiel d'interaction 3
deux particules W symétrique, tous deux définis sur R, supposés suffisamment réguliers.
Le modéle microscopique est constitué par N particules identiques dont |'évolution est
la somme de trois phénoménes :

— L'évolution de la particule dans le potentiel V (régie par une EDO d’ordre 1) ;

— L'interaction de la particule avec ses voisines, de type champ moyen, régie par W ;

— Un bruit blanc indépendant sur chacune des particules.

®)L.e., pour a > 0 suffisamment petit on a pfexp(alz|?)] < occ.
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En d’autres termes, la position X} de la particule i a I'instant t évolue suivant I'équation
— > , 1 & A A
dﬁz%%&—?WﬁWeNQ:%WM—EMm (2.13)

j=1

ou les B' sont des mouvements browniens indépendants.
Par ailleurs, la position initiale des particules est tirée i.i.d. suivant une certaine loi

Ho-

L'idée est la suivante : puisque les particules ont été tirées i.i.d., par le
théoreme 2.2 leur distribution empirique au temps initial est proche de py
au sens de la distance de Wasserstein. Par conséquent, le terme d’interaction
d’'une particule avec toutes les autres va étre proche de ce qu’il serait si les
autres particules suivaient exactement la distribution pq. Ainsi, la trajectoire
individuelle d’une particule devrait ressembler au processus non-linéaire dé-
fini ci-apres, introduit par Sznitman [19] :

Définition 2.4. Le processus non-linéaire associé au modeéle 2.3 est la loi de la
trajectoire d’une particule X dont la loi initiale est tirée selon 1 et dont [’évolu-
tion suit Uéquation (2.13), sauf que le terme d’interaction + Zjvzl ?W(XtZ —X7)
y est remplacé par ce qu’il serait si les autres particules suivaient exactement
la loi u; prédite par la limite de champ moyen, i.e. par

VWX, — V)du(Y). (2.14)
Rd

L'intérét du processus non-linéaire est que la loi au temps ¢ d’'une parti-
cule suivant ce processus sera exactement 1, ®. Grace au théoreme 2.2, on
sait qu’alors la distribution empirique de N particules indépendantes sui-
vant chacune un processus non-linéaire est proche de j;. Or au temps initial,
nos particules réelles sont distribuées exactement comme ces particules non-
linéaires. Nous allons donc coupler 1’évolution des particules réelles a celle
des particules non-linéaires, simplement en leur associant le méme terme de
bruit. Par un lemme de Gronwall, on démontre alors que la distance 1/ de la
distribution des particules réelles a celle des particules virtuelles, et donc a
la mesure-limite, va rester petite au cours de I’évolution grace a la régularité
des potentiels.

@ Nous renvoyons a [18, théoréeme 1.9] le lecteur désirant un énoncé et une
preuve précis.

©®A vrai dire, la définition 2.4 peut en fait servir de définition de 'équation de la limite de
champ moyen : il suffit pour ce faire de remplacer « u; » par «la loi de la particule au temps
t ». De la sorte, on a un processus parfaitement défini, qui ne concerne qu’une particule, mais
dont I’équation fait intervenir la loi du processus lui-méme a la fagon d’'une EDO non linéaire,
d’ou appellation de « processus non-linéaire ».
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2.2.2 Modeles a chocs

Pleins d’enthousiasme, nous désirons alors appliquer les méme méthodes
a des modeles a chocs comme les équations de Boltzmann et de Kac. Que
I’évolution des particules soit saltatoire plutot que continue change quelques
détails techniques, mais ce n’est pas un probleme substantiel.

Par contre, quand on tente d’appliquer la méthode de couplage du §2.2.1,
on apercoit un obstacle majeur : il n’est pas possible de coupler ’évolution
réelle a celle de N particules non-linéaires indépendantes, car dans le modéle
réel les sauts des particules ne sont pas indépendants : en effet, les particules
sautent deux par deux!!

Pour contourner cet écueil, j’ai proposé un méthode cardist abandonner comple-
tement I'idée de couplage, et a plutdt regarder 'ensemédesauts subis par le systéme
sur un pas de temps. En effet, quand le nombre de sauts deeieigrand, par la loi des
grands nombres —ou plutdt, encore et toujours par le thémi@e pour des résultats
non-asymptotiques — on peut prédire que les sauts vont setirép peu prées comme
prédit par la limite de champ moyéh

En fait, pour des raisons qui seront expliqguées au 8 2.2m%xi@as utilisé le théoreme
2.2 mais une variante personnelle (voir document IX). Leltésque j'ai obtenu — qui
n'est qu'un exemple scolaire destiné & montrer les po#igibitle ma technique, ainsi
largement susceptible de généralisations — est le suivant :

Notation 2.5. Dans I'énoncé du théoréme 2.6, por un espace métrigue compact,
M7 (X) note 'ensemble des mesures de probabilité Suet 'espaceM(X) des me-
sures signées suX de masse totale nulle est doté de la norme définie par la distde
couplagell;. D'autre part, siX etY sont deux espaces métriquésx Y est muni de la
distance somme.

Théoréme 2.6 (voir document X).Avec les notations 2 &upra on considere une variété
riemannienne compact€ de dimensiod > 2 et deux applications : X x X —[0, oo|
eth: X x X — M (X x X) symétrique&).
On suppose que :
— 7 est bornée; on note son supremum.
— L'application
S X x X — My(X x X)
(z,y) = 7(2,y) (2, y) = Oay))
est lipschitzienne ; on notesa constante de Lipschitz.
On considéreV > 1 particulesz?, ..., " eninteraction. On note = (z!,..., z)
I'état du systeme, et pour< j, 3%, 4’ € X, on pose

W= (g =1 i it J=1 i it N
My = (@, 2y Ty T ), (2.16)

(™\ci se place une petite astuce, car le théoréme 2.2 concemmesures empiriques « statiques » alors
que dans notre situation la loi des sauts évolue en méme tguepde systéeme. On remédie a ce probléme en
choisissant un pas de temps suffisamment court pour quetéarsys’'évolue pratiquement pas pendant ce
délai. Il y a alors un compromis a faire entre, d’'une partecgttestion de brieveté du pas de temps, d’autre
part le besoin de prendre un pas de temps assez long pour sgugtdey soient nombreux et que le résultat
du théoréme 2.2 soit fin. Au final, il en résulte une petite dégtion entre la vitesse de convergence prédite
par le théoreme 2.2 et celle obtenue avec notre méthode.

®)].e., notant : X x X — X x X l'application qui envoi€z, 3) sur(y, =), on arot = 7 ethot = toh.
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L'évolution du systeme se fait alors de la fagon suivantet: & 0, z},...,z{ sont
distribués indépendamment selon une mesure de probadhititiire 1o, puis I'évolution
est markovienne avec pour générateur

Lf(n) = %ZT(!B’}:U]')/ (f}l ) = F))d(p(z',a?)) (v 97).  (2.17)

i<j XxX

Alors il existe une constanté indépendante dg, telle que pour toui” > 0

eHT/Q -1

C/
! ~N
> 5—/20 = P(”Mt — puellw = W) Nioo 0, (2.18)
ou «f(x) I  0» signifie «f(x) décroit plus vite, quand — oo, que n’importe
xr —> +00
quell/x?».

2.2.3 Limites de I'approche en distancél;

Dans le théoreme 2.6 ci-dessus, la décroissance obtenteagsiement lente puis-
guelle ne se fait qu'a le vitesse/N'/(¢+1) alors qu’on est habitué a des vitesses en
1/N'/2 (cf. théoréme-limite central). De méme, dans le théorér@el2.concentration
obtenue est gaussienne mais n’est valable que pour degidésiau moins de I'ordre
del/N'/(+2) ce qui est pire encore ! En réalité, ce phénomeéne de déanaisdente est
inhérent au choix de la norm&;, comme le montre la proposition élémentaire suivante :

Proposition 2.7. Notons) la mesure de Lebesgue skt et soitU € R™ avecA(U) = 1.
Alors pour tousX, ..., Xy € U, notanti¥ = £ SV 65, ona

Wy ()‘\U’ ﬁN) > o

> i (2.19)

< (w2
ouc, = est une constante absolue.

n+1 an/2

Démonstration.Considérons un couplage entre 7V et \, alors pour touti m; =

Loi(mw|X;) est une mesure de probabilité sR" majorée parNA. Soit 7;(r) =

mi(B(Xi,r)); ona [ dm(r) = 1 etd7w(r) < No,r"'dr, olio, est la surface
N .z iy = [o c R

de la sphére unité dar®". Sous ces conditiong,, | X;y|dm;(y) = [, rm:(r) dr est

% et vaut alorsL(L)l/”. Comme au final

s = _ n—1
minimal pourw;, = o,r" 1 n+1\No,

Wl()‘lw ﬁN> = % Zf\il fR"

ogrg(N’;n

X—lgﬂ dm;(y), on obtient bien le résultat (2.19) annoncél

2.3 Théoremes-limite centraux uniformes
2.3.1 Problématique

Rappelons un résultat fondamental dans la théorie du couplage, pour le-
quel on pourra consulter [20, chap. 5] :
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Théoreme 2.8 (Kantorovitch-Rubinstein). Soit X un espace métrique sé-
parable et 11, v deux mesures de probabilités sur X ayant un premier moment,
alors

Wi(p,v) = sup{‘/ fdv —/ fdvl; f 1-lipschitzienne}. (2.20)
X X
En substance, donc, utiliser la distance de couplage entre deux mesures,
c’est regarder la différence maximale de leurs espérances quand on les teste
contre les fonctions 1-lipschitziennes.
Il est a noter que si u est une mesure de probabilité vérifiant une inéaglité
Ti(\)® et f une fonction 1-lipschitzienne, on a pour tout N, notant " la
mesure empirique a N points

P(I/deﬁN _/deu\ >e) <277 (2.21)

ce qui est un résultat trés fin donnant une convergence en 1/N'/2 : le pro-
bleme est ce qui se passe quand on veut tester contre toutes les fonctions
1-lipschitziennes a la fois.

En fait, si on regarde quelle est la « pire » fonction 1-lipschitzienne pour
tester ’écart entre iV et 4, on se rend compte que c’est une fonction qui res-
semble a min; d(X;, ), qui présente des fluctuations a tres petite échelle de
facon a étre « petite » quand on est pres d'un X; et « grande » ailleurs.

Mais ce genre de fonction-test n’est pas naturel du tout! En quelque sorte,
le probleme est que l’espace de toutes les fonctions 1-lipschitziennes est un
espace de test «trop gros» : on voudrait plutot tester contre un espace de
fonctions suffisamment régulieres, plus petit mais assez riche pour autant.

2.3.2 La théorie UCLT

La théorie des théoremes-limite centraux uniforme est étudiée de manieére
tres compléete par Dudley dans [21]. La question qu’il y résout est la suivante :
on considére une mesure de probabilité ;; sur un espace mesurable, et une
classe de fonctions F C £2(du), o £?(u) est ’ensemble des fonctions rélles
mesurables dont le carré est intégrable sous 1%, Pour iV la mesure em-
pirique & N points, on peut alors voir i — 1 comme une application de F
dans R, et on se demande si la loi de N'/?(z" — i) converge, au sens ol on
pourrait construire sur un méme espace de probabilité un processus aléatoire
G, : F — R et des réalisations des i’V 1 telles qu'on ait

Ve >0 P(sup ‘<N1/2(ﬁN — ), f) - Gu(f)’ > 5>N—> 0. (2.22)

feF — 00

®La définition d'une inéaglité T} ()\) a été donnée dans I'énoncé du théoréme 2.2

(10)Cet espace n’est pas 'espace habituel L?(u) ; en fait L?(u) = £2(11)/ ~, ol ~ est la relation
d’égalité p-p.p..

(DAttention : au départ, la mesure 7V a été définie comme % S°N 4§y, pour des X; i.i.d.
selon p, mais ici on n'exige pas que ces X; existent; on voit juste i’V comme une mesure
aléatoire ayant la loi en question.
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La définition (2.22) est une sorte de convergence en loi : en effet,

Théoreme 2.9 (Skorokhod). Soit (E,d) un espace métrique séparable;
soient (v,)n>1 et v, des mesures de probabilité sur X. Il y a équivalence entre
les deux propriétés suivantes :

1. v, converge faiblement vers v, ;

2. On peut construire sur un méme espace de probabilité des variables aléa-
toires (X,,)n>1 et X telles qu'on ait
Ve >0 P(d(Xn,Xs)>¢e) — 0. (2.23)
N —

Si nous n’avons pas écrit « convergence faible » tout-a-I’heure, c’est parce
que les lois considérées sont & valeurs dans I'espace F* muni de la (pseudo-
)norme du supremum | - |s,,, que nous noterons L,(F), lequel n’est pas sépa-
rable en général.

Pire, 1a mesure aléatoire i n’est méme pas mesurable pour la tribu bo-
rélienne de L,(F) : prenons par exemple le cas ou u est la mesure uniforme
sur [0,1], et F est I'ensemble des fonctions de Heaviside {1,,;; v € [0,1]}.
Considérons A C [0, 1] non mesurable, et posons

7= Uty € £4F) suplu() - 1(0)] < 3 2.24)
zeA €

alors U est un ouvert de (Lb(]-" BE lsup) , donc un ensemble mesurable, et pour-
tant son image réciproque par I'application x — 0, est A, qui n’est pas mesu-
rable.

Ces questions de mesurabilité amenent a des contorsions techniques assez
désagréables, dont j’expliquerai au § 2.3.3 comment je compte les contourner.

Quoi qu’il en soit, on peut commencer par se demander a quoi doit res-
sembler le processus G, qui vérifierait (2.22), et §’il a une chance d’exister.
D’apres le théoreme-limite central unidimensionnel ordinaire, on voit que, si
G, existe, on aura nécessairement pour toutes fonction f,g € F

Gu(g) = Gu(f) ~ N (Var[g — f]) : (2.25)

cela caractérise une loi sur F® qu’on appelle processus isonormal sur F 12,

Comme on étudie de la convergence pour la norme | - |s,,, on voudrait que
p.s., G, soit un élément de £,(F). En outre, il est naturel d’exiger que G,,
comme les N'/2(iiN — 1) dont il est la limite, soit prélinéaire, i.e. vérifie G ,(f+g)
= G,(f), resp. G,(A\f) = AG,.(f). Enfin, comme I'écart entre G,(f) et G,.(g)
est de l'ordre de Var[f — g]*/? d’apres (2.25), on va aussi imposer que G, soit
presque-stirement continue de F doté de la semi-norme p(f, g) = Var[f — g]'/?
dans R.

(12Quand jécris « cela caractérise une loi », cela n’est valable que pour la tribu-produit sur
FR, qui n’est pas celle qui nous intéresse ici. Dans les critéres que nous allons donner ci-
dessous, il faudra donc comprendre G,, comme une réalisation possible dans £;(x) du proces-
sus isonormal.
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Définition 2.10. On dit que F est prégaussienne pour u s’il est possible de
réaliser un processus isonormal sur F vérifiant les conditions ci-dessus; on
dit que c’est une classe de Donsker si, en outre, le théoreme-limite central est
valide au sens de la formule (2.22).

Dans [21], Dudley parvient a établir des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que F soit prégaussienne, resp. de Donsker. Nous ne donnerons
pas ici les conditions pour que F soit une classe de Donsker, qui seraient un
peu longues a donner, mais nous ferons néanmoins remarquer que le « véri-
table » obstacle a I’établissement d'un TLC uniforme est avant tout la condi-
tion de pré-gaussienté, et que d’ailleurs les conditions pour étre de Donsker
sont du méme type que celles pour étre prégaussien.

Théoreme 2.11 (voir [21, chap. 2]). Notons N(F,r) le nombre minimal d’en-

sembles de diametre < 2r pour la semi-norme p nécessaires pour recouvrir F.
Alors :

1. Si F est bornée pour p et si [, (log N(F, r))l/er < oo, alors F est pré-
gaussienne ;

2. « Réciproquement », si limsup, _,, r*log N(F,r) = oo, alors F n’est pas
pré-gaussienne.

Armés du théoreme 2.11, nous sommes en mesure de compreondge@i les fonc-
tions 1-lipschitziennes étaient un espace de test « trop gros » :

Avis 2.12. Pour d > 2, p la mesure uniforme suff, 'ensemble des fonctions
lipschitziennes suf n’est pas prégaussien.

Démonstration.Choisissons une fonctionrlipschitzienne suR?, a support danf), 1]¢,
d’intégrale nulle, non identiguement nulle, que nous rwtsrf,. Pour un entiern >
2, on peut découper? en m? petits hypercubes que nous numérotons arbitrairement
1,...,m%; pour toutm?-uplet (¢q,...,e,e) avecVi ¢; € {£1}, on définit la fonction
1-lipschitziennef,... , surT< de sorte que sur I'hypercubie f> soit une copie réduite
(réduite de sorte a garder la méme constante de Lipschitz)de

Entre deux multi-indice¥” et 2, on introduit la distance de Hamminfg qui est le
nombre de; différant entre ces deux multi-indices ; alors on a

£z = F2ll 2 = (@2 20) P 2m= @) foll o (2.26)

— pour alléger les notations, on posera= || fy||.2(,). Par conséquent, un ensemble de
diametre2r pourp contient deg— dont les indices ont un diameétre au sens de la distance
de Hamming qui est majoré pér/a)?>m?*+2, donc ces indices sont au nombre d’au plus
(md + 1)(2r/a)2md+2.

Mais comme il y a2™" fonctions f=, il s’ensuit finalement que le nombre d’en-
sembles de diamette- pour la distance nécessaires pour recouvrir toutes les fonctions
1-lipschitziennes est d’au moins

/o 2md 2
N (Lipy,r) > 27 (me + 1) @7 (2.27)
et prenantn = 7 avecf €]2/d, 1], on en déduit que?In N (Lip;,r) — oo quand
r — 0, ce qui permet de conclure par le théoréme 2.22,.n ]
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2.3.3 Espaces de Sobolev

Dans le cadre des systemes particules en interaction, les particules évo-
luent en général dans une variété riemannienne, ce qui permet d’'introduire
des classes de fonctions naturelles en termes de régularité.

Considérons une variété riemannienne M compacte de dimension d, dont
on note A l'operateur de Laplace-Beltrani (avec la convention de signe « A =
> B‘Z—; ») et 11 la mesure de volume. On note L?(u) = L?*(1)/R ’ensemble des
fonctions définies a constante additive pres de variance finie, muni du produit
scalaire associé a la covariance. A est un opérateur non-borné sur L?(u) et
s’annule sur les constantes ; il passe donc au quotient sur L2(y).

Sur Z?(u), il est bien connu que A est symétrique et strictement positif

Vg € L) Afllse 1Aglle <00 = (Af,g)ie = (f. Ag)re: (2.28)
Je > 0V f € LA(M) (Af, f) = || fl3. (2.29)

Pour tout s > 0, on peut alors définir une pseudonorme | - ||z sur L2 par
1Flls = 11472 ]| 2. (2.30)

Les fonctions f pour lesquelles || f||s < co, munies de la nome || - ||z, forment
alors un espace de Hilbert qu’on appelle espace de Sobolev homogene d’ordre
s et qu’on note H°. N

H?* est alors un sous-espace dense de L?, ce qui va nous permettre d’assi-
miler son dual & un sur-espace de L? ou ce dernier sera dense : pour ce faire,
on remarque qu'un élément f de L° s’assimile a un élément du dual de H*
via lapplication g + (g, f) 2 et que L? est alors dense dans (F*)". Ainsi repré-
senté, le dual de [* est noté I ; c’est un espace de Hilbert séparable.

Ce qui est intéressant, c’est que pour d/2 une mesure signée sif de masse
totale nulle peut s'identifier & un élément ée*, puisqu’en effet les éléments dé*
s’identifient alors a des fonctions, définies a constantéiaelgres, bornées sur/, i.e. a
des éléments dé,()M)/R. En outre, il n’est pas trés difficile de voir que 'espdéeest
suffisamment « riche » pour que deux mesures différented/saorrespondent a deux
éléments distincts d& .

Remarque 2.13.Que H~* soit séparable est tout I'intérét d’avoir choisi de s’iesser

a des espaces de sobolgV plutdt qu'aC*(M) : le dual de ce dernier espace, en effet,
n'est pas séparable, ce qui donne le méme genre de probléemessdirabilité que quand
on considérait les mesures comme des éléments d'un eSpace

Théoreme 2.14.Pour s > d/2, alors il existe une (unique en loi) variable aléatoire
sur H—*, que nous appellerons le bruit blanc suf, qui vérifie

VfeH (w,f)~N(|fl2). (2.31)

Démonstration.On se limite ici au cas > 2 : soientd > 2 ets > d/2. Pour démontrer
le theoreme 2.14, il nous suffit de montrer que la boule ureté/t, que nous noterons
B(H?®), est prégaussienne ; a cette fin nous allons vérifier le enit&k du théoréme 2.11.
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Soitm > 2 un entier naturel ; comme dans la preuve de 'avis 2.12 onpaeiiter T¢
parm? petits hypercube®), ..., Q,.«, dont les sommets sont les* pointszy, ..., z,a
d’'un réseau d&™.

Si f et g sont deux fonctions d&(H*) avec|g(x;) — f(z;)| < e pour touti €
{1,...,m%}, alors d'apres les inégalités de Sobalev f||;> < ¢+ a/m®, oua estune
certaine constante fini&.

Prenons maintenant = 1/m®. Pour Ny, ..., N,,« des entiers, on considére I'en-
semble des fonctiong de B(H*) telles que pour tout € {1,...,m%} on ait|f(z;) —
Ne| < ¢/2; d’apres ce que nous venons de dire cet ensemble a un diagaéss? qui
est au plug/e, aveca’ = o + 1.

Remarquons par ailleurs que si on ajoute une constante arctiasiy;, on tombe sur
un ensemble de fonctions qui est le méme a constante adgliégell nous suffit donc de
compter le nombre dmd-upletsﬁ, a constante additive prés, qui définissent un ensemble
de fonctions deB(H*) non vide pour obtenir une majoration & B(H*), o/c/2).

Pour f € B(H?*), puisques > 1, ?f est bornée dan&?; on en tire que, notant
x; ~ x; pour dire quer; etx; sont voisins dans le réseau que formentigs

7N = Ny = 1)7 < pmetE (2.32)

T~

pour une certaine constante Comme il y adm? arétes dans le réseau, on en déduit
que le nombre deV possibles, & constante prés, est majoré(gan)”™" pour certaines
constanteg’ et~.

En récapitulant tout ce que nous venons de dire, on a donowhtes

N(B(H?),o'/2m®) < (B'm)™; (2.33)

on en déduit bien le criteréd du théoreme 2.11. O

2.3.4 Programme de recherches

A I'heure actuelle, mon objectif est d’essayer de démordes limites de champ
moyen pour des modéles a chocs, au sens des espaces de Sidnmdemn cadre non
asymptotique.

Eu égard aux travaux présentés dans le § 2.2, I'étude de Veigmnce pour des mo-
deles de champ moyen passe d’abord par des résultats «istatigle convergence des
mesures empiriques. On aimerait par exemple obtenir utaésu genre :

Question 2.15.Soit M une variété riemannienne compacte de dimensgiehs > d/2.
Soit; une mesure de probabilité arbitraire st et iV la mesure empirique &’ points
associée. Existe-t-il des constantést \, si possible indépendantes gdetelles qu'on
ait pour toutN > 1

Ve >0 P(|pY — pllg—s = ¢) < Cexp(—ANe?)? (2.34)

(13)A vrai dire, je n'ai pas encore eu le temps de m'instruire asse les inégalités de Sobolev pour
étre totalement certain de la validité de cette affirmatiodgnmoins une autre démonstration utilisant des
inégalités de Sobolev plus fortes donne quand méme le aésuiitte & dégrader la valeur de
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Ce genre de résultat ne devrait pas étre trés difficle a pralases la mesure ou |l
semble possible de raffiner les résultats de [21] pour end&s estimées non asympto-
tiques.

Plus difficile est le défi d’appliquer ces résultats au systle champ moyena
priori, les techniques du § 2.2.2 s’adaptent sans trop de diffjculiés malheureusement
elles ne donneraient qu’'une convergence\eri/? alors qu’on espére diy —'/2. Il reste
donc encore du travail pour résoudre la

Question 2.16.Soit un modele de champ moyen a chocs du genre de celui déacrit a
§2.2.2; soits > d/2, d étant la dimension de I'espace ou évoluent les particuleg. S
T > 0 un temps arbitraire ; est-il vrai que pour toat> 0, pour toutA > 0, on a

A
IP’( sup ||gN — - —) 0, 2.35
ogth H,U /’LHH N1/2— ‘U ( )

avec des estimées non asymptotiques ?

Pour passer au modeéle de Kac, une difficulté supplémentajoeite par rapport aux
modeéles du §2.2.2, car I'espace dans lequel évoluent I¢ésydas n’est plus compact.
Pour I'’équation de Boltzmann, c’est pire encore, car le n@ecollision n’est pas borné
au sens ou le taux de chocs entre deux particules tend vedfigilguand leurs vitesses
relatives tendent vers l'infini. Méme, si les potentielsitraction entre atomes ne sont
pas a support compact, I'équation de Boltzmann donne un tawolision globaiinfini
(quoique les majorité des collisions correspondent alatesadéplacements tres faibles
dans I'espace des vitesses). J'espere néanmoins, a tésuadre la

Question 2.17.Peut-on obtenir un résultat de convergence\en'/? au sens des espaces
de SoboleV/ —* pour le modele de Kac, resp. I'équation de Boltzmann ?
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