Quatrieme partie

Flambage de M¢ Kean - Vlasov



Résumé

On considere une assemblée de particules soumises a un potentiel attractif non singulier a courte
portée, en présence de bruit. Les particules sont supposées suffisamment denses pour que le sys-
téme puisse €tre décrit par une équation aux dérivées partielles (équation de Vlasov), avec des
frottements suffisamment forts pour que 1’évolution soit du premier ordre (équation de M¢ Kean).
On sait alors que la dynamique du systéme est équivalente a la descente du gradient de 1’énergie
libre sur la « variété riemannienne de dimension infinie » associée a la métrique de Wasserstein Wa.
On s’intéresse au cas ot la condition initiale de la densité du systéme est uniforme sur R%. Cet état
est toujours un équilibre, mais la stabilité de 1’équilibre dépend de la température. Notre objectif
est de déterminer a quelle température survient la transition de phase, et de minorer I’énergie d’ac-
tivation dans les situations de stabilité, ce qui recquiert de prendre en compte les non-linéarités du
systeéme.

Pour minorer la fonctionnelle d’entropie, on fait agir sur la densité de particules un noyau
markovien qui fait de celle-ci une fonction bornée. Cet argument passe par le démonstration d’un
résultat nouveau sur la continuité du plongement de la « variété riemannienne » de Wasserstein dans
un espace linéaire classique. Nos principaux résultats sont présentés au §[3]: sous des hypotheses de
régularité suffisantes sur le potentiel d’interaction, on parvient ainsi a déterminer rigoureusement la
température de transition de phase du systéme, en minorant 1’énergie d’activation avec un exposant
critique non-trivial. Certaines d’améliorations de ces résultats, notamment sur 1’affaiblissement des
hypothéses, sont encore en cours d’étude ; j’expose bri¢vement mes projets au § [6]
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Conventions et notations

Homogénéité physique

Dans toute cette partie de la theése, nous travaillerons sur des grandeurs physiques dimension-

nées; on notera x [X] pour dire que la grandeur x a pour homogénéité la dimension X. Nous

utiliserons les quatre dimensions de base suivantes :
¢ Quantité de matiére N ;
* Longueur L;
* Energiec E;
e Temps T.
On notera ./ [N~1]le nombre d’ Avogadro.

Divers

« Dans toute cette partie de la these, « I’espace physique » désignera ’espace affine R, d’ho-
mogénéité physique L, la dimension d étant un entier fixé. Cet espace est muni de sa structure
Euclidienne : pour deux vecteurs v,w € R?, la norme de v est notée |v| [L] et le produit sca-
laire de v et w est noté v-w [L2]. La mesure de Lebesgue sur R? est notée dx [L?].

Dans ce travail, le caractere m sera utilisé pour noter des mesures de Radon ; quand nous
aurons besoin d’invoquer la constante d’ Archimede, nous noterons celle-ci 7 pour faire le
distinguo.

Toutes nos fonctions seront sous-entendues réelles, sauf transformation de Fourier ou elles
pourront étre complexes.

Quand nous dirons d’une fonction f sur R? qu’elle est gentille, cela signifiera par exemple
qu’elle est dans I’espace de Schwartz, i.e. qu’elle est infiniment différentiable et que toutes
ses dérivées sont intégrables.

Le crochet de dualité (f,u), pour f [X] une fonction gentille[r"_T] et 4 [N] une mesure de
Radon, désigne [ f(x)du(x) [X.N].

Pour deux fonctions gentilles f [X] et g [Y] sur [Rd, on note

(f,8)p2:= fRd fx)gx)dx  [X.Y.L9]. (8)

La transformée de Fourier d’une fonction gentille f [X] sur R% est notée f [X.L%]. Nous
suivons la convention usuelle en mathématiques :

f@E [L71D:= f ) e % f(x) dx. (B)
R

La différentielle d’une fonction gentille f [X] est notée Df [X.L™1] (a valeurs vectorielles).

Pour p [X] une mesure sur un espace mesurable X, Y un autre espace mesurable et f :

X — Y une fonction mesurable, on désigne par f # p [X] la mesure-image de u par f, i.e. la

mesure sur Y caractérisée par (f # u)(B) = u(f ~1(B)).

Espaces fonctionnels

& Attention, certaines conventions utilisées ici ne sont pas standardes !

[II]l. On étendra implicitement la notation au cas de fonctions moins régulieres dans la mesure ou cela fera sens.
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0.9 Définition. Pour s € N, p € [1,+00), f [X] une fonction gentille sur R?, on définit la norme
(homogene)

1fllsp = ( fR D°f @|Pdx)"? XL, (©)

Pour p = oo, on définit de méme || f||s o0 := SUpepe ID*f(x)| [X.L75].

Dans le cas ol s € [0, +00) ~N, on étend la définition en posant formellement

|DLst(y)—DLst(x)|p
|y — x|d+P(S—L3J)

D*fr= [ (0)

L’espace obtenu par complétion de la norme ||-|5,, est noté WP et appelé espace de Sobolev
homogéne d’indices (s, p). Pour s = 0, WP sera simplement noté LP, et || f lo,p sera simplement

noté || £l p. ¢

0.10 Définition. Toujours pour f gentille, pour (s1,p1),(s2,p2) € [0, +00) x [1,+00], on définit la
norme (inhomogene)
1 st.p1 2= 1 Nsy,p1 V1 F sy pos (E)
$2,P2

ni,p1 . . .
et on note W"z2.P2 I’espace obtenu par complétion de celle-ci. Cet espace sera appelé espace de

Sobolev inhomogeéne d’indices (s1,p1) et (sg2, p2). &

& On veillera a ce que |f|sp notera ici une norme homogene, alors que d’habitude cette

notation est utilisée pour ce que nous noterions ici || f |s,p.
0,p

0.11 Notation. Le dual d’un espace de Banach W sera noté W' ; on le munira de sa topologie forte.

&

1 Objet de I’étude

Introduction : Flambage

En 1948, un travail original d’A. Turing sur la morphogénése animale [81] expliqua comment
les taches d’un léopard (par exemple) pouvaient se former sans avoir a supposer aucun plan d’orga-
nisation supérieur : des especes chimiques de distribution initiale uniforme, dont les concentrations
évoluent sous des équations de réaction-diffusion, font en effet apparaitre spontanément, dans cer-
taines conditions, des motifs prononcés. A une autre échelle, on sait également que la formation
des grandes structures cosmologiques (galaxies etc.) s’est faite a partir d’un univers primordial
essentiellement homogene et isotrope, cette fois-ci via-ci un mécanisme d’effondrement gravita-
tionnel régi par une équation de Vlasov - Poisson [60, §§ 4.1-5]. On parle de brisure spontanée de
symétrie pour désigner cette apparition d’hétérogénéité ex nihilo. Le principe est que, bien que des
raisons de symétrie fassent que la situation homogene est un équilibre, cet équilibre est instable et
évoluera donc vers des équilibres stables qui, eux, ne seront pas symétriques.

Dans le cas du flambage d’une poutre [29], qui releve de cette famille de phénomenes, la
stabilité ou non de 1’équilibre symétrique dépend d’un parametre du systeme — en 1’occurrence,
de la force exercée sur la poutre. Il se produit ainsi un phénomene de transition de phase au moment
ou cette force dépasse une certaine valeur critique, caractérisé par le retournement de la convexité
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de la fonctionnelle d’énergie au point symétrique. En dimension finie, ce genre de transition de
phase est bien décrit par la théorie des catastrophes [23]].

Dans cette partie de la thése, nous allons étudier mathématiquement un exemple (relativement
simple) de modele infinidimensionnel o une structure spatiale hétérogéne apparait par brisure
spontanée de symétrie apres une transition de phase. Notre approche visera une rigueur mathé-
matique complete ; en particulier, nous considérerons nos objets d’étude non localement (par quoi
j’entends « au-dela de leur développement limité »).

l.a Le modele

Dans 1’espace physique R? [L], on consideére un ensemble de particules ponctuelles soumises
a trois types de forces :
+ D’une part, un potentiel d’interaction v [E.N72];
« D’autre part, un bruit blanc gaussien dii 2 I’agitation thermique, a température T [E.N11;
* Enfin, une force de friction linéaire en la vitesse, dont le coefficient sera noté A ~1J, avec
J [ENN-LL72TI

Dans la mesure ol cela ne change pas le systeme physique, nous supposerons toujours v symé-
trique. Le cas qui nous intéresse est celui ou le potentiel d’interaction est non singulier, a courte
portée et attractif. Pour se fixer les idées, le lecteur pourra se représenter v comme €°°, a support
compact et négatif ; en fait, pour définir notre modele, nous aurons simplement besoin de supposer
v de classe €' et intégrable. On notera informellement Lg la portée de v, cad. I’échelle typique
sur laquelle se font sentir les forces — dans le cas ol v est a support compact, ce pourra étre par
exemple le diametre du support de v. Nous définissons

1.1 Notation.
Vi=sup(-0(&) [E.N"2.L9]. (F)
ZeRd

¢

1.2 Hypothése. On supposera qu’on a V > 0 — c’est ainsi qu’on comprendra 1’hypothése selon
laquelle « le potentiel d’interaction est attractif »). &

1.3 Remarque. Dans la plupart des situations physiques rencontrées, ce seront les phénomenes a
grande échelle qui détermineront la transition de phase, cad. qu’on aura V = —0(0), i.e. :

V= f (-v(x))dx. (@)
R4
Ce sera en particulier le cas si v est négatif, ce que nous supposerons la plupart du temps. Q@

Nous supposons que la répartition des particules est suffisamment dense (a 1’échelle de L) pour
qu’on puisse la décrire par une représentation continue : notons ainsi ¢ [N]la mesure de répartition
des particules, et m(x) := du(x)/dx [N.L~%] sa densité au point x. Nous supposons également que
les frottements auxquels sont soumis les particules sont suffisamment importants pour qu’on puisse
décrire la dynamique du systeme par une équation du premier ordre La densité m évolue alors
selon I’équation de M¢ Kean - Vlasov suivante :

0m =J IV -(TVm + mV(v * m)). (H)

[*]. Pour donner un sens précis a cette affirmation, il faudrait également tenir compte de la densité typique des parti-
cules : si celle-ci est B [N.L™9], pour que la dynamique puisse étre décrite au premier ordre, il faut avoir, notant Masse
[E.L=2.T2.N1] la masse molaire des particules, J2 > Masse ~L62VR.
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1.4 Remarque. Ce genre d’équation se rencontre dans le modele de Keller - Segel quasi-station-
naire [42], avec dans ce cas un potentiel v singulier et une mesure initiale py de masse finie — alors
qu’ici nous considérons des mesures de masse infinie avec un potentiel régulier — ; la question est
alors de savoir si la diffusion va I’emporter ou si, au contraire, les particules vont se regrouper en des
points de mesure non nulle. Dolbeaut & Perthame [27] ont montré que les deux régimes pouvaient
exister : en deca d’une certaine température de transition, les particules forment des singularités en
temps fini, tandis qu’au-dela le comportement du systeme devient diffusif. En outre, la température
de transition de phase dépend uniquement de la masse totale de py. Q

1.b Descente de gradient

Otto [S9] a montré que la dynamique de (H) pouvait s’interpréter comme une descente de gra-
dient dans une « variété riemannienne ». La fonctionnelle de Lyapounov correspondant a cette des-
cente de gradient est I’ énergie libre du systéme :

F=%+TS [E] I

ou % est 1’énergie interne :

1

%= f o —y)du@)duly)  [E], )
(R4)2

et & est l’entropie (définie a constante additive pres) :

F = fu@d logm(x)du(x)  [N]. (X)

1.c Espace de Wasserstein

L’espace fonctionnel associé a la descente de gradient d’Otto est, comme nous 1’avons dit,
une pseudo variété riemannienne (de dimension infinie, avec des singularités) ; seule sa structure
métrique nous importera ici. Cette métrique est celle associé a la distance de Wasserstein Wy, dont
nous rappelons la définition ci-dessous.

1.5 Définition ([84] définition 7.1.1]). Soient u,v [N] deux mesures positives o-finies sur RZ. Un
couplage entre p et v est une mesure y sur R% x R dont les deux marginales sont respectivement
et v. Le coiit quadratique de ce couplage est

I[Y]==f ly —x|?dy(x,y)  [N.L21. (L)
(R9)2

Notant I'(4, v) I’ensemble des couplages entre u et v[ﬁ_Tl, la distance de Wasserstein Wa(u,v) entre
p et v est alors définie comme

Waolu,v):= inf I[y1Y2  [NV2.L]. (M)

yel(p,v

(On montre facilement qu’il s’agit effectivement d’une distance (a valeurs dans [0, +oc0]) sur I’en-
semble des mesures sur IRd). &

[t]. Qu’un physicien appellerait « néguentropie ».
[£]. Eventuellement vide si p et v n’ont pas la méme masse totale.
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Notre objectif étant de regarder ce qui se passe au voisinage d’une distribution uniforme, il est
alors naturel de se placer dans un espace que j’appellerai dans la suite espace de Wasserstein, défini
ci-dessous :

1.6 Notation. Dans toute la suite de ce travail, on se fixe une densité non triviale 0 < R < oo
[N.L=¢]. Nous appellerons « mesure uniforme », notée A, la mesure de densité uniforme R par
rapport a la mesure de Lebesgue :

dMx):=Rdx [N]. ()

Lorsqu’on considerera une mesure de distribution de particules ¢ [N], on Iui associera impli-
citement la mesure signée (de méme homogénéité)

== A (V)

de méme, on associera a la densité m [N.L=¢]de la mesure p la densité p (de méme homogénéité)
de la mesure 7 :
p(x):=m(x)-R. (P)

¢

1.7 Définition (espace de Wasserstein). L’espace de Wassertein, noté F, est I’ensemble des me-
sures u telles que Wa(A, 1) < oo, muni de la distance de Wasserstein Wa. &

1.8 Remarque. L'espace de Wasserstein est foncierement non linéaire. Ainsi, si deux mesures
U1, 12 de F sont associées repectivement a 1,72, on prendra garde que cela n’a méme pas de
sens de parler de « Wa(rr1,7m9) », vu que les mesures 71 et 19 ne sont pas positives. V)

F est en fait I’espace naturellement adapté non seulement a I’étude de la dynamique continue
du systeme, mais aussi a celle des fluctuations de la dynamique réelle du systeme autour de cette
équation — car il faut garder a I’esprit qu’en réalité, le modele est constitué d’un nombre tres grand
mais fini de particules. Une facon d’exprimer cela est la proposition immédiate suivante :

1.9 Proposition. Soir f: (R?)* — R [X.N~*] une fonction de k variables d’espace invariante par
permutation des variables, de classe €2 pour i [N] une mesure sur RY, notons

F(w = (f,p**) =f(Rd)k flr1,...,xp)dpler) - dulag)  [X]. @
Considérons N particules X1,...,Xn € R?, chacune étant soumise & une agitation brownienne de

variation quadratique par unité de temps (dans chaque direction) T'J 1 [L2.T1, et norons
N
ﬁ::JV_IZ(in [N] (R)
=1

leur distribution empirique. Alors la fonctionnelle F(u) est soumise a des fluctuations dont la va-
riation quadratique par unité de temps est égale & N 1T _1|VFF(H)|2 [X2.T~1, o le gradient
de la fonctionnelle F dans F est défini formellement par :
— (IF(v) = F(u)| ~1/2 | -1
VEF(W) :=lim{ —————: 0<Wa(u,v) < X.N~V2 s S
|VeF (1) ;{I(l){ Watiw) 2(1,v) 8} [ ] (S)
En d’autres termes, les fluctuations de (i sont analogues a celles d’'un « mouvement brownien »

(de dimension infinie) sur la « variété riemannienne » ¥, dont la variation quadratique par unité
de temps est N LJ7IT [NL2.T-1. &

[§]. On calcule que
VPG =2 [ |14V, .y 9 8% D) |2 duty) M
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Cela dit, compte tenu de I’interprétation en descente de gradient, nous oublierons en général
les aspects dynamiques du modele pour nous concentrer sur la structure statique de & dans F.

1.d Stabilité

Notre but est d’étudier la stabilité du systeéme autour de 1’équilibre A. Commencons par obser-
ver que, pour u une fonction de F, les expressions (J) et (K) sont infinies stricto sensu ; il faut donc
les renormaliser (en leur enlevant formellement une constante) afin de leur donner une expression
convergente. Dans la suite de ce travail, on prendra donc :

1

Uy = - f o(y —x)(m)m(y) - R?) dxdy; )
2 (Rd)z

L) = [Rdlog(R_lm(x))du(x). W)

Cette renormalisation, faite de sorte que (1), #(A) = 0, donne également des expressions sympa-
thiques en fonction de 7 : posant, pour p [N.L™%],

O(p):=R+p)log(1+R1p)-p [N.L79], (W)
on aHH .
1
U = —f (v * p)(x)dm(x); (X)
2 Jrd
_ f ®(p(x))dx. ¥
[Rd
1.10 Remarque. On a ®(p) =0 pour tout p, et dD(p)p:0 %R_lpz. Q©

On définit rigoureusement la stabilité de la facon suivante :

1.11 Définition (stabilité). Pour une température 7' donnée, nous dirons que 1’équilibre homogene
est stable quand la fonctionnelle & sur F atteint un minimum local en A, i.e. quand il existe un
voisinage de A dans F sur lequel on a Z#(u) = F (7). &

1.12 Remarque. A mes yeux, la «bonne » définition de la stabilité est plutot la suivante : un
équilibre est stable quand tout chemin Lipschitzien y: Ry — F issu de A vérifie #(y(¢)) = F#(A) au
voisinage de 0 — ce qui est un peu moins contraignant que la définition[I.11]

Le méme genre de remarque vaudra pour la définition|1.13 Q@

Quand I’équilibre est stable, la définition suivante nous permet de quantifier la stabilité de
I’équilibre :

1.13 Définition (énergie d’activation). Quand 1’équilibre homogene est stable, son énergie d’ac-
tivation E, [E] est définie comme le supremum des valeurs E vérifiant la propriété suivante :
sur la composante connexe de A au sein du sous-ensemble de F constitué par les fonctions {u:
F () < F(L)+E}, & atteint un minimum global en A. &

q]. Pour obtenir (X) et (Y), on utilise que pour i € F on a formellement [,q dn(x) = 0 — je précise « formellement »,
que pour p R Jep
car [ 7 n’est pas définie proprement sur F dés que d > 2.
[1I7. Etablie d’apres des considérations sur des situations similaires en dimension finie.
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1.14 Remarque. L énergie d’activation indique 1’énergie minimale qu’il faut fournir au systéme
pour passer de I’état A a un autre état plus stable. Pour E, = 0, il vaudrait d’ailleurs mieux qualifier
I’équilibre A de métastable, puisque la moindre « pichenette » suffit alors a briser cet équilibre.

On peut aussi interpréter 1’énergie d’activation en termes de probabilité de flambage spontané :
pour un systeme initialement homogene, en 1’absence d’intervention extérieure il faudra attendre un
temps (tres long !) de ’ordre de exp(A E,/T') fois le temps typique de I’évolution (macroscopique)
du systeme|'*]| avant d’observer une brisure spontanée de symétrie du seul effet des fluctuations. ¢

1.15 Remarque. Pour peu que la formule s’applique, 1’état homogene ne correspond jamais
2 un minimum absolu de la fonctionnelle .. Considérons en effet la mesure u' obtenue a partir
de la mesure A ainsi : sur une grande boule (de rayon > Lg) de volume noté B [L?], on porte
la densité de la mesure a AR pour un certain A > 1 [1], la masse nécessaire a cette opération
ayant été prélevée sur une boule encore plus grande de volume (A — 1)B. Alors, au premier ordre
en B, I’énergie interne (renormalisée) de cette mesure est —%(A —1)AR2VB et son entropie est
—(AlogA)RB, d’ou

F(u') ~AR(-3(A-1RV +(logA)T)B, (2)

qui est strictement négatif pour peu que A soit choisi suffisamment grand.

A partir de cet exemple, on peut méme montrer la propriété un peu plus forte selon laquelle
I’énergie d’activation de I’équilibre homogene est toujours finie. Q

Ainsi, nous avons maintenant un objectif mathématique précis : déterminer pour quelles va-
leurs de T I’équilibre homogene est stable, et minorer 1’énergie d’activation dans les situations de
stabilité.

2 Minoration de I’énergie libre

& Dans cette section et les suivantes, nous supposons le potentiel v négatif sur tout R%. (Le cas
général sera étudié au §[5.d).

Pour montrer que 1’énergie libre & atteint un minimum en A, il nous faut minorer judicieuse-
ment cette quantité au voisinage de 0. Nous allons donc chercher des minorations de % et de ..

2.a Entropie

Rappelons que I’entropie du systéme est & = [pa @(p(x))dx, ot D(p) est défini par (W) ; pour
minorer #, il semble donc naturel de minorer ®(-). On a vu que ®(p) était équivalent a %R‘l p?
au voisinage de 0, mais il n’y a pas de minoration quadratique globale. On introduit donc un
parametre 1 € (0, +00) [N.L=9], et on décompose p en pa + p1, ol

p2:=lip<nP; (AR)
p1:=1p>pp.

L’étude de la fonction ® donne alors que pour tout p,

D(n)

O(
D(p) > n—ng + 20

Ipil- (AB)

[*]. NdA : Ce temps typique est L%R’IJV*1 [T].
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Intégrant (AB), on obtient une premiere minoration de & :

D(n) D(n)
P> —LipalZ+ —Llp1ls. (40)
n n
Remarquez que quand 7\ 0, on a ®(1)/n? \, %R_l et @(n)/n\, 0.

Nous allons maintenant établir une seconde minoration de .. L’idée est d’utiliser un résultat
classique sur les chalnes de Markov :

2.1 Théoreme ([20, § 4.4.2]). Si P est le noyau d’une chaine de Markov admettant une mesure
invariante |1 sur un espace Q, alors pour toute mesure v sur Q, ’entropie relative [20, § 2.3] de v
par rapport a  est décroissante sous ’action de P :

Dgu(Pllu) < Dgr(vilw. (AD)

&

Nous allons appliquer le théoreme dans le cadre suivant : la chaine de Markov que nous
considérons est la marche aléatoire sur R? dont les pas sont distribués suivant la mesure de proba-
bilité K définie par

dK(x):=

_';;x) dal] (AE)

et la mesure invariante de cette chaine que nous considérons est la mesure uniforme A. Dans ce cas,
sous I’action du noyau de la chaine, la densité m est transformée en V ~'v * m, de sorte que p est
transformée en V~1v * p. (AD) donne alors :

F(p)= SV v« p). (AF)

Bien que cette borne n’ait pas I’air tres intéressante, il se trouvera que v * p peut étre contrdlé bien
plus facilement que p. Pour I’instant, contentons-nous d’appliquer (AC) a (AF) sous la forme du

2.2 Lemme. Si||v* plloo < V7, alors

_ o)
2

L > “2llv*pl3. (AG)

2.b Energie interne

Nous voulons maintenant minorer %2/. D’apres , ona% = %(p, v * p)r2 ; en décomposant p
en pg + p1 dans le facteur de gauche, on en déduit que

1
—%Sg(llv * Dloolip1lls +lip2lizllv * pll2), (AH)
d’ou par application de I’'inégalité de Young :

lv*plleo
2

v 9 1 2
-U < +— +—lv=*pls5. Al
lp1llx 1 Ip2ll5 v lv=*plly (AI)

[t]. K est bien une mesure de probabilité car nous avons supposé v négatif, ce qui fait que d’une part la mesure K est
positive, d’autre part qu’elle est d’intégrale 1 au vu de la remarque@
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Dans cette formule, sous réserve que [|v * plloo < V7, on a par le lemme[2.2]:

1 s MV
- <——9, AJ
4V||U*p2||2 () 4 (AJ)
et sous réserve que ||v * plloo < V1/2 (condition impliquant que la précédente), par (AC) :
lo* pllo V. a_nV
—_— +— S ——. AK
9 Ip1lla 1 Ip2lly () 4 (AK)
Au final,
Vi -1 U4
<— [E.N U< ———= AL
o plleo< 5= 1 = o2 (AL)
ce qui donne la minoration suivante sur & :
Vot U4
< — [E.N > F2z|\T-——=|¥ AM
v *plloo < 5+ EN] (-3 2) (AM)

ol nous rappelons que . est toujours positive.

3 Plongement de ’espace de Wasserstein dans un espace de Sobolev

Travailler dans I’espace F est délicat, car celui-ci a uniquement une structure métrique et pas
linéaire. Dans cette section, nous allons montrer qu’on peut voir F comme une partie d’un espace de
Banach classique ; plus précisément, nous allons chercher des espaces de mesures E pour lesquels
le plongement canonique[@] de F dans E est continu.

1,2
3.1 Notation. Pour « € [0, 1], nous notons W2-a.2/¢ =: W . $

3.a Un théoréme simple

3.2 Théoréme. Le plongement canonique de F dans Wi, — plus précisément, I’application y— n
— est continu en A. &

Démonstration. Soit f [X] une fonction de Wo et soit T un plan de transport de A vers u € F,
c’est-a-dire que T' est une application de R? (affine) dans R? (vectoriel) et qu’on considere la
mesure de couplage entre A et p:= (Id+ T')# A portée par le graphe de (Id + 7'). On introduit le
raccourci u(x) := T'(x)/|T'(x)| [1], un vecteur unitaire qui indique la direction dans laquelle le point
x se déplace au cours de I’opération de transport.

On écrit :

[T (x)|
Kf,m)| = |fRd (f(x+T(x))—f(x))d/1(x)| SR[ df—o |IDf(x+ru(x))|drdx  [X.N], (AN)

€eR
a comparer au cotit de transport qui est

IT(x)l

I[T] = f IT(x)12 dA(x) = 2R f rdrdx  [N.L%]. (A0)
Rd x€R Jr=0

[]. F et E étant tous les deux des espaces de distributions tempérées, le plongement canonique de F dans E est

I’application qui correspond a I’injection canonique quand on la voit dans 1’espace des distributions.
1,2
[§]. Rappelons que Wo = W2, cad. que les éléments de Wy sont les fonctions dont la dérivée est lipschitzienne et

de carré intégrable.
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En comparant les deux expressions, on s’apercoit qu’il est intéressant de considérer la valeur
de |Df(x + ru(x))|/2r, quantité que nous noterons e(x,r) [X.L72]. Notant Q := {(x € R%,r [L]):
0<r<|T&)} et dy(x,r):=2Rrdxdr [N.L2], on peut alors résumer les lignes précédentes en :

7] = f dy(x,r); (AP)
(x,r)EQ

KF,m)] < f et dyta, ). (4Q)

>

On va maintenant utiliser un lemme de couplage :

3.3 Lemme. Soit y [X] une mesure (positive) o-finie sur un espace mesurable Q, et e: Q — Ry
[Y X1 une fonction mesurable. On suppose qu’il existe une fonction Y: Ry [Y. X 11— R, [Y],
de classe €1 et décroissante avec Y. (e) ‘=" 0, telle que pour tout 6 € R,

f e(w)dy(w) < Y, (0). (AR)
{e(w)=0}

Définissons a partir de Y, la fonction €' décroissante X, : Ry [Y.X11—R, [X]par

00 __ !
X.(0):= f Y. 15 (AS)
0 o
on a alors :
fQ e(w)dy(w) < (Y. o X7 1)( fQ dy(w)). (AT)
&

Démonstration. Pour tout § € R, [Y.X1], posons Qp :={w e Q: e(w) =06}, et définissons

{ X©O):= fo,dy@)  [X]; )

Y(0):= g, e(w)dy(w) [Y].

La condition se réécrit alors “VO Y (0) < Y.(0)”. Maintenant, comme X et Y sont des fonc-
tions monotones de 8, on peut également exprimer 6 et Y en fonction de X, ou 6 et X en fonction
de Y. Comme les fonctions 8 — Y et Y, sont décroissantes, en inversant ces fonctions, devient
équivalente 2 “Vy 6(y) <Y 1(y)”; le lemme consiste alors & montrer que, notant xq := X (0 = 0),
on a Y (xg) < (Y, 0 X;1)(xo). En fait, nous allons carrément prouver cette propriété pour tout x. En
inversant les fonctions (qui, cette fois-ci, sont croissantes), la propriété est équivalente a montrer

que pour tout y, on a X(y) = (X, oY, 1)(y).
Dérivant (AU), on a

dYy =0dX, (AV)
d’ou o 1 o 1 - X X
X():f ,d';f ,d’zf —dX oY, ) =(X.0Y, " )y), (AW)
Y7 eV vam T ( o
ce qui est le résultat annoncé. [

Grice au lemme nous devons maintenant majorer f(x ey |Df(x+ru(x))| dxdr (ou Qg est
défini comme dans le lemme) pour @ [X.L~2] arbitraire — on supposera juste 6 > %II fll2,00-
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Or “(x,r) € Qp” signifie que |Df(x +ru(x))| = 20r, d’ou |D f(x)| = (20 — || l|l2,00)r, Ou encore
r<(20- ||f||2,oo)‘1|Df(x)|. On aen outre |D f(x+ru(x))| < |D f(x)|+7f 2,00, d’ 0l la majoration :

f |Df(x+ru(x))|dx<f by (IDf@)|+7lfll2,00)dxdr
(x,r)eQyq r =

<
20-1112,00

_ f ( DfI* ||f||2,oo|Df(x)|2) g
w20 =1 fllzoo 2020 = £ ll2.00)°
- 1 fllees
20— 1Ifllz.co 220 =1fll2,00)

JIFI2s. ax)

On est alors en mesure d’appliquer le lemme avec Y.(0) = Rllfllfz((% - ||f”2,oo)_1 +
317 112,00(20 = 1 £ l2,00)72), et on trouve X.(0) = RIf 11§ /(20 =  fll2,00)%, d"0U in fine :

1
K, m)l < VRIF 12l IT1VZ + I ll20I (T, (AY)

et donc en prenant I’infimum sur les plans de transportde A a y :
1
(F, 1 < VRIF 1,2 Wa(h 1)+ 51 llg,00WalA, 1%, (AZ)

On a donc, pour We(A,p) < &, {f,m)| < (VR +e/2)Wo(A, Wl f llw, [inhomogene]. Dans le mesure
ou cela est vrai pour toute f, cela signifie que Illw, < (VR +¢&/2)Wa(A, ), ce qui montre bien que
le plongement canonique de F dans W{, est continu (et méme lipschitzien) en A. [ )

3.4 Remarque. L’ étude linéarisée de I’espace de Wasserstein [84, § 7.6] montre qu’on a en fait
Wa(A, 1) H2h \/}_Ellp ll-1,2,0u [I-]l-1,2 estla norme de Sobolev homogene hilbertienne d’ordre —1. La
formule est donc optimale au premier ordre, au sens ou le terme dominant VR fll12Walu,v)
ne peut étre amélioré. @

3.b Un théoréme plus fin

Nous allons maintenant donner un théoréme qui améliore le théoreme [3.2] sur les points sui-
vants :
* On montre que le plongement de F est continu partout, et plus seulement en A ;
* L’espace d’arrivée E est strictement plus fin que dans le cas précédent ; en outre, il est cette
fois-ci réflexif (pour a > 0).

3.5 Notation. On pose

2
a:=——-:. BA
YT dre (BA)
¢
3.6 Théoreme. Pour a < @, le plongement canonique de F dans W', est continu (partout). &

3.7 Remarque. On retrouve le théoréme comme corollaire pour @ = 0. Pour a < o/, la théorie
de I’interpolation [3, Chap. 6] énonce par ailleurs qu’on a un plongement continu W/, — Wy, de
sorte que le théoreme est d’autant plus fort que a est grand. @

Démonstration. Considérons un plan de transport en deux étapes (7’1, T'2), c’est-a-dire qu’un point
situé en x est envoyé d’abord en x + T'1(x), puis en x + T'1(x) + T'2(x). Notons pui,ue les images
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successives de A par ce plan de transport, i.e. p1 := (Id+7T1)#A, po:=Ad+T1+Te)#A; notons Iy
le cofit de la premiere partie du plan de transport, et Ig le colit de la seconde partie, i.e. I :=
Jaa 1T10)12 dAMx), I3 := fga|T2(x)>dA(x) [N.L2]. Notre objectif sera, pour une fonction gentille
f [X], de majorer [{f, 2 — p1)| par une expression de la forme G(I1,I2)|fllw,, ou G est croissante

. b\0
en chacune de ses deux variables avec G(a,b) < oo pour tous a,b < oo et G(a,b) A 0 pour tout
a fixé. Une telle majoration entrainera le théoréme de la méme facon que dans le théoreme [3.2] et
montrera méme que le plongement de F dans W/, est uniformément continu sur tout borné.

Ona
(f,ug—p1)=R fR S(Fla+ T1(@) + To) - f(x+ T1(x))dx  [X.NI; (BB)
dans la suite, nous poserons pour alléger les notations
f(x+T1(x) + To(x)) - f(x+ T1(x)) =: Ao f(x)  [X]. (BO)
Pour 0 < B<1 [1] un parametre que nous ne fixons pas encore, notons
q@) = pIT1 @+ Ta()* L7, (BD)
et sur Q :=R?, définissons la mesure
dy(x) = q(x)dMx)  [N.L?], (BE)

de sorte que fpa dy(x) = BI1 + Io. On définit maintenant

e(x):= 182/ )| [X.L72], (BF)
q(x)
de sorte que
iz — )] < fR e@dy(x). (BC)

L’idée est alors, comme dans la preuve précédente, d’appliquer le lemme [3.3]— méme si I’espace
d’intégration Q sera différent.

Pour la suite de la preuve, nous avons besoin de « mailler » R% :

3.8 Définition. Dans la suite du texte, I’espace physique est muni d’un repére orthonormé arbi-
traire, et on fixe une longueur de référence arbitraire 0 < Lo <oo [L].

Un cube de R? désignera un ensemble s’écrivant en coordonnées sous la forme @ = ]'[;i:1
[x;,x; +al] pour un a € (0,00) [L] qu’on appellera le cété du cube, noté a(Q).

Un cube @ sera dit dyadigue quand a(Q) est de la forme 2° L pour un v € Z et que les x;/(2° L)
sont tous entiers ou demi-entiers (i.e. tous dans %Z). O

On a le lemme suivant :

3.9 Lemme. Toute boule de R? de rayon r € (0,00) [L] est contenue dans un cube dyadique Q tel
que (2r < )a(Q) < 8r. ' 3

Démonstration. Sir = Lg/4, la boule est contenue dans le cube dyadique de c6té Lo dont le centre
est le point du réseau %LOZd le plus proche du centre de la boule. Par homothétie, si r = 2"Lg
pour v entier, la boule est contenue dans un cube dyadique de c6té 4r. Enfin dans le cas ou r est
quelconque, il existe un ' € [r,2r] de la forme 2V L, et pour cet r’ 1a boule de rayon r est contenue
dans une boule de rayon r’, elle-méme contenue dans un cube dyadique de coté 47" < 8r. [
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Soit 8 >0 [X.L72]. Pour x € Qg, notant y; := x+T1(x) et yo := y1 + Ta(x), on a |f (y2)— f(y1)| =
0(Bly1 —x12 + |y2 — ¥112). Or notant r := |y; — x| v ~Y2|ys — y11, on a q(x) = Br?, de sorte que x,
y1 et yo sont dans la boule centrée sur y; de rayon r (rappelons qu’on suppose § < 1) et vérifient
lya — y1l < BY2r et |f(y2) — f(y1)| = BOr2. Par le lemme [3.9] il existe donc un cube dyadique
Q > x,y1,y2 tel que

ly2 — y1l < BY2a(Q)/2;
{ (32~ F(y1)| = pOa(@)/64. (BH)

3.10 Définition. Pour 0 < B <1 [1], 6 >0 [X.L72], un cube dyadique @ sera dit (B,0)-correct
quand il contient deux points x7,x2 a distance < ﬂl/ 2a(Q) tels que |f(x2) = f(x1)| = ﬂ@a(Q)Z. Dans
la suite, on sous-entendra toujours que les cubes (f,0)-corrects sont dyadiques. &

Avec ce vocabulaire ad hoc, la formule (BH) établit I’

3.11 Avis. Pour tout x € Qy, il existe un cube (dyadique) ($/4,0/16)-correct de coté = 2,5_1/2|T2(x)|
qui contient x et ses deux images successives par le plan de transport. &

3.12 Définition. Un cube (dyadique) @ est dit (8,0)-maximal quand il est (B,0)-correct et qu’il
n’est contenu dans aucun autre cube (S, 8)-correct. &

3.13 Remarque. Comme f est supposée gentille, donc bornée, la taille des cubes (B, 8)-corrects est
bornée, de sorte que tout cube (f,0)-correct est contenu dans au moins un cube (f,0)-maximal. ©

3.14 Lemme. Si @ est un cube dyadique (B,0)-maximal et x1,x9 € @ avec |xg —x1| < ﬁl/za(Q),

alors |f(x9) — f(x1) < 4p0a(Q)>. ()

Démonstration. Tout cube dyadique est contenu dans un cube dyadique de cdté double; soit
donc @' > Q avec r(Q’) = 2a(®). L'hypothese sur (x1,x2) nous assure a fortiori que x1,x2 € @'
avec |xg —x1| < f2r(Q’) ; par conséquent, si par I’absurde on avait |f(xg) — f(x1)| = 460a(Q)? =
BOa(Q")?, Q' serait (B,0)-correct, ce qui contredirait I’hypothese de maximalité. [ )

Dans I’avis comme 1’hypothese sur le coté du cube reste trivialement valide quand on
passe a un cube plus grand, on peut appliquer le lemme pour obtenir 1’

3.15 Avis. Tout point x € Qg est contenu dans un cube (B/4,0/16)-maximal @ tel que

|Aof ()] < %ea(Q)? (BI)
&
3.16 Corollaire. Notant 2 I’ensemble des cubes (f/4,0/16)-maximaux,
f e(x)dy(x) < LR Y a@**2. (BJ)
Qp 16 QRe2
&

3.17 Lemme. [ existe des constantes (Cy,C1) [(1,1)] finies ne dépendant que de (d et) a telles
que, si @ est un cube (B,0)-correct,

f (CO,B_IH_zIDf(x)I2+Clﬁ_l/ae_z/“IDz_“f(x)IQ/a)dx > a(Q)d+2. (BK)
Q

&
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Démonstration. Dans un premier temps, supposons que @ est le cube centré en 0 et de coté L.
Comme nous avons supposé¢ a < a, I'inégalité de Sobolev [1, théoréeme 4.12] appliquée a Df
sur Ql@] énonce qu’il existe une constante ¢ < oo [inhomogéne] telle que ||f 1,00 < cllfllw,, soit
en termes homogenes qu’il existe des constantes (cg,c1) (L= 2 L1-(d2+Day] fipjes telles que

suplDf1 < co( [ DF@Edx)ver( [ Do pcoede)™. (BL)
Q Q Q

Comme le cube est (B,0)-correct, il existe x € @ pour lequel |Df(x)| = fY260Ly, de sorte que (BL)
se traduit par

f |Df(x)|2 dx > cazﬂHQL(Q) ou f |D2—af(x)|2/d dx > cI2/aﬂ1/a92/aL2/a; (BM)
Q Q

dans un cas comme dans I’autre, |i est vérifiée avec Cy := Lgcg et Cq:= Lg+2‘2/“c%/“.

Dans le cas général, si @ est centré en 0 et de coté r [L], on transforme la fonction f sur @ en
une fonction f sur le cube @ du cas précédent en posant

Fr=(E2) (s (BI)
r Ly

Cette transformation conserve la propriété d’étre (f,60)-correct (au sens ou Q est (B,0)-correct

pour f ), ainsi que I’inégalité dont elle multiplie chacun des membres par (Lo/r)%*2, de sorte

que la validité du lemme sur Q entraine sa validité sur @. Enfin si @ n’est pas centré en 0, on s’y

ramene par une translation, ce qui conserve trivialement la (8,60)-correction et (BK). [

3.18 Lemme. Tout point de R® (de coordonnées toutes non dyadiques) est contenu dans au plus
24 carrés (B, 0)-maximaux différents. &

Démonstration. Pour x = (x;)1<i<d € RY (non dyadique) et @ un cube dyadique centré en c, j’ap-
pelle quartier de x dans @, noté sgng(x), le d-uplet (sgn(x; — ¢i))1<j<q € {+1}¢. Or pour tout
s € {+1}9, il existe un unique cube dyadique (8,0)-maximal @ tel que sgng(x) = s : en effet, pour
tout r de la forme 2VL, il existe un unique cube dyadique @,(x,s) de cdté r contenant x avec
SgNQ, (x,s) = S» €t la suite des (Qu(x,8)),c7 est (strictement) croissante pour 1’inclusion, de sorte
qu’un seul des ces cubes peut étre (8,0)-maximal. A

Grace aux lemmes[3.17|et[3.18] ’avis[3.16]donne :

2¢R _ Vanle
fQ e(x)dy(x)<1—6(210009 HIFIE o +2100C B0 £, o) (BO)
0

On peut maintenant appliquer le lemme Dans les calculs qui suivent, la définition des

N

constantes Cy et C; est susceptible de changer a chaque ligne, mais ce seront toujours des
constantes adimensionnées ne dépendant que de @. On trouve :

X.(0 XL™2)=R fg (CollFII} 2072 +C1B £, 5u07* 1) d0O

> (CoRIfI5 5072 v(C1 Y RIFIZS, 5,07%*)  IN.L’L; (BP)

X x INLZD = CoRV2 I fll1ox 2 v C1B e V2R fllg_qomx ™ IXL72;  (BQ)

[1]. Le cube vérifie la condition de cone, de sorte qu’on peut bien y appliquer 1’inégalité de Sobolev.
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_ _ _ 71
(Y* OX* 1)(x [NLZ]) < (COR1/2|IfI|1,2x1/2 /\06‘6(1 a)/le a/2£”f”1’2xa/2)+

1/ ll2-a2/a

2/a

I pl-1/a p3/2-1/ 1/ ll2-a2/a 1a-1/2 -1)/2 pa/2 1-a/2

(Clﬁ ‘R “(—”f” Ifll12xY* V2 A C1 B V2R fllo- g o™
1,2

< CoRV2|If 11262+ C1 89 V2R | f o g 2s0x* 2. (BR)

Fixant f = (I9/I1) A 1, on trouve enfin :
F o2 — udl < CoRY2N F 101 AT2)Y2 + C1R™ 2| fl2-q2ial 2T A TV, (BS)

qui est bien une expression de la forme désirée — cela montre méme que le plongement de F
dans W/, est lipschitzien sur tout borné. )

4 Minoration d’une norme L? par la norme L™

Pour minorer I’énergie d’activation, nous aurons besoin de résultats de minoration de v * p|l2
en fonction de ||v * pll. A priori cela parait impossible, mais en fait p n’est pas arbitraire : on sait
en effet que la mesure u est positive, ce qui va nous permettre de nous en sortir.

4.1 Lemme. Supposons que v est (négatif et) gentil; en particulier, qu’on a |D?v|s < oo et
|x|—00
ID%v(x)| "=

que de v telle que pour toute mesure positive L,

O(lx|™) pour un x > d. Alors il existe une constante C < oo [L92] ne dépendant

lv* pliz = Cllv * m| ;¥4 v« pl LF ¥4, (BT)

&

4.2 Remarque. Noter ’homogénéité de C, qui ne dépend que de la portée de v et pas de son
intensité. Q@

Démonstration. Commengons par définir la « variance L? » d’une fonction :

4.3 Définition. Pour f: R? — R [X] une fonction mesurable, 1 < p < co, on définit la seminorme

Iflz=inflf -al,  XLYP]. (BU)

¢

Avec cette définition, on a |[v * pllg = v * mlls et v * plloo = llv * mlls, de sorte que |i se
réécrit :
If*vis

d/4
”f*UHEBC(”f*—U”oo) I *vlls. (BV)

Pour établir (BV), nous allons montrer I’existence d’une constante ¢ < oo [L™2] telle que
I1D2( f * VU)o < cllf * V]l ; 1a conclusion s’ensuivra, comme nous le montrons ci-dessous, avec

c=( f ot (1 |x|2/2)2dx)1/2c_d/4 (BW)

lxl<v2
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Notant f * v =: g pour alléger les notations, soit en effet ¢ qui minimise ||g — all2, de sorte que
lgl; = llg—allz. Par définition de [|glls, ou I’argument minimum ou I’argument maximum de g
vérifie |f(x)—al = || f Il — mettons ici qu’il s’ agit de I’argument maximum, noté xg. On a D g(xg) =
0, d’ot1 par I’inégalité de Taylor - Lagrange, puisqu’on suppose démontré [D?g|loo < ¢llglloo, g(x)—
a=>gxo)—3lgllelx—x0l? —a = lgls — 2ellgllol —xol? VY € RY. En intégrant,

Igl2=lg-al?=| (g(x)-a)’dx
2 Rd
>fRd(ngno—o—§c||g||oo|x—xo|2)3dx

o _am(lgls ) %002
= ”g”o—oc ”gToo er? [1](1—|x| /2)“dx. (BX)
lx|<v2

Prouvons donc I’existence de la constante c. On se donne un noyau régularisant K de la forme
K [L)=(Lg%x?+1)™2 (1], (BY)

pour un paramétre arbitraire ¥’ € (d,x], de sorte que K soit intégrable mais avec des queues poly-
nomiales suffisamment lourdes.

D’apres les hypothéses faites sur v, il existe alors une constante c¢1(v) < oo [E.N72.L72] telle
que [D?v(x)| < c1K(x) Vx € R?. D autre part, vu que (—v) est positive intégrale et globalement non
nulle, il existe une constante co(v) < oo [E71.N2.L7¢] telle que (K * (—v))(x) = cglK(x) Vx € RY.
On peut donc écrire :

ID?(f * )lloo = II £ *D2v||oof< If *ID?0lll o < c1llf * K llo

=0

<cieal|f * (K # (-v)|| o = c1e2llK * (f * V)loo < c1c2l K11 * Voo, (BZ)

de sorte que ¢ = cic2||K |1 convient. '

@& On pourra consulter le §[6.D] pour des pistes de prolongement de la méthode exposée ci-
dessus.

5 Résultats principaux

& Dans cette section, v n’est plus supposé négatif a priori, sauf mention explicite du contraire.

5.a Température de transition

Commencons par énoncer une minoration de la température de transition qui découle simple-
ment de 1’étude du systeme linéarisé :

5.1 Proposition. Pour T < RV, I’équilibre uniforme est instable &

[I1. On pourrait calculer explicitement le préfacteur de ¢~%/4

qu’il s’agit d’une constante absolue (ne dépendant que de d).
[*]. Les extrema de g sont en effet atteints, ou alors on a ||g|l5 = oo et lb est triviale.
[t]. L'instabilité est méme valable au sens de la remarque

, mais cela n’aurait aucun intérét ; retenons simplement
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Démonstration. Cette preuve repose sur la linéarisation du systéme au voisinage de A ; aussi allons-
nous nous placer non pas dans F, mais dans un espace vectoriel topologique qui se plonge continfi-
ment dans cet espace (au voisinage de 1) — mettons, dans 1’espace des fonctions p gentilles telles
que fpa p(x)dx =0.

Rappelons que 1’expression présente I’énergie libre sous forme d’une forme quadratique
de p:

1
U = 3v*P.D)Le. (CA)

Or I’expression (Y] de I’entropie se bilinéarise formellement au voisinage de A en

p—0 1
S () R (P, P12, (CB)

de sorte qu’au final & se bilinéarise en la forme quadratique
-01 _
F"'=" {0+ R T80) * p,p) 2 +0(p?), (co)

ot le “o(p?)” est a prendre au sens de Géteaux, i.e. le long de chaque droite issue de 0. A cause de la
différentiation au sens de Gateaux, méme si la forme quadratique qui apparait dans est (stric-
tement) positive, cela ne suffit pas a assurer la stabilité de 1’état A au sens de la définition (1.11));
en revanche, il suffit de montrer I’existence d’une fonction p telle que {(v +R_1T60) *p,pir2 <0
pour démontrer que 1’équilibre est instable.

Pour étudier cette forme quadratique, on passe dans le domaine de Fourier, out on a
1 _ 1, 1= -~
5{(w+R™IT80)+ p,p)r2 = 1= (0 +R™'T)p, D)2, (CD)

de sorte que cette forme quadratique sera positive si et seulement si (&) +R7IT =0 V¢, ie. si
~V+R™T >0, d’ot1 la proposition. [ )

5.2 Théoreme. Siv est négatif avec v € Wy pour un a < @, alors I’équilibre homogéne est stable
des que T >RV. &

Démonstration. On commence par le

5.3 Lemme. Sous les hypotheses du théoréme la fonctionnelle 1 — ||v * plloo de F dans Ry est
continue en A. &

Démonstration. D’apres le théoreme [3.2] (ou [3.6]si a > 0), il suffit de démontrer que la fonction-
nelle 7 — [[v * pllo est continue en 0 vue comme une fonction sur W,,. Notant 7 1’opérateur
de translation par x € R? (tel que °v(y) = v(y —x)), on a (v * p)(x) = (t*v,7), d’oll ||V * plloo =
sup,eg [(t¥v,m)| ; or 7% est clairement une isométrie de Wg, donc [(z*v,m)| < [t%vllw, I7llw, =
lvllw, Izlw, , d’ ot

v *plloo < lvliw, lI7llw: , (CE)

ce qui montre la continuité de la fonctionnelle en 0. '

D’apres le lemme pour tout 7 > 0 [N.L~?] on a donc au voisinage de A que ||v * pllos <
Vn/2, de sorte qu’on peut appliquer la formule (AM), qui nous donne que I’équilibre uniforme est
stable dés que T > n2V/2®(n). En faisant tendre 1 vers 0, n?/®(n) tend vers 2R, de sorte qu’en
prenant 1 suffisamment petit on a bien la stabilité de 1’équilibre dés que 7' > VR. [

5.4 Corollaire. Si v est négatif avec v e Wy, pour a < a, alors la transition de phase du systeme
survient a la température RV . &
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5.b Energie d’activation

5.5 Théoreme. Si v est négatif et dans Wy, avec en outre |D2v(x)| Il 200 O(x|™*) pour un x > d,
alors pour T > RV [’équilibre uniforme a une énergie d’activation non nulle, qui est minorée
au voisinage de la température critique par C(T — RV)3*%¥2 4 o((T - RV)3+9/2) pour une certaine

constante C >0 [N3+@/2 p~2+d/2)], .

Démonstration. Prenons 1 suffisamment petit pour que T' > n2V/2d(1), et notons ici Vn/2 =: h
[E.N~1]. De la méme facon que pour le lemme mais en remplacant cette fois le théoreme
par le théoréme @ nous avons que la fonctionnelle g — ||v * 7|l est continue sur F tout entier ;
par conséquent, {||lv * plleo < A} et {|lv * plloo > A} sont deux ouverts disjoints, qui avec I’ensemble
{llv * plloo = A} partitionnent F.

Supposons que pour un E, [E], nous sachions démontrer que sur {||[v * pllo, = £} on ait F = E,.
Alors, pour E < E,, les ensembles {F < E et |[v* plloo < h} et {F < E et ||v * pllo > h} seront deux
ouverts de {# < E} le partitionnant ; par conséquent la composante connexe de A dans cet ensemble
est contenue dans {||[v * pllo < h}. Il s’ensuit que & est positive sur cette composante connexe, donc
y atteint son miminum global en A, ce qui prouve que E, est un minorant de 1’énergie d’activation
du systeme. Nous voulons donc trouver E, aussi grand que possible tel que, pour un 7 bien choisi
tel que nZV/Z(I)(n) <T,

lv*plleo=h = F(u)=E,. (CF)

Or pour ||v * plleo = h, on sait en combinant (AM) et (AG) que

T 1
FW> (o~ gy I+ 1B (c)

En outre, on peut appliquer le lemme en observant que [[v * m|l = v * Rlloo = RV (attendu
que m est une perturbation de la fonction constante égale a R), d’ol :

C' [Ld/Z] 1+d/4

v * = CH
v+ pli2 RV (CH)
En combinant et (CH), on obtient alors qu’on peut choisir
_ (C’)sz ((D(U)T _ i) 2+d/2 (CI)
8T 4.2R)Y2\ 2V2 2V :

Développant T'= RV +e¢, il nous reste a optimiser 1 en fonction de €. Un développement a 1’ordre 3
de la fonction @ donne o) 1
1) n=0 n
— 22T — Lo, cJ
2~ 2r er2 oW €
de sorte qu’en prenant 1 = 3fil+t132V’15, on trouve bien le résultat annoncé, avec
~ R(CI)2
- d+6

3d+12 \2td2
2d + lZ)RV)

(CK)
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5.c Cas ou v n’est pas négatif

Les calculs du § [2]recquierent que v soit négatif afin que le produit de convolution par v puisse
&tre vu comme 1’action du noyau d’une chaine de Markov. Cependant on voudrait également pou-
voir minorer & quand v est positif par endroits — a priori cela devrait méme étre encore plus
facile ! Une idée naturelle serait de décomposer v en ses parties négative et positive, mais on aurait
des ennuis du fait que v_ et v, n’ont pas la méme régularité que v.

Il s’avere plus fructeux de plutot chercher un potentiel w négatif qui « minore » v au sens ou
I’énergie libre associée a w minore celle associée a v, et pour lequel on ait (presque) la méme
température de transition que pour v.

5.6 Proposition. Soient v et w deux potentiels d’interaction sur R, et notons F, et F,, les fonc-
tionnelles d’energie libre respectives associées. Pour toute température, on a F, = %, sur tout F
si (et seulement si) —0(&) < —w(&) sur tout R [L~1]. &

Démonstration. Dans la différence (¥, — %), les termes d’entropie s’annulent, de sorte que
Fo () = Fuw(W) = Uy(1) = Uu(p) = 3 —w) * p,pdr2 = (@ —w)p,p), dont 'étude du signe
est immédiate. [ )

5.7 Corollaire. Si v est dans I’espace de Schwartz, alors la transition de phase du systéme survient
ala température RV, et ’énergie d’activation est strictement positive des qu’on est au-dela de cette
température. &

Démonstration. Pour démontrer le corollaire il suffit de prouver que pour tout € > 0, il existe
un potentiel w vérifiant les hypotheses du théoreme [5.5] (a savoir, w est négatif et dans W avec
ID2w(x)| M=% 0(1x|') pour un k' > d) tel que pour tout & € R¢ [L=11, on ait —5(¢) < —10(&) <
V + €. En effet, de la premiére inégalité on tirera par la proposition [5.6|que %, = %, et donc qu’a
toute température 1’énergie d’activation pour v est plus grande que celle pour w ; et de la seconde
inégalité on tirera que le “V” du potentiel w est égal a V + ¢, de sorte que &, et a fortiori &,

présente une énergie d’activation en A non nulle dés que 7' > R(V +¢).

Pour un parametre x > d + 2 arbitraire, définissons successivement les fonctions g1 et fi:
R? [1] — R par

1 2\—«/2
g1(@= — D T (cL)
(fra(+1E12) dE)
fi:i=g1%g1. (CM)

Les propriétés suivantes de f7 sont immédiates :

5.8 Proposition.

(i) f1 est positive, équivalente quand || — oo a c|&|™F (pour une constante ¢ > 0 dont la valeur
exacte nous importe peu), et atteint sa valeur maximale 1 au point 0.

(ii) La transformée de Fourier fl est réelle positive, appartient a Wy, et sa dérivée seconde
décroit plus vite que tout polynéme quand |x| — oo.

&

Maintenant, la fonction —v est bornée supérieurement par V (par définition de V') et décroit
plus vite que tout polyndome (puisque v est supposé dans 1’espace de Schwartz) ; par conséquent
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d’apres la proposition , pour L < oo [L~'] suffisamment grand, définissant
fE LD = (V +of1(E/L), (CN)

ona-0()<fE)sV+e Vée RZ. Introduisons alors w comme la transformée de Fourier inverse
de —f. Comme f se déduit de f; par des homothéties de rapports positifs sur les espaces de départ
et d’arrivée, elle hérite de f7 les propriétés de la proposition[5.8}(ii), donc le potentiel w est négatif
et dans Wy avec une décroissance plus rapide que tout polyndme, et satisfait ainsi les hypotheses
du théoréme[5.5] ce que nous voulions. )

6 Travaux en cours

Le travail que je viens de présenter est encore en cours a I’heure actuelle, et j’escompte plu-
sieurs améliorations substantielles avant de proposer mes résultats pour publication. Hélas, les
délais de soutenance étant trop courts pour mener ces perfectionnements a terme d’ici la fin de ma
theése, je me vois contraint ici de seulement évoquer ces pistes de recherche sans les traiter.

Les questions présentées ci-dessous peuvent étre considérées comme mon plan de travail pour
les mois a venir. Certaines d’entr’elles ne demanderont si tout va bien qu’un approfondissement
sur certains résultats et techniques d’analyse — difficile a réaliser en période de bouclage, au mois
d’aofit et sans internet © — ; d’autres en revanche sont plus spéculatives.

6.a Sur le plongement optimal de F

Je pense que la condition “a < a” du théoreme n’est pas optimale. Plus précisément, il
me semble qu’en utilisant des inégalités de type Sobolev plus poussées, le théoreme devrait
pouvoir étre adapté pour tout a < 2a.

En effet, dans notre démonstration du lemme nous avons utilisé la condition de (8,0)-
correction seulement pour dire que [|fl1,00 = BY26Ly. Or la contrainte de (B,0)-correction est au
départ une condition de type L* non pas sur D f, mais sur f elle-mé&me, et on perd trés vraisem-
blablement a omettre cela.

On devrait ainsi avoir le résultat suivant :

6.1 Conjecture. Supposons a < 2a. Alors pour un cube Q fixé, il existe une constante ¢ < oo
[inhomogenel] telle que toute fonction [ réguliere sur @ vérifie

sup f —inff <clflw,. (CO)

&

6.2 Corollaire. Sous la méme hypothese, il existe des constantes Cq et C telles que pour tout cube
(B,0)-correct,

/ (Coﬁ—20—2|Df(x)|2 + Clﬁ_2/a9_2/“|D2_“f(x)|2/“)dx > a(Q)d+2. (CP)
Q

&

[£]. Cela dit, dans la mesure ol une thése de mathématiques est une forme de période d’essai au travail de chercheur,
il m’a semblé qu’il pouvait aussi étre intéressant pour le jury d’avoir une image instantanée du travail en question.
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La validité de la conjecture [6.1] entrainerait la continuité (lipschitzienne) en A du plongement
de F dans W/, pour tout @ < 2a. Par contre, cela ne suffit pas a avoir la continuité globale.

En poussant plus loin, on pourrait chercher tirer de I’hypothese de (B,6)-correction une
contrainte de type « L™ sur la dérivée fractionnaire D"f » pour un 7 € (0,1]. On devrait alors
obtenir le lemme suivant :

6.3 Conjecture. Pour n€(0,1], @ <(2—-mn)a, il existe des constantes Cy et C1 telles que pour tout
cube (B,0)-correct,

fQ (CoBr072IDf ()12 + C1 1220~ 2% D20 £ () P) dx = a(Q)? 2. (cQ)

&

La conjecture entraine la continuité du plongement dans W/, dés que a < 2a, mais cette
fois-ci il ne s’agira que d’une continuité ((2 — a/a@) A 1)—h61derienne Comme nous le verrons,
cette restriction n’est pas un artefact dii a la preuve mais bien un phénomene incontournable.

6.4 Remarque. En dimension d = 1 on a 2a = 4/3 > 1, de sorte qu’on peut alors prendre a = 1
pour obtenir un plongement (continu en A et %—hblderien ailleurs) de F dans I’espace homogeéene
Wy =W Q

La limite 2« est optimale, car F ne peut pas étre plongé dans Woz. En effet, on peut obtenir
pour un colit de transport arbitrairement faible a partir de la mesure uniforme une mesure 7 de la
forme néy, — f(x)dx (ou xg € R, n >0 [N]) pour f [N.L~4] une fonction gentille, et une telle
mesure n’est pas dans W’ﬁ [1, exemple 4.43].

Par ailleurs, une fois qu’on a créé un atome pour p, on peut déplacer (dans 1’espace physique)
cet atome d’une distance r au prix d’un déplacement Wy de la mesure p qui va en O(r) quand » — 0.
Comme la différence entre deux diracs de méme masse distants de r a quant a elle une norme dans
W/, qui va en r@=a/OrL gyand r — 0, il s’ensuit que la continuité du plongement de F dans W/,
en une mesure ayant un atome est au mieux ((2 — a/@) A 1)-holderienne. Ainsi les résultats de
plongement obtenus si nous parvenons a mener notre programme a bien seront essentiellement
optimaux.

Cela dit, ce n’est pas parce que le théoreme |3.2 cesse d’étre valide pour a = 2a qu’il en est
forcément de méme pour le théoreme [5.2] sur la stabilité de I’équilibre homogene. 11 serait donc
intéressant de chercher des contre-exemples a ce théoreme pour voir a quel point les hypothéses de
régularité sur v y sont nécessaires.

6.b Sur I’énergie d’activation

Retour surle §d Pour minorer I’énergie d’activation, j’ai utilisé au § 4 une technique consistant a
minorer [lv * p|l2 en fonction de [|v * pllo. Malheureusement, le lemme [.1] sur lequel repose cette
méthode recquiert une hypothese supplémentaire forte sur v. Cette hypotheése correspond a une
contrainte d’intégrabilité sur D?v ; plus précisément, on a en fait besoin qu’il existe une fonction A
intégrable sur R? et un rayon r > 0 tels que |y—x| <7 = |D?f(x)| < A(y). (Cette contrainte est un
peu plus faible que celle du lemme, mais je 1’avais éludée car elle n’est guere éclairante et conduit
a une démonstration plus technique). On peut en tout cas trouver des contre-exemples montrant

[§]. Plus exactement, pour tout £ > 0 le plongement sera ((2 — a/@ — ) A 1)-hdlderien (sur les bornés).
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qu’une hypothese de ce type est indispensable pour que le lemme {.1|s’applique. Il est a noter que
cette contrainte apparemment surprenante se retrouve également pour démontrer la continuité de
la fonctionnelle % sur F, de sorte que son sens est sans doute plus profond qu’il n’y parait.

Cela dit, peut-€tre peut-on contourner le lemme et minorer quand méme 1’énergie d’acti-
vation pour des potentiels v ne satisfaisant pas I’hypothése d’intégrabilité sur D?v. Une idée serait
d’essayer d’appliquer a cette situation la technique du § a savoir de trouver un potentiel w tel
que —w majore —v, ayant la méme température de transition, et vérifiant pour sa part I’hypothése
supplémentaire. Dans quelles conditions est-ce possible ?

Je signalerai enfin que le lemme qui a été écrit a partir d’hypothéses sur D?v, devrait
pouvoir s’adapter sous des hypotheéses du méme genre sur D"7v pour un 7 € (0,2]. Ainsi, si v est
dans W/, et vérifie une hypotheése d’intégrabilité supplémentaire appropriée, on devrait pouvoir

obtenir une formule du genre de |i avec I’exposant d/4 remplacé par zg“ d/4, et donc au final
un exposant de 3 + 25—%"%/2 dans la version correspondante du théoréeme Toutefois, compte

tenu des remarques précédente et suivante il est probable que cela n’ait que peu d’intérét.

Exposant critique pour ’énergie d’activation D’autre part, j’ai établi au théoréme que
I’énergie d’activation apparaissait avec un exposant de (3 +d/2) au plus, mais j’ignore quelle est la
valeur optimale de cet exposant. Il s’agit 1a selon moi d’une question particulierement importante.
Dans le cas d’une brisure spontanée de symétrie en dimension finie en tout cas, la théorie des catas-
trophes montre que I’exposant critique générique est 3, ce qui suggere une amélioration possible.
Il serait intéressant de déja mener des calculs et simulations numériques pour se faire une idée de
la véritable valeur de I’exposant critique, puis si possible de démontrer le résultat ainsi conjecturé.

6.c Sur les potentiels d’interaction non négatifs

J’ai donné au § [5.c|une technique pour établir la température de transition de phase dans le cas
général ol v n’est pas négatif. Nous avons ainsi vu qu’on récupérait la formule du théoreme [5.2]
pour v suffisamment gentille. Peut-on améliorer ce résultat ?

Voici d’abord un point qui pourrait s’avérer intéressant pour les questions d’énergie d’activa-
tion. La fonction f1 que j’ai donnée étant strictement inférieure a 1 des que ¢ # 0, nous sommes
obligés d’augmenter sans cesse la valeur de L a mesure que € tend vers 0, ce qui entraine une aug-
mentation ennuyeuse de I’exposant du théoréme [5.5] (bien que je n’aie pas abordé cette question
tout a I’heure). Pour supprimer cet écueil, il suffirait de remplacer la fonction f7 par une fonction
ayant un plateau. J’aimerais donc que la réponse a la question suivante soit positive :

6.5 Question. Existe-t-il un fonction f1 qui satisfasse les propriétés de la proposition et qui en
outre soit constante au voisinage de 0 ? &

Un défi plus ambitieux est d’affaiblir les hypotheses de régularité sur v dans le théoréme
(du moins pour I’aspect « température de transition » de ce théoréme). L’idéal serait d’étendre ce
résultat pour tout v € W, ce qui souléve la question suivante :

6.6 Question. Soit a €[0,1]. Pour toute fonction v € W, existe-t-il une fonction w € W, négative
telle que —w(&) = —v (&) V¢ et que f(—w) soit arbitrairementproche deV ? &

[1]. Voire égal, ce qui répondrait du méme coup au premier point de cette sous-section.
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