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Résumé

Le document suivant constitue les notes d’une série d’exposés donnés du 7 au 21
mars 2007 dans le cadre du séminaire étudiant de 'ENS Lyon, destiné & des non-
probabilistes. Le théme général est I’étude des processus aléatoires continus et s’orga-
nise en deux parties, respectivement appelées « Mouvement brownien dans R¢ » et
« Calcul stochastique »

Le plan de la premiére partie est le suivant. Dans une premiére subsection, on
introduit le mouvement brownien comme une sorte de marche aléatoire universelle,
jusqu’a en arriver & une définition rigoureuse. Les propriétés élémentaires du mouve-
ment brownien sont passées en revue dans une deuxiéme subsection. Enfin, la troisiéme
subsection de cet exposé explique le lien entre mouvement brownien et laplacien, tant
du point de vue du générateur que de celui du générateur dual. Pour le plan de cette
partie, j’ai essayé de rester le plus proche possible de ma vision personnelle des choses,
de sorte que j’hésiterais & désigner un ouvrage de référence. Je me suis en partie ap-
puyé sur mes notes de cours de J-F. Le Gall, dont on trouvera une version informatisée
en [1], mais je conseillerais plutot au néophyte I’approche plus concréte de R. Bass
[2].

Dans la deuxiéme partie, on parle de calcul stochastique : j’ai essayé d’introduire
ce domaine de la facon la plus intuitive possible, mais sans trop faire I'impasse sur la
rigueur pour autant. Pour les sources, je me suis appuyé sur mes notes manuscrites
du cours de M2 d’Olivier Raimond, ainsi que sur [2] dont j’apprécie la légeéreté du
style, mais la référence incontestée du sujet est [5]. L’essentiel de cette partie est assez
didactique : notion de martingale continue, variation quadratique, intégrales d’It6 et
de Stratonovitch. Puis en guise d’application, nous montrons comment la formule
d’It6 permet de montrer I'invariance conforme du mouvement brownien. Ainsi, on
peut donner une construction explicite de la représentation conforme d’un ouvert
simplement connexe de R?.

1 Mouvement brownien dans R¢

0  Dans toute cette partie, on travaille dans espace euclidien R, ot d > 1 est un
entier fizé. Les vecteurs de R sont notés avec une fleche, et les matrices de R¥? en gras.



1.1 Construction du mouvement brownien

1.1.1 Rappels : la loi des grands nombres, le théoréme-limite central

Théoréme 1.1.1 (loi des grands nombres). Soit ? une variable aléatoire a valeurs dans
RY, de classe L' (c’est-a-dire que chacune des composantes de ce vecteur est L'). On se

donne X1, 72, ... des varibles aléatoires indépendantes et de méme loi que Y Alors,

%i? . E[X], (1)

N—o0

ou [’espérance du vecteur Y n’est rien d’autre que le vecteur dont chaque composante est
l’espérance de la composante correspondante de

Théoréme 1.1.2 (théoréme-limite central). Soit X une variable aléatoire d valeurs dans

%
R4, de classe L?, centrée, i.e. E[X] = 0. Soit C la matrice de covariance de ? . notant
= (XM, .. XD C est une matrice symétrique dont les coefficients sont définis par :
Cy; = E[X® XU, (2)
On se donne ?1,?2, ... des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que Y
Alors,

L i? L N(C) (3)

N1/2 — ! N—o0 ’

ou N (C) est le vecteur gaussien de covariance C, dont le définition est rappelée ci-dessous.
(Rappelons également que la convergence en loi d’une suite de variables (Y ,)nen+ vers

une variable signifie que, pour f : RY — R une fonction continue bornée quelconque,

E[f(Y.)] — EBIf(Z)),

Définition 1.1.3. On appelle vecteur gaussien réduit tout vecteur aléatoire ? de R? dont
la lov possede une densité par rapport a la mesure de Lebesque donnée par :

dP(X = 7)

T = (2m) T, (4)

Pour M € R™9 une matrice, le vecteur aléatoire M7V a une loi qui ne dépend que de
MM, laquelle matrice est d’ailleurs sa covariance ; MY (ou, plus précisément, sa loi) est
appelé le vecteur gaussien de covariance M'M.

1.1.2 Motivation

Comme il est bien connu, 'expression « mouvement brownien » vient du nom du bio-
logiste Robert Brown qui, en 1827, observa au sein de grains de pollens les mouvements
trés irréguliers de poussiéres microscopiques [3]. Nous allons plutdt nous poser une question
abstraite : « A quoi ressemble une marche au hasard dans R%, vue de loin? ».



Soit donc Xk un vecteur aléatoire de R? de classe L2, centré et de covariance C. Soient

1, X o,... des copies indépendantes de Xz Alors on peut définir un processus a temps
discret (M;);ex & valeurs dans R? (dont on choisit un point O comme origine) par :

o—z\ﬁ:iz. (5)

Maintenant, nous voulons étudier le comportement de ce processus « vu de loin ». Comme
le théoréme-limite central nous dit que M; va s’éloigner de O d’une distance de I'ordre de
t1/2 il y a une renormalisation toute trouvée par laquelle nous pouvons définir un processus
(Mtk)te(l/A)INa pour A>0:

— ooy

OM; = \"Y20M,;. (6)

=
Nous avons envie d’étudier le processus M* pour \ trés grand, dans l'idée de voir apparaitre
a la limite la loi d’'un processus a temps continu (M°):o.

A quoi doit ressembler un tel processus? D’une part, le théoréme-limite central nous
dit que la loi du vecteur M;M;, pour t < t’, doit converger vers N ((t’ — t)C). D’autre
part, par passage a la limite on voit que la trajectoire du processus aprés U'instant ¢ (en
prenant M pour point de départ) sera indépendante de la trajectoire du processus avant
cet instant.

Donc, un mouvement brownien (B;);>o, 8'il est possible de le définir, devra vérifier le

Théoréme 1.1.4. Pourty <t < ... < t,, la loi de (BtDBtl,BtlBt;, ..., By, By,)) estle
produit de vecteur gaussiens indépendants de lois respectives N((t1 — to)C), e ,N((tn —
tn-1)C).

On appellera mouvement brownien standard le mouvement brownien dont la covariance
est I'identité. Il nous suffit alors de donner une construction du mouvement bronwnien stan-
dard puisque, si (By)i=o est un mouvement brownien standard et M une matrice de R%*¢,

le processus (Bj})t=o défini par OB; = MOB; est un mouvement brownien de covariance
M™ (1).

1.1.3 Une construction du mouvement brownien

Soit D ={zr € Ry ; 3p € N, ¢ € N x = £} T'ensemble des nombres dyadiques
positifs; on note D = |_|Z>0 D®, avec DO = N, D® = %IN <N, D® = %}N ~ %}N, ete. 11
n’existe qu’une loi possible du mouvement brownien sur I’ensemble des points dyadiques,
puisque nous connaissons la loi du mouvement brownien sur tous les ensembles finis (2).
Voici comment on peut construire effectivement une telle loi (3) :

1. Cela permet bien de construire des mouvements browniens de n’importe quelle covariance, puisque
tout matrice réelle symétrique C peut se mettre sous la forme M ‘M.

2. Si nous avons pris les dyadiques dans un premier temps, plutdt que R4 directement, ¢’est parce que
la tribu sur R engendrée par les cylindres ne permet pas de mesurer certaines propriétés des trajectoires
a temps continu, par exemple la continuité.

3. La méthode que nous décrivons ici est particuliérement bien adaptée aux simulations car on peut
augmenter progressivement sa résolution.



1reétape : On prend des vecteurs aléatoires gaussiens réduits () indépendants 71, 72, e
et pour t € N, on définit

0B, =Y 7. (7)

Il est évident que (By)ien vérifie la loi du mouvement brownien.

2¢étape : Pour t € DM, on donne & B, la loi

B, 10+ B 1
By = Lz b+1/2 +N (Zld) ; (8)

2

et on fixe ainsi la loi de chaque 2 € D) de maniére indépendante. On vérifie par le calcul
que c’est bien ainsi qu’on récupére sur %JN la loi demandée.

3eétape : On recommence la seconde étape pour fixer la valeur de B, pour t € D®), puis
t € DO et ainsi de suite. A I'étape 4, la loi d'un point d’abscisse t € D@ est fixée comme :

B9 + By 9 1
B, = / . 12 LN 21’+1Id ) 9)

Et maintenant que nous avons défini une fonction B : D — R?, y a-t il un moyen
naturel d’étendre cette fonction a tout R, 7 Oui! C’est le

Théoréme 1.1.5. Presque-sirement, la fonction sur D que nous venons de définir est
continue. On peut donc la prolonger par continuité(5) en une fonction B : Ry — RY,
laquelle vérifie le théoreme 1.1.4, a cause de la satisfaction de ce théoréme par la fonction
restreinte a ID et de la continuité de B.

Démonstration. Nous allons démontrer que B est absolument continu sur D N [0, 1] ; par
réunion dénombrable il s’ensuivra que B est continu sur D, presque-stirement. On pose :

—_—

(Sn = max ’BxBx+1/2n|. (10>
z€[0,1[N 5%

Alors, pour démontrer I'absolue continuité de B sur D N [0, 1], il nous suffit de démontrer

que Y 0, converge p.s.. Allons-y donc!

0, s’écrit comme le maximum de 2" variables aléatoires indépendantes de méme loi
N (Q%Id). Or, on démontre aisément ’existence de constantes a et K telles que, si ? est un
vecteur aléatoire gaussien réduit, alors, pour tout x > 0, IP(|?] > 1) < Ke /. De sorte

que
2"y

n .2
Ve >0 P, >z) <2"Kexp (— ) : (11)
a

4. i.e., de covariance 1.

5. Dans la pratique, on ajoute comme hypothése que le mouvement brownien est toujours continu, et
pas seulement presque-stirement, et ce afin de pouvoir dire qu’un mouvement brownien est une variable
aléatoire a valeurs dans l'espace des fonctions continues de R, dans R
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FIGURE 1 — Une réalisation d’un processus %—stable . ce n’est clairement pas un processus
continu

En particulier, posons x, = 2~"/*, alors :

2n/2
P(5, > ) < 'K exp (— ) , (12)
a

qui est le terme général d’une série convergente. Par le lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit
que p.s. 0, < x, & partir d'un certain rang; comme ) x, converge, » 0, converge
p-s.. O

Remarque 1.1.6. La continuité du B n’avait rien d’évident a priori! Imaginons par
exemple que nous ayons considéré, au départ, une marche aléatoire dont les pas n’étaient
pas L?. Alors, sous certaines hypothéses convenables, la marche s’éloigne de I'orginie en
pour un « E]%, oo[. On peut alors faire comme précédemment un travail de renormalisation
pour arriver a un processus, qualifié de processus é—stable. Ce processus n’est pas continu
et présente des sauts, comme on peut le constater sur la figure 1.1.3 : la meilleure régularité
qu’on puisse obtenir est la régularité de classe cad-lag (continu & droite, limite a gauche).

1.2 Propriétés du mouvement brownien

0  Dorénavant tous les mouvements browniens que nous considérerons seront stan-
dard; les propriétés des mouvements browniens de covariance quelconque se déduisent fa-
cilement des propriétés du mouvement brownien standard énoncées ci-dessous.



O Dans la section précédente, nous avions formalisé le mouvement brownien comme
un processus a valeurs dans l’espace physique (i.e., By est un point), issu d’un point-origine
O ; dorénavant pour alléger les notations nous noterons Bt pour OBy, de sorte que (B )0
sera un processus a valeurs vectorielles.

1.2.1 Visualisation graphique

S04

1000 1500 2000 2500

A0

FIGURE 2 — Graphe d’une réalisation du mouvement brownien en dimension 1



FIGURE 3 — Trajectoire sur [0, 7] d’une réalisation du mouvement brownien en dimension 2



1.2.2 Premiéres propriétés

Proposition 1.2.1 (propriété de Markov faible). Pour tout t > 0, on note F; =
J(?u; u < t) la tribu engendrée par la trajectoire du mouvement brownien jusqu’au temps

t. Alors le processus (§u+t — ﬁt)u}O est indépendant de F;, et sa lov est celle d’un mouve-
ment brownien.

Cette propriété est évidente a partir des définitions. Elle a pour corollaire essentiel la
propriété de Markov forte, que nous énoncgons ci-dessous sans démonstration. En fait, la
démonstration de Markov fort a partir de Markov faible repose simplement sur un jeu
d’écriture formel assez pénible, mais 'intuition permet de 'admettre sans difficulté.

Nous avons besoin d’introduire la

Définition 1.2.2. Une variable aléatoire T & valeurs dans [0,00] est un temps d’arrét si,
pour tout t > 0, l'événement {1 < t} est Fi-mesurable. Moralement, un temps d’arrét
correspond a une regle permettant de crier « stop!» au cours de l’évolution du mouvement
brownien pour un observateur qui découvre la trajectoire au fur et a mesure.

Pour T un temps d’arrét, on définit la tribu du passé avant 7, F,, qui est moralement
l’ensemble des informations dont notre observateur dispose sur le mouvement brownien au
moment ot il crie stop. Techniquement, un événement A est dans F, si et seulement si :

VE20 (AetT<t)€eFR. (13)
Corollaire 1.2.3 (propriété de Markov forte). Pour tout temps d’arrét T, le processus

(B riu— Br)uso, s'il existe(9), est indépendant de F, et est aussi un mouvement brownien.

Les propriétés de Markov expriment donc que la trajectoire future d’un mouvement
brownien (en ayant remis l'origine a la position actuelle du mobile) ne dépend pas de son
passé.

Quelques autres propriétés immédiates du mouvement brownien :

Proposition 1.2.4 (isotropie). Si (ﬁt)t>0 est un mouvement brownien et M une matrice

de O(d), alors (M B4)>o est aussi un mouvement brownien standard.

Proposition 1.2.5 (invariance d’échelle). Si (gt)@o est un mouvement brownien, alors,
pour X €]0,00[, le processus (B )0 défini par

BY=\12H,, (14)

est lut ausst un mouvement brownien standard.

Une derniére propriété, évidente pour les lois finidimensionnelles de mouvement brow-
nien, quoiqu’assez technique & démontrer sous sa forme continue :

6. Ce processus n’existe en effet pas si 7 = oco.



Théoréme 1.2.6 (théoréme de support). Notons C l’espace des fonctions continues de R

a valeurs dans R issues de 0, que nous dotons de la topologie définie par la convergence sur
tout compact, C est alors un espace polonais (i.e., séparable et métrisable). Le mouvement
brownien est alors une variable aléatoire a valeurs dans C, et le support de cette variable
aléatoire est C tout entier.

Remarque 1.2.7. En d’autres termes, le mouvement brownien a une probabilité non nulle
d’étre localement C°-proche de n’importe quelle fonction continue.

1.2.3 Propriétés non triviales

Lois de 0 — 1. Les lois de 0 — 1 sont le point de départ de nombreuses démonstrations
concernant les propriétés du mouvement brownien.

Définition 1.2.8. On appelle tribu instantanée, notée Fo., la tribu des événements qu’on
peut déterminer au bout d’un temps aussi court que [’on veut :

\
For=[)F- (15)
e\0

On appelle tribu asysmptotique, notée F> (7), la tribu des événements qu’on peut déter-
miner & partir d’un moment aussi tardif qu’on veut :

F* = ﬁo(?mu}t). (16)

t oo

Théoréme 1.2.9. La tribu Fo. est triviale, i.e. elle ne contient que des événements dont
la probabilité est 0 ou 1.

Démonstration. Soit un événement A € Fo, et soit un événement B € F (®). Nous allons
montrer que A et B sont indépendants. Prenant B = A, il s’ensuivra alors que A a pour
probabilité 0 ou 1.

On observe d’abord la validité d'un lemme tout-a-fait général :

Lemme 1.2.10. Soit A un événement de Fo,, soit € > 0. Alors il existe un ensemble fini

dinstants tq,...,t, et un événement Ae o(By,,..., Btn) tels que A soit « tres proche »
de A au sens ou :

P(AAA) <e. (17)

On prend ¢ > 0 arbitrairement petit et B obtenu grace au lemme 1.2.105our approximer

trs---y By,), ol

B ; il nous suffit de montrer que B est indépendant de A. On a Be o
— .
on peut supposer que tous les ¢; sont non nuls, car 55 = 0 p.s., donc la tribu a(?o) est

7. Ne pas confondre avec Foo = U)‘,//“O Fi qui est la tribu compléte de tous les événements mesurables
par rapport a la trajectoire du mouvement brownien.
8. Ne pas confondre F, et F°°, cf. note 7.



triviale. Soit donc t* le minimum des t;. Comme A € Fy, C F= et que, par la proriété
de Markov faible, (ﬁt)@t* ne dépend de Fi+ qu’au travers de Et*, il nous suffit de vérifier

que B4 est indépendant de A. Soit donc X C R? mesurable, nous allons montrer que
{Bt* € X} est indépendant de A.

Soit ¢ €0, t*[. Pour @ € R%, on pose :
o(e, @) =P(By € X|B. = 7). (18)

Comme on connait explicitement les densités de transition du mouvement brownien (?), il
est aisé de vérifier que ¢ est continue en (0,0) par le théoréme de convergence dominée.
Comme A est dans F., la propriété de Markov faible au temps € permet d’écrire :

P(Aet B, € X) = E[Lag(e, B.)] 2B E[14 90, 0)] = P(A)P(Br- € X).  (19)
e—0 N—_——
P(B,+€X)

C’est I'indépendance recherchée. [l

Remarque 1.2.11. Le théoréme 1.2.9 signifie que le mouvement brownien n’est pas amené
a « faire des choix » a un instant précis. C’est une propriété trés agréable qui se retrouve
chez bon nombre de processus, contrairement a I’autre loi de 0 — 1 (%) que nous allons
maintenant énoncer.

Théoréme 1.2.12. La tribu F>° est triviale.

Démonstration. La démonstration la plus classique et la plus courte de ce théoréme consiste
a utiliser une transformation qui transforme Fy, en F>°. Je n’aime pas cette démonstration
qui n’éclaire pas la généralité des phénomeénes mis en jeu, aussi y ai-je préféré celle qui suit.

Soit A un événement de F>°. Pour t > 0, 7 e R?, on pose
bt T) = P(AB, = 7). (20)

Nous allons montrer que (¢, ) est uniforme; en effet, un argument général nous permet
d’affirmer que, p.s., ¥(t, ﬁt) . 14, d’ott, notant W(t) la valeur de (¢, ?) pour tout 7,
—00

il s’ensuit que la fonction déterministe W(t) converge p.s. vers 14 quand ¢ tend vers l'infini,
ce qui n’est possible que si A est de probabilité triviale.

Soient donc ¢ > 0 un instant et 7, 7 deux vecteurs distincts. Notons H 1’hyperplan
médiateur de [?, 7] et posons 7 le temps d’atteinte de H par le mouvement brownien
apres le temps ¢ :

T:/{u>t;§ueﬂ}. (21)

On vérifie facilement que 7 est un temps d’arrét, et, grace aux propriétés du mouvement
brownien en dimension 1, que :

9. Ici on considére le cas d’'un mouvement brownien standard, ou plus généralement le cas ot la matrice

C est non dégénérée. Si C est dégénérée, on peut contourner la difficulté en se resterignant a un certain

sous-espace de R?, dans lequel on a un mouvement brownien non dégénéré (de dimension inférieure a d).

10. L’exemple le plus typique est celui du mouvement brownien dans l’espace hyperbolique, hélas nous
n’aurons pas l'occasion de I'aborder dans cette série d’exposés.
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Avis 1.2.13. 7 est fini presque-sirement.

Comme A ne dépend que du comportement du mobile aprés 7, la propriété de Markov

forte nous donne :
(1, 7) = Eli(r, B,)| B, = 7).

(2
Mais, par symétrie du mouvement brownien, (7, ?T) a la méme distribution sous ]P(-|§t =

) et sous ]P(-|§t = ) ! Par conséquent, ¢(t, 7) = ¥(t, ), CQFD. O

2)

Enoncgons enfin des propriétés plus fines du mouvement brownien.

Théoréme 1.2.14 (récurrence et transience). 1. Pour d = 1, presque-sirement le
mouvement brownien passe par tous les points de l’espace et y retourne toujours.

2. Pour d = 2, presque-sirement le mouvement brownien visite tout ouvert de R? et
revient le visiter ausst tard qu’on veut. Par contre, presque-sirement le mouvement
brownien ne revient jamais en 0, et pour tout E # 0, presque-sirement le mouve-
ment brownien ne passe jamais par 7.

3. Pour d > 3, presque-siirement |§t| t—> 00, et l'adhérence de la trajectoire du mou-
—00

vement brownien est d’intérieur vide.

Théoréme 1.2.15. Presque-siirement, le mouvement brownien est localement a-héoldérien
pour tout a €]0, %[, et n’est pas localement a-hélderien pour tout o € [%, 1].

Remarque 1.2.16. Le théoréeme 1.2.15 donc que la trajectoire du mouvement brownien
est trés « découpée ». L’étude des mouvements browniens améne d’ailleurs rapidement
a évaluer des dimensions fractales, et c’est ainsi pour sa démonstration que ’enveloppe
extérieure du mouvement brownien a pour dimension fractale 4/3 en dimension 2, entre
autres, que W. Werner a obtenu la médaille Fields en 2006.

1.3 Mouvement brownien et laplacien

Le mouvement brownien (standard) de R? est intimement li¢ au laplacien, et j'ose
méme dire qu’on ne comprend vraiment le laplacien qu’a 'aide du mouvement brownien.
En fait, les liens entre mouvement brownien et laplacien, comme nous allons le voir, sont
doubles : d'une part, I'opérateur %A est le générateur du mouvement brownien, en lien
avec ’équation de Laplace, d’autre part c’est aussi son générateur dual par rapport a la
mesure de Lebsegue, en lien avec ’équation de la chaleur.

1.3.1 Générateur du mouvement brownien

Définition 1.3.1 (générateur d’un processus markovien). Soit (X;);=0 un processus (au
moins cad-lag) a valeurs dans un espace (polonais) £, markovien, i.e. vérifiant les propriétés
de Markov (1.2.1) et (1.2.3). Ce processus définit alors un semigroupe d’opérateurs (P*);=o
agissant sur L>(&) par :

P'f(x) = E[f(X:)|Xo = «]. (23)
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On appelle générateur du processus markovien X ['opérateur L défini formellement par :

L)t D@~ @)

h—0 h

(24)

Moralement, le générateur de f dit de combien f(X) a tendance a augmenter lorsqu’on se
trouve au point x.

Exemple 1.3.2. Soit un processus markovien & valeurs dans un espace & deux points
{a,b} : le processus saute de a vers b avec une loi exponentielle (1) de paramétre a, et de
b vers a avec une loi exponentielle de paramétre 3. Le générateur £ de ce processus associe
a une fonction f : {a,b} — R la fonction Lf : {a,b} — R définie par :

Lf(a) = a(f(b) — f(a);
{ Lf(b) = B(f(a) = f(D)). (25)

La donnée d’un processus markovien, nous 'admettrons, est en fait équivalente a celle
de son générateur : cette notion jette donc un pont essentiel entre probabilités et analyse.

Proposition 1.3.3. Le générateur du mouvement brownien standard de R? est %A.

Démonstration. Soit f € C3(R?), avec f"” bornée. Soit 3 un vecteur aléatoire gaussien
réduit. Alors la loi de Bt sachant ?0, est celle de ﬁo + 1/ 2?. Par conséquent,

Elf(B.)|Bo = 2] = E[f(Bo) + t'/*Z]

"R f(Bo) + 2T £ E v fE e E) 4 oaﬁ*ﬂﬁﬂ
— [(Bo)+ 1"V - E[Z] +%tv2—3>0 FE[T © )] +0(?)
-0 =14
= f(ﬁo) +t (Agof + O(t1/2)> ., (26)
d’ou le résultat. ]

1.3.2 Résolution du probléme de Dirichlet

Définition 1.3.4. Pour L le générateur d’un processus markovien, on appelle fonction
L-harmonique toute fonction f telle que Lf = 0.
Une fonction £-harmonique est donc une fonction vérifiant le

Lemme 1.3.5. Si (X;)i>0 est un processus markovien de générateur L et f une fonction
L-harmonique bornée, alors on a pour tous 0 < t < t', pour tout v € E :

E[f(Xv)|X: = ] = f(z). (27)

11. Les lois de sauts sont nécessairement exponentielles a cause du caractére markovien du processus qui
oblige les sauts & étre sans mémoire.
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On dit que le processus aléatoire f(X;) est une martingale. Le lemme 1.3.5 est prati-
quement évident a partir de la définition 1.3.1. Ce lemme a un corollaire puissant qui lui
est ce que le corollaire 1.2.3 était a la proposition 1.2.1 :

Corollaire 1.3.6. Si f est L-harmonique et bornée, pour T un temps d’arrét fini p-s. :
E[f(X7)[Xo = 2] = f(z). (28)

Nous allons maintenant nous apercevoir que le mouvement brownien résout tout natu-
rellement le probléme de Dirichlet. Soit en effet U un ouvert borné de R¢ et f une fonction
définie sur OU et continue. Le probléme de Dirichlet consiste a trouver une fonction f sur
U qui soit harmonique (au sens usuel) sur U et qui coincide avec f sur OU tout en étant
continue aux points de QU. L’analyse nous dit qu’une telle fonction f est unique. Supposons
donc que nous connaissions f. Soit un mouvement brownien sur R? et définissons 7 comme
le temps de sortie de U :

T=inf{t >0; X; ¢ U}. (29)

7 est le moment ol le mouvement brownien quitte U et, par continuité du mouvement
brownien, X, est donc un point de OU (quand le mouvement brownien part d’un point de
U). 11 est facile de vérifier que 7 est un temps d’arrét ; le corollaire 1.3.6 nous donne alors :

Proposition 1.3.7. Pour tout x € U, f(z) = E[f(X,)].

Nous sommes donc arrivés a exprimer f sur U en fonction de ses valeurs sur U : le
probléme de Dirichlet est résolu de maniére « explicite ».

Remarque 1.3.8. Réciproquement, on démontre simplemgnt que, si U est un ouvert de
R< et (X;)s=0 un processus continu de générateur L, pour f une fonction définie sur OU,
la fonction E[X | Xy = -] est L-harmonique et vaut f sur OU.

Remarque 1.3.9. Vous avez peut-étre remarqué que j’ai passé sous silence la question
de la continuité de f au bord de U. Cette continuité parait naturelle vu la facon dont f
est définie, mais on peut se demander si elle est toujours vraie. En fait, on démontre que
ce n'est le cas que si QU est suffisamment régulier. Plus précisément, la condition la plus
usuelle qu’on utilise est la « condition de cone » de Zaremba : on veut qu’en tout point
T de OU, il existe un demi-cone d’intérieur non vide de sommet T, qui soit entiérement a
I'extérieur de U. Si la condition de cone n’est pas respectée, la fonction E[X,|X, = -] peut
ne pas étre continue au bord. En fait, la condition nécessaire et suffisante pour assurer
la continuité au bord, indépendamment de f, est celle-ci : tout point T de OU doit étre
régulier, ce qui signifie que, pour un mouvement brownien issu de 7 :

ps. inf{t>0; X, ¢U}=0. (30)

En dimension 2, ainsi, un point isolé de OU ne sera pas régulier. Plus fort : en dimsension
3, la pointe d’une « aiguille » d’équation en coordonnées cylindriques r = e~'/* n’est pas
réguliére non plus. On vérifie que, dans chacun de ces cas, la condition de cone n’est pas
vérifiée (voir la figure 4).
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FIGURE 4 — Les ouverts Uy et Us ne sont respectivement pas réguliers en P, et Pj.

1.3.3 Une application : transience du mouvement brownien en dimension 3.

Nous allons utiliser les résultats du § 1.3.2 pour démontrer la transience du mouvement
brownien en dimension 3. Plus précisément, nous allons nous concentrer sur la démons-
tration que, pour E =% 0, presque-siirement le mouvement brownien n’a pas 7 dans son
adhérence, i.e. :

Je>0 V20 ’7—§t>5. (31)

Posons Ry = \7| Pour R > Ry et € €]0, Ro[, on va calculer la probabilité, notée p(e, R),
que le mouvement brownien s’approche & une distance € du point 7 avant de s’en éloigner
de la distance R. On note U l’ensemble des points situés a une distance de 7 comprise
entre ¢ et R (U a donc une forme de cerise dénoyautée). Nous définissons une fonction f
sur OU, qui vaut 1 sur 0B (7, ) —la surface du noyau de la cerise— et 0 sur 0B (?, R)
— la peau de la cerise. Notant 7 le temps de sortie de U, c¢’est un simple jeu d’écritures que
d’affirmer :

ple. B) =E[F(B,)]. (32)

Mass, dans ce cas précis pour U, nous savons résoudre exactement le probléme de Dirichlet.
Plus précisément, la fonction suivante est harmonique et interpole f, ot on a noté p pour

V-7 .

Comme la solution du probléme de Dirichlet est unique, c¢’est donc que f (7) coincide avec

E [7(§T)|§0 = 7] En particulier :

. €(R — Ro)

p(e, R) = m. (34)
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Supposons d’abord € fixé. Notons A, r I'événement « le mouvement brownien s’approche
a une distance ¢ du point 7 avant de s’en éloigner de la distance R », de sorte que p(e, R) =
P(A: g). Il est clair que, pour R < R', A. g C A. r, (et, en effet, (34) montre que p(e, )
est croissante). Par passage a la limite dénombrable (?), il s’ensuit que I'événement A, .,
égal par définition a U£> ro Ae.r; @ pour probabilité

i €

Or, par continuité du mouvement brownien, I’événement A, ., signifie que le mouvement
brownien approche au moins une fois 7 & une distance inférieure a . Pour ¢ suffisamment
petit, cette probabilité peut étre rendue aussi petite qu’on veut, d’otu le résultat.

1.3.4 Générateur dual

Une chose agréable avec le mouvement brownien est que ses lois de transition sont a
densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

Définition 1.3.10. On dit qu’un processus markovien (X;);so a valeurs dans R est a
densité par rapport a la mesure de Lebesque dx s’il existe une fonction

p:]Ri><]Rd><]Rd—>]RJr

36
(t,z,y) = p'(z,y) (36)

telle que les lois de transition aient pour densité p'(x,-) :
dP(X; = y| Xy = 2) = p'(z,y)dy. (37)

Dans ces conditions, on peut imaginer une assemblée de particules browniennes, dont le
nombre est supposé preque infini : au cours de leur évolution, la densité locale de ces parti-
cules p;(+) par rapport a la mesure de Lebsegue restera finie. On se demande alors quelle est
la loi de I’évolution — déterministe, en vertu de la loi des grands nombres — de la fonction
pi. A cause du caractére markovien de 1’évolution, il s’agira d’une équation différentielle
linéaire du premier ordre en temps. Laquelle ? Soit f une fonction-test, 1’évolution de p;
sera telle que :

[ pt@)i@is = [ @B = alds 39
R4 R4
Dérivons par rapport au temps :

/}R () f(x)dr = /R )L f (@) (39)

Pour faire ressortir la fonction f dans l'intégrale au second membre, on utilise naturellement
le concept de dualité dans P'espace de Hilbert L*(dx) :

12. D’ou notre remarque sur la relation d’ordre : I'intersubsection que nous considérons est non dénom-
brable, mais se raméne a une intersubsection dénombrable puisque la cofinalité de 'ordre sur Ry est w
— pour le dire en termes pompeux.
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Définition 1.3.11. Pour L un opérateur sur L*(dz), on note L* ["opérateur adjoint ca-
ractérisé par, pour toutes fonctions f et g :

f(@)Crg(x)dz = / g()L* (). (40)
R4 R4

Il s’ensuit finalement que :

Proposition 1.3.12. La densité p de particules obéit a [’équation d’évolution :

Op = L7p. (41)
Dans le cas du mouvement brownien, puisque £ = %A, on a, d’aprés les formules
d’intégration par parties, L* = %A(B). Ainsi, p évolue selon I'équation de la chaleur.

C’était physiquement attendu, puisque I'équation de la chaleur régit les phénomeénes de
diffusion (de particules, de chaleur...), ot 'on peut considérer que les objets diffusants
suivent des marches aléatoires indépendantes, qui, vues de loin, sont browniennes.

1.3.5 Application : conditions au bord de Von Neuman en dimension 1

Nous allons voir dans ce paragraphe comment cette interprétation « physique » de
I’équation de la chaleur peut donner naturellement la solution a certains problémes non
triviaux d’équations aux dérivées partielles.

Soit [a, b] un segment non trivial de R, ¢ €]a, b[. On s’intéresse au probléme physique
suivant : une assemblée de particules browniennes indépendantes, initialement concentrées
au point ¢, diffuse dans le segment [a, b] sans pouvoir en sortir.

Quelle est la traduction mathématique de ce probléme ? Sur |a, b[, la densité p de I'as-
semblée de particules évoluera selon I’équation de la chaleur. Au bord, I'interdiction pour
les particules de sortir se traduit par 'absence de flux de particules. On pourrait calculer
facilement que celui-ci est proportionnel & 0, p, de sorte que nous sommes amenés a résoudre

I’EDP :
p(0,z) = dc;
Op = 302p sur Ja,bl; (42)
Vt>0 Oyp(t,a) = Oup(t,b) =0.

A priori, cette équation n’est pas facile. Mais tout devient plus simple si nous cherchons
a suivre une particule a la trace. L’évolution de la particule, déja, est brownienne sur
Ja, b[. Comment se comporte-t-elle au bord 7 Eh bien, puisque le mouvement brownien est
symétrique par retournement de l'axe des z (cf. proposition 1.2.4), on peut imaginer que
tout se passe comme si on avait « replié » la droite réelle sur le segment |a, b] ; concrétement :

Définition 1.3.13. On définit la fonction de pliage ¥ : R — [a, b] par ¢ (x) = x—2n(b—a)
stz € [a+2n(b—a),b+2n(b—a)] pourn €7, et Y(z) = (b+a) — (z — (2n+1)(b— a))
six€la+ (2n+1)(b—a),b+ (2n+ 1)(b — a)]. Voir aussi la figure 5.

13. Pour moi, il ne faut rien voir de plus qu’une coincidence amusante dans 1’égalité entre £ et L*.
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FIGURE 5 — La fonction ¢

Alors, si (By)i=o0 est un mouvement brownien issu de ¢, la position de la particule a
I'instant ¢ sera donné par ¢(B;). Comme par ailleurs on connait parfaitement la répartition
statistique de By et la fonction v, on arrive a :

Théoréme 1.3.14. L’(unique) solution de l’équation (42) est donnée par :

p(t, I) =

1 —(e+2n(b-a)—c) * o —((b+a)—(a+@n+1)(b—a))—c) * o
e + > e . (43)
v 2t 7% %

Remarque 1.3.15. Une fois de plus, j’ai passé une escroquerie énorme sous le tapis.
In fine, en effet, j'ai déclaré que la condition au bord revenait a réfléchir le mouvement
brownien en a et en b. C’est vrai, mais en réalité dés que la dimension devient plus grande
que 1, il peut exister d’autres facons de réfléchir le mouvement brownien, i.e. des réflexions
non orthogonales! Dans ces situations, chaque fois qu’elle touche le bord la particule est
(infinitésimalement) déviée dans une direction paralléle au bord, et cela conduit & une loi
différente pour la trajectoire de la particule réfléchie (14). Mais en dimension 1, il n’existe
qu’une fagon de réfléchir la particule au bord, et par conséquent celle que nous avons décrite
est nécessairement la bonne.

14. Que des déviations infinitésimales finissent par avoir un effet notable est, pour moi du moins, assez
contre-intuitif. Pour mieux cerner ces réflexions non orthogonales, il nous faudrait parler de temps locaux,
mais cela nous emmeénerait trop loin. ..
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2 Calcul stochastique

2.1 Concept de martingale

Pour parler de calcul stochastique, il est absolument nécessaire de connaitre le concept
de martingale, ce que cette section se propose de faire.

O Dans cet exposé, les martingales considérées seront toujours des martingales conti-
nues indexées par R .

Pour parler de martingales, nous devons utiliser le vocabulaire des filtrations : lorsqu’on
considére un processus aléatoire dépendant du temps (en l'occurrence, indexé par Ry ), un
observateur qui ne connait rien du processus au départ en acquiert 'information au fur et
a mesure. D’ou la

Définition 2.1.1. On appelle filtration une suite croissante de tribus indexées par le
temps (Fy)iso0, telles que Fy représente linformation acquise au tempst. Pour un processus
(X¢)i>0, la filtration canonique associée a X est donnée par

Fr=0(Xu;u<t). (44)

Définition 2.1.2. Une martingale est un processus (M;)i=o @ valeurs dans R qui n'a
tendance, ni a croitre, ni a décroitre : pour toust < u, on a :

E [M,|F] = M,. (45)
Par exemple, le mouvement brownien nous permet de définir de nombreuses martingales
continues :
Proposition 2.1.3. Soit (B;)i=0 un mouvement brownien undimensionnel, alors :
1. (By)i=o0 est une martingale ;

2. (Bs® —t);0 est une martingale (martingale quadratique) ;

3. Pour tout a € R, <e“Bf_“2t/2> est une martingale (martingales exponentielles).
t>0

Démonstration. Pour t < u, on sait que la loi conditionnelle de B, sachant B; est B, + (u—
t)Y/2¢, o1 € est gaussienne réduite. Par conséquent, le n° 1 signifie que E[B, + (u—t)Y/2¢] =
By, qui est vrai car E[¢] = 0, le n°?2 signifie que E [(Bu + (u— t)1/2§)2 — t] = B, — u,
qui découle de E[¢] = 0 et E[¢?] = 1, et le n°3 se rameéne a vérifier la relation E [e*] =

a?/2 ]
e /2,

Un théoréeme trés puissant sur les martingales est 1'inégalitée de Doob, qui permet de
controler globalement une martingale a partir de sa valeur terminale :
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Théoréme 2.1.4 (Doob). Soit (My)cjor) une martingale continue, o T peul aussi bien
étre une constante qu’un temps d’arrét (avec, dans ce dernier cas, une hypothése d’uni-
forme intégrabilité cruciale). Notons || M ||o = sup,eo ) | Mi| ; alors, si My est une variable
aléatoire de classe L* ('9), || M || est aussi, et

E[1M||”] < 4E[|Mz]?]. (46)

2.2 Intégration contre le mouvement brownien
2.2.1 DMotivations

Avant tout, rappelons le concept d’intégrale de Stieltjes. Pour p une mesure signée sur
R, supposée ici sans atome, i peut étre décrite par une fonction m : R — R, x —
p(] — oo, z]). Dans ces conditions, pour f : R — R continue (ou, plus généralement,
mesurable) et bornée, on a coutume de noter f fdm pour f fdu, puisque p([z, z + dzx]) est
I’accroissement de m entre = et x + dz.

Il est assez courant en physique de voir des intégrales arriver directement sous la forme
de Stieltjes (par exemple, la travail d'une force ; sécrit [ F - d_>x, ou z est la position
de la particule), et on est ainsi amené a se demander s’il est possible d’intégrer contre un
mouvement brownien. Hélas. ..

Proposition 2.2.1. Le mouvement brownien n’est pas l'intégrale d’une mesure sur R.

Démonstration. En effet, si m est 'intégrale d’une mesure signée p, alors m est a variations
bornées, cad. que toutes les quantités

Z|f(:m)—f(:£i_1)|, To <1 < +++ < xp,n€N* (47)
i=1

sont bornées par une méme valeur M — & savoir, la masse totale de |du| (1¢). Or, presque-
stirement le mouvement brownien n’est & variations bornées sur aucun segment [a, b], comme
nous 'allons montrer. Pour fixer les idées prenons [a,b] = [0, 1], et notons V' la variation
totale du mouvement brownien sur ce segment. Par définition, pour n € N* arbitraire,

VY |B - B, (48)
i=1
ou encore, puisque nous connaissons la loi de (By, By, ..., B1) :
1 n
V>WZ|£"|’ (49)
i=1

ou les & sont des v.a. normales réduites indépendantes. Comme les |;| ont une espérance
E strictement positive, le loi des grands nombres affirme que, pour n suffisamment grand,

15. En fait, il existe une inégalité de Doob LP pour tout p €]1, 00], mais ici le cas L? suffit a notre cause.
16. Précisons qu’en fait, il suffit que g soit une mesure signée locale pour pouvoir définir le concept
d’intégrale de Stieltjes, auquel cas il ressort que f doit étre a variations localement bornées.
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>, &l est plus grand que nE’, pour un E’ €]0, E| abritraire, avec une probabilité aussi
grande que I'on veut. On en tire que V est plus grand que E'n'/? avec la méme probabilité,
donc, en faisant tendre n vers I'infini, V' est infini presque-siirement. O]

Question 2.2.2. Peut-on quand méme donner une définition sensée de [ fdB, ou f est
une fonction mesurable et (By;)i=0 un mouvement brownien ¢ f doit pouvoir dépendre de
la trajectoire du mouvement brownien, cad. que, si on note w la réalisation du mouvement
brownien, f peut étre de la forme f(t,w) (7).

Il y a un cas ot on n’hésite pas sur la définition & donner a l'intégrale : si, en effet, il
existe presque-siirement des instants 0 = to(w) < t1(w) < -+ < tpy,—1(w) < tp, (W) =1 tels
que, sur [t;_1(w),t;(w)[, f vaille a;(w), alors on veut poser :

Nw

[ #6008 =3 ) (B = B (50)

i=1
Par conséquent, toute définition ultérieure de | fdB devra vérifier (50).

On aurait deux desiderata pour notre intégrale stochastique :
1. Si f(t) est Fi-mesurable, dans le mesure ot dB; est centré et indépendant de F;, on

veut que le processus ( fg f(w, u)dBu> soit une martingale.

>

2. Par analogie avec le cas des intégrales de Stieltjes, si pour une certaine fonction g, f
est de la forme ¢'(B;), on veut fot g (B.)dB, = g(B;) — g(By).

Hélas. ..

Avis 2.2.3. Les conditions 1 et 2 ci-dessus sont incompatibles.

Démonstration. Si f(w,t) = ¢'(B;), pour que les conditions 1 et 2 soient vérifiées il faudrait
que (g(Bt)) +>o SOIt une martingale, ce qui est clairement impossible si 0 est le minimum
absolu strict de g. O]

Mais ne paniquons pas : en fait, les deux voies exposées ci-dessus vont simplement abou-
tir & deux définitions différentes de 'intégrale. La condition n° 1 aboutit a 1’intégrale d’Ito,
et la condition n°2 a 1'intégrale de Stratonouvitch. La définition plus ou moins informelle
que nous allons donner de ces deux intégrales aura au moins 1’avantage d’éclairer le paral-
lelisme direct entre les deux constructions, qui n’apparait pas toujours dans les ouvrages
de référence. Encore un mot : l'intégrale « par défaut » qu’utilisent les probabilistes est
lintégrale d’It6. Mais il existe de nombreux cas ou c’est l'intégrale de Stratonovitch qui
apparait pertinente! Le lecteur est donc invité & garder en mémoire I'idée suivante :

O 1l existe deux fagons de définir l’intégrale stochastique, et selon les contextes I’em-
ploi de l'une ou [’autre est préférable.

17. Nous ne rentrerons pas ici dans la question — pourtant importante ! — du type précis de fonctions
f contre lesquelles 'intégration est possible. Mais il faut savoir qu’apparait naturellement une condition
dite de mesurabilité progressive, qui exprime en substance que f(-,t) est Fi-mesurable, et que f(w,-) est
mesurable presque-siirement. D’autre part, les conditions d’intégrabilité a respecter par f ne sont pas les
conditions L' habituelles, mais des conditions de type L?. En général, on demande & f d’étre localement
L*° presque-stirement.
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2.2.2 Intégrale d’Ito

Supposons donnée une fonction aléatoire f : [0,7] — R, continue p.s., avec f(t) F;-
mesurable (on dit sur ce point que f est adaptée a la filtration (F;)so). Par une manceuvre
ordinaire de troncature, on peut supposer que p.s. les fonctions f(¢) on un module de
continuité commun h. On va simplement essayer d’écrire l'intégrale stochastique comme
une limite de sommes de Riemann : soient o1 C g9 C ... des subdivisions de plus en plus
fines de [0, T, notées o; = {0 = t{; <t} < --- <t =T}, dont le pas |o;| = max;(t; —t}_,)
tend vers 0; on pose, si cette limite existe :

T g
| #wan = im 3 pes (5, - B ) (51)
j=1

On peut définir de méme fou f(t)dB; pour tout u € [0,t]. Comme a chaque étape i, 'objet
qu’on considére est une martingale, il en sera de méme & la limite, conformément & notre
souhait. Encore faut-il prouver que la limite existe. . .

Posons S; = 2?1:1 f(té-_l)(Bt;_ — Bt;’-,l) ; nous allons démontrer que, p.s., S; converge au

sens de la norme L? (il s’ensuit que, pour une sous-suite (S;(#’ ))Z, bien choisie, la convergence
est presque-siire). Pour i; < is, notons

{te 12, 2 } =

Y ni2

{too =t to1s- - - tomo—1: tomy = tro =1, t11, - - stngy—1m,, =T} (52)

On a
Siy, —Si, =
Mgy mj—1 iy
f(tj—l,k—l) |:Btj—1,k - Btj—l,k—1:| - Z f(tj—l,O) |:Btj—l,mj_1 - Btj—1,0:|

j=1 k=1 j=1

Mgy Mj—1
= |:f(tj1,k1> - f<tj170):| ’ |:Btj1,k - Btjl,k1:| ) (53)

j=1 k=1

donc par indépendance des accroissements du mouvement brownien, S;, — S;, est une
variable aléatoire gaussienne dont la variance est majorée par |o;, |t. Ainsi, la suite des
variables aléatoires <S7’)7, est de Cauchy, ce qu’on voulait.

Remarque 2.2.4. L’intégrale stochastique n’a pas seulement d’intérét de par sa valeur
ponctuelle, & savoir fOT f(t)dBy, c’est également un processus u fou f(uw)dB,. Ici, nous
avons démontré la convergence ponctuelle des sommes de Riemann, mais I'inégalité de Doob
(théoréme 2.1.4) nous affirme que la convergence des processus en résulte automatiquement.

Remarque 2.2.5. On voir donc apparaitre l'intégrale d’Itd6 comme une limite L?. Il faudra
donc garder a 'esprit que l'intégrale stochastique n’est définie que modulo [’identité p.s..
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2.2.3 Intégrale de Stratonovitch

Ce qui « choque » dans l'approche de l'intégrale d'It6 comme limite de sommes de
Riemann que nous venons de faire dans le §2.2.2, c’est que la valeur de f que nous prenons
pour faire I'intégration sur [¢;_i,t;] est f(t;—1), alors que c’est un fait bien connu en calcul
numérique que dans une telle situation, pour les intégrales ordinaires, I’écart entre la somme
de Riemann et l'intégrale véritable est en O(|o;|) mais que, si on avait évalué f en “=5,
la convergence se ferait en O(|o;|?). Il semblerait donc plus juste de définir l'intégrale

stochastique comme —si elle existe —

n; tZ
lgnoozjc( j—1 + )(Bt; Bt; 1). (54)

Appelons intégrale de Stratonovitch cette intégrale, et notons-la f(f fodB; pour la différencier
de l'intégrale d’It6. Précisons tout de suite que nous n’étudierons pas ici la question de
la convergence de l'expression (54) (1%); dans la pratique, les ouvrages préférent définir
I'intégrale de Stratonovitch a partir de l'intégrale d’Ito et de la formule d’Ito.

Nous allons maintenant montrer que l'intégrale de Stratonovitch répond a la condition
n° 2 énoncée au §2.2.1. Soit f une fonction de classe C2. Appelons a-intégrale stochastique,
et notons [ f'(B;) o, dB; la limite, supposée exister,

zgnoo Z f (1/2=a)t] 1+(1/2+0¢)t§') (Bt; - Bt; 1)7 (55)

et calculons [ f' o, dBy — (f(B:) — f(Bo))-

On essaye de passer & la limite pour calculer [ f’ o, dB; — (f(B;) — f(Bo)) ; pour ce
faire, on remarque que

j—

Zf/(B(l/Z*a)t;‘,lJr(l/?Jra)t;) (Bii — By ) — (f(B:) = f(By))
j=1
= Z (f/(Bu/za)t;1+(1/2+a)t§)(3t;‘. - Bt;ﬂil) - (f(Bt;l) — f(By_ 1)))
j=1

(Ta;lor) f: (Q(Btj. . Bt§71)2fﬂ<Bt;7 > —I—O((B B Bt§1)2))‘ (56)

i=1

Admettons que le terme résiduel s’élimine effectivement a la limite. Comme les (B, — By ) )2
J J—
sont indépendants, d’espérances respectives t’ — t¢_,, une version améliorée de la loi des

grands nombres donne finalement que :

Jj—1

/f’ 0n dB; — (f(By) — f(By)) :a/f”(Bt)dt. (57)

18. la condition naturelle pour intégrer f contre B serait que f soit une semimartingale (voir plus loin),
ce qui est légérement plus restrictif que pour l'intégrale d’It6.
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Dans le cas de l'intégrale de Stratonovitch, ott o = 0, cela montre que la formule d’intégra-
tion par parties est bien valide. Dans le cas de l'intérgale d'It6, ou aw = —1/2, ce résultat
est appelé formule d’Ito :

Théoréme 2.2.6 (1t6).

F(BY) — f(Bo) = / F(B)AB, + /Ot £(B,)du. (58)

2.3 Calcul stochastique général

Dans cette section, nous allons voir quel est le cadre le plus général contre lequel définir
I'intégrale stochastique, ce qui nous aménera au concept de semimartingale, et a I'introduc-
tion du formalisme des différentielles stochastiques. Nous verrons également le théoréme de
Lévy qui nous dit qu’en fait, les martingales continues ressemblent beaucoup au mouvement
brownien.

2.3.1 Variation quadratique d’une martingale continue

Dans la formule d’It6, nous avons vu apparaitre un terme supplémentaire par rapport a
la formule d’intégration par parties usuelle. Une observation attentive révéle que 'existence
de ce terme est diie au fait que, pour une subdivision trés fine {to,t1,...,tx}, la variation
quadratique S°N (B, — By,_,)? n’est pas « minuscule » (comme on s’y attendrait par ana-
logie avec le cas des processus a variation finie), mais converge vers une certaine valeur, en
I'occurrence la constante tny — to.

Soit (M;)s>o une martingale continue. Alors, notant formellement M, 4, = M; + dM,,
on a My q* — M? = M,dM, + (dM,)?. Dans cette expression, la grandeur M,dM, est
centrée conditionnellement & F; par la propriété de martingale, et dM,? est un « élément
de variation quadratique » de M, de sorte qu’on a envie d’écrire M,* — M,? = fou M, dM,; +
fou(th)2, o [, MydM; est une martingale. Eh bien, c’est exactement cela!

Proposition 2.3.1. Soit M une martingale continue, alors il existe un unique processus
croissant (M) et une unique martingale M tels que :

VE=0 M2 — My® = (M), + M,. (59)

(M) est la limite dans L?, pour des subdivisions de pas tendant vers 0, de Y 7", (M —
M, )2

j—1
Remarque 2.3.2. Ainsi, le mouvement brownien standard de R a pour variation quadra-
tique (B); =t p.s..

Démonstration. On vérifie a partir de la propriété de martingale de M que, pour t' > t,
E[M?|F] = M : on dit que M? est une sous-martingale ('°). Dans ce cas, la décom-
position de Doob-Meyer affirme qu’il est possible de décomposer M? comme la somme

19. Le signe de la nomenclature apparait souvent un peu curieux au premier abord... On le comprend
en disant qu’en moyenne, M est en dessous de la valeur moyenne qu’elle aura plus tard.
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d’une martingale et d’un processus croissant continus. (La décomposition de Doob-Meyer
est triviale dans le cas ol la surmatingale est indexée par N, mais demande quelques outils
techniques dans le cas général). En outre, cette décomposition est unique, car la différence
de deux processus croissants est un processus & variation bornée, alors que la différence de
deux martingales continues est une martingale continue, laquelle ne peut étre a variation
bornée que si elle est nulle —un exercice trés formateur. . . [l

Ce qui est important, c’est que, pour une martingale continue, la variation quadratique
reste finie presque-stirement. C’est ce qui permet, in fine, de construire le calcul stochastique
contre une martingale continue exactement de la méme facon que contre le mouvement
brownien. Aussi nous contenterons-nous d’exposer directement les résultats-clefs du calcul
stochastique général sans les démontrer.

2.3.2 Intégration contre une martingale continue

Soit (My)s=0 une martingale continue, (F; )¢ sa filtration associée, (Hy);>o un processus
adapté, localement borné p.s.. Alors I'intégrale stochastique d’Itd f HdM est une martin-
gale caractérisée par :

Théoréme 2.3.3. Pour (0;);>1 une suite croissante de subdivisons de [0,t] de pas tendant
vers 0, on a

n; t
S H, (Mti_—Mti_ )L—> / H,dM,. (60)
i1 J=1 J =1/ 4—00 0

Pour F': R — R une fonction C?, on a :

Théoréme 2.3.4 (formule d’'Ito).

FO) ~ Fom) = [ FOman, + [ Fomaon. (61)

Théoréme 2.3.5. La variation quadratique de [intégrale d’Ito fo H,dM,, notée pour le
coup ((H - M)y),., est donnée par :

t20

(H - M)), = / H,2A(M), (), (62)

ce qui peut se condenser sous la forme d((H - M)) = H*d(M).

2.3.3 Le théoréme de Lévy

Le théoréme de Lévy nous dit en substance que toutes les martingales continues res-
semblent au mouvement brownien.

20. Noter qu’on voit ici apparaitre le condition générale d’intégrabilité pour définir I'intégrale d’Ito : p.s.
H doit étre dans L2(d(M)).
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Théoréme 2.3.6 (Lévy). Si (M;)i=o est une martingale issue de O dont la variation qua-
dratique est d(M) = dt, alors c¢’est un mouvement brownien.

Démonstration. 11 faut essentiellement démontrer que, pour t > 0, M, 2N (t). Or pour
connaitre une loi, il suffit d’en connaitre le transformée de Fourier (la définition de la
transformée de Fourier d’une loi est rappelée infra). Soit donc a € R et notons F,(t)
E[e]. La formule d’It6 donne :

t 2 t
. . ) . a .
ezaMz _ ezaMO — za/ ezaMud A [u _ 5 / ezaMudu’ (63)
0 0

d’ou en passant a l’espérance :

@2 [t
F,(t)—1= —5/ F,(u)du (64)
0
[l
Comme en outre, F,(0) = 1, F,(-) est donc solution de I’équation différentielle :
F,(0)=1,;
@2 (65)
{ FCL, = _?FUJ
et donc finalement F,(t) = e~*/? : ¢’est bien la transformée de Fourier d’une variable A/ (t).

Définition 2.3.7. On rappelle que, pour X une variable aléatoire a valeurs rélles, la trans-
formée de Fourier de X est ’application

X:R—{z€C |z|<1}

a s E[eX]. (66)

On démontre que la transformée de Fourier d’une variable aléatoire détermine compléte-
ment sa loi.

Corollaire 2.3.8. Soit (M;);>0 une martingale continue. Alors il existe un mouvement
brownien (Bs)sso tel qu’on puisse passer de B a M par reparamétrisation du temps :

M, = Bup,. (67)

Démonstration. Soit s : t +— (M),; il nous suffit de remarquer que (M;-1(5))sz0 est une
martingale de variation quadratique s (2%). O

21. En effet, de par sa définition (cf. §2.3.1), la variation quadratique ne change pas quand on repara-
métrise le temps.
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2.3.4 Semimartingales

Pour parachever « notre » ocuvre —la definition de l'intégrale stochastique— nous
allons regrouper l'intégrale stochastique et l'intégrale de Stieltjes en une seule définition.

Définition 2.3.9. On appelle semimartingale un processus continu (X;)i=o qui se décom-
pose comme la somme d’une martingale continue (My)i=o et d’un processus continu & varia-
tions localement bornées (A;)i=o. Cette décompostion est appelée décomposition de Doob-
Meyer, et elle est unique car une martingale continue a variations bornées est nulle, comme
nous l’avions déja fait remarquer p. 24 a la fin de la preuve de la proposition 2.3.1.

Définition 2.3.10. Pour X = M + A une semimartingale et sa décomposition de Doob-
Meyer, H un processus adapté, on définit [intégrale d’Ité6 comme

HdX = [ HAM + | HdA. (68)
[ max = [ |

Définition 2.3.11. La variation quadratique d’une semimartingale est la variation quadra-
tique de sa partie martinagale ; elle s’interpréte, de la méme facon que pour une martingale,
comme la somme des carrés des accroissements infinitésimauz.

La formule d’It6 est encore valable avec les semimartingales :

Théoréme 2.3.12. Pour F de classe C%, (X;)i=0 une semimartingale :

FOX) - FO) = [ FOax 3 [ )00, (69)

Avant de voir ce que devient I'intégrale se Stratonovitch dans le cadre des semimartin-
gales, nous avons besoin de définir la variation quadratique croisée :

Définition 2.3.13. Pour X, Y deux semimartingales, la variation quadratique croisée de
X etY, notée (X,Y) est, moralement, la somme des produits des accroissements infinité-
simauxr de X etY. On a :

(X, ¥) = (X +7) = (%) - (1), (70)

Définition 2.3.14. Pour X et Y deur semimartingales adaptées a la méme filtration,
Uintégrale de Stratonovitch [ X odY est définie par :

t t

1

/ X, 0dY, = / XY, + (X, V), (71)
0 0

Comme précédemment, l'intégrale de Stratonovitch vérifie la définition intuitive (54) et la
formule dintégration par parties. Plus généralement, toutes les formules d’intégration par
parties sont valides avec lintégrale de Stratonovitch ; par exemple, pour deux semimartin-
gales X etY :

t t
X,Y; — XoYp = / X,dY, + / Y,dX,. (72)
0 0
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Remarque 2.3.15. Tout le formalisme du calcul stochastique que nous venons de définir
se généralise au cas multdimensionnel : définition des intégrale d’Itd et de Stratonovitch,
formule d’Itd et formule d’intégration par parties pour l'intégrale de Stratonovitch, théo-
réme de Lévy, concept de semimartingale. A noter que, dans le cadre multidimensionnel,
les variations quadratiques deviennent des matrices (symétriques, et positives dans le cas
de variations non croisées) ; notamment la variation quadratique du mouvement brownien
est tI.

2.3.5 Formalisme différentiel stochastique

Pour la commodité de la compréhension et la facilité des calculs, il est trés pratique
de manipuler les différentielles stochastiques comme des entités propres et non comme de
simples notations. Limitons-nous au cas du calcul d’It6. On retiendra en particulier que,
pour X = A+ M et Y = B+ N deux semimartingales et leurs décomposition de Doob-
Meyer, adaptées a la méme filtration (F;);>0, on peut faire les manipulations formelles :

o E[Y;dM|F] =0;
o ]E[Y;tdAt|ft] =Y dA;;
e dXdY = d(X,Y).

Le dernier point est cruicial entre tous : il exprime que les différentielles stochastiques, plus
précisément leur partie martingale, doivent étre considérées comme des infiniment
petits d’ordre 1/2. En particulier, le produit de deux différentielles stochastiques ne peut
pas étre négligé et explique le terme résiduel qui apparait dans la formule d’It6 ; en effet la
formule d’It6 est simplement l'intégrale du développement de Taylor :

1 1
AF(X,) = F'AX, + S F'(X)(dX))* = F'aX, + 5 F'(X)d(X):. (73)

2.4 Invariance conforme du mouvement brownien

O  Dans cette section, R muni de sa structure euclidienne est identifié a C.

2.4.1 Le mouvement brownien est invariant conforme en dimension 2

Théoréme 2.4.1. Soit ¢ : C — C une application holomorphe, et (X;);>0 un mouvement
brownien dans C. Alors la trajectoire de ((p(Xt))t>0 est celle d’'un mouvement brownien,
au sens ou il existe un mouvement brownien (Y;)i=o dans C et une application aléatoire

s: IR —> R continue et croissante p.s. tels qu’on ait :
P(Xt) = Y. (74)

Démonstration. Cette preuve sera pour nous l’occasion de montrer la puissance extraor-
dinaire ds notations du calcul stochastique : en effet, plutot que de nous encombrer avec
des considérations techniques, nous allons nous contenter de manipuler des différentielles
stochastiques, en gardant a l’esprit que ces notations dénuées de sens rigoureux ne font que
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traduire un formalisme plus lourd, mais qui est lui parfaitement exact. Le calcul stochas-
tique utilisé ici est celui d’Ito.

Considérons ¢ comme une application de R? dans R?; ¢ a une dérivée premiére Do :
R? — RR?, ainsi qu'une dérivée seconde D?p : T — R?, ot T est 'ensemble des tenseurs
de R?®@R?. Comme a 'accoutumée, cette dérivée seconde est evaluée contre Z@@%‘J@eﬁ

_>
est appelée le laplacien de ¢, que nous noterons A .

Alors on a, d’apreés la formule d’It6 :

1

dp(X;) = Dp(Xy) - dX; + §D2%0(Xt) - d(X)s. (75)
Mais, puisque (X;)i=o est un mouvement brownien standard du plan, on a d(X), = (e ®
s + ¢, ® e)dt, d’ou finalement

12
%

Or, c’est un résultat bien connu, comme ¢ est holomorphe on a Ay = 0. En outre,
¢ est également conforme, ie. VX € R? me(X) € OT™(R?), de sorte que

1
dét Dp(Xy)

vement brownien standard). Ainsi, (¢(X;)),., est une martingale (bidimensionnelle) de
covariation quadratique

d(p(X)): = (A6t Dp(Xy))*(er @ & + & © ). (77)

Par conséquent, posant

Dp(X})-dX; est I'accroissement d’un mouvement brownien (par isotropie du mou-

s(t) = /O (dét Do (X,)) dt, (78)

(<p(XS_1(S)))s>O est une martingale de covariation quadratique (e, @ e, + & ® &, )ds, ¢’est-a-
dire un mouvement brownien par le théoréme de Lévy. Appelons Y ce mouvement brownien,
alors le théoréme 2.4.1 est vérifié. O

Remarque 2.4.2. On notera que la nullité de Xgp a été utilisée de facon fondamentale dans
cette preuve. Ainsi, en dimension différente de 2, le mouvement brownien n’est
pas invariant conforme, car le terme d’It6 qui intervient dans le calcul de dyp(X;) est
non nul. Par exemple, en dimension 1, ou toutes les applications sont conformes, le milieu
d’un segment est le point tel que, partant de ce segment, un mouvement brownien atteindra
chaque extrémité du segment la premiére avec probabilité 1/2. Donc, si le théoréme 2.4.1
était vrai en dimension 1, cela signifierait que les applications conformes préservent le
milieu, ce qui est faux.

2.4.2 Application : représentation conforme de Riemann

Théoréme 2.4.3 (Riemann). Tous les ouverts simplement connexes et non pleins de C
sont conformément équivalents. Le bord orienté d’un de ces ouverts dans C est donc ho-
méomorphe a 8 ; si nous fivons trois points distincts de ce bord (*?) avec un certain ordre

22. Je passe sous silence le fait que certain bords trop « laids » peuvent dégénérer par I’application de
notre biholomorphisme ; ici on supposera que ce n’est jamais le cas, par exemple parce que le bord de notre
ouvert est une courbe C' dans 3.
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cyclique, alors le biholomorphisme entre deux tels ouverts munis de ces trois points est
unique.

Notre objectif ici va étre d’expliciter en termes probabilistes le biholomorphisme entre
n’importe quel ouvert U du type décrit ci-dessus muni de trois points A_, A, , A, sur son
bord, et un ouvert particulier U°, en 'occurrence le demi-plan supérieur doté des trois
points —1, 1, co.

On rappelle que le mouvement brownien de dimension 2 est récurrent, et visite donc
presque-stirement le voisinage de tout point. Comme en plus, partant d'un certain point, il
peut suivre localement n’importe quelle trajectoire & une déformation C° prés (théoréme de
support), il s’ensuit que toute courbe ¢ : [0,1] — C sera presque-siirement C’-approchée
par le mouvement brownien au moins une fois, et donc, finalement, que

Avis 2.4.4. Presque-sirement le mouvement finit par quitter U.
On peut décomposer le bord orienté de U en trois intervalles I} = [Ay, A_[, I, =

[A_, Ayf, Is = [A4, A [. Notons p;(z) la probabilité pour le mouvement brownien partant
de x € U de quitter U par l'intervalle ;.

Comme la trajectoire du mouvement brownien, & reparamétrisation du temps prés, est
invariante conforme, on a :

Proposition 2.4.5. Le triplet (pl(-),pg(-),pg(-)) est invariant conforme.

Maintenant nous allons démontrer que, pour l'ouvert Uy = {z € C|Re(z) > 0} avec
A = -1, A% =1, A%, = oo, l'application (pi, ps, p3) réalise une bijection de Uy sur le
triangle T = {(p1, p2,p3) ; Vi p; > 0 et > . p, = 1}, dont nous expliciterons la bijection in-
verse, de sorte que pour un point x € U, on pourra par le calcul des p;(z) en déduire I'image

de x par le biholomorphisme recherché, a savoir 'image réciproque de (pl (x), p2(x), pg(:v))
par (p1, pa,ps) : U® — T

Soit x € Uy. Pour calculer pi(x), resp p3(x), il suffit par invariance par translation se
savoir calculer p_(x + 1), resp. p,(z — 1), ol on pose :

7 = inf{t > 0; Jm(X,) = 0}, (79)

puis

p(z) = P, (sgnRe(X,) = 2) (). (80)

Calculons donc la fontion p_(-). On remarque tout de suite :

Avis 2.4.6. p_(z) ne dépend que de l'argument de z.

Démonstration. C’est di a l'invariance de la trajectoire du mouvement brownien par ho-
mothétie. O

D’autre part,

23. On a py +p_ =1 car, p.s., X; #0.
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Avis 2.4.7. p_(-) est harmonique.

Par l'avis 2.4.6, p_(-) est de la forme p_(#) en coordonnées polaires, donc son laplacien
est r%p’i(@). D’aprés l'avis 2.4.7, il en résulte que p” (f) = 0. Comme par ailleurs il est clair
que p_(0) =0, p_(7) =1, on a finalement p_(0) = 26, soit :

T

p—(2) = : (81)

Repassons en coordonnées réelles. Soit z = (z,y) € R? on suppose connus
p1(2),p2(2), p3(2). D’apres la formule (81) et la valeur de pi(z), z est sur la demi-droite
d’équation

(z,y) = (=1,0) + A(cos(mp1),sin(wp1)), A > 0. (82)
De méme, d’apres la valeur de p3 :
(x,y) € {(1, 0) + )\(COS(W(l —p3)),sin(m(1l — ps)))} . (83)

Finalement on obtient, aprés simplification :
T\ _ 1 sin(ps — p1) (84)
Yy sin(mpg) \ 2sinpysinps /-
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