
L1 2016-2017

Géométrie en petite dimension

Corrigé de l’exercice 7 de la feuille de TD n°6

Exercice 7 : Construction du pentagone régulier
Question 1

Montrer que pour tout 𝜃 ∈ ℝ, on a

cos(5𝜃) = 16 cos(𝜃)5 − 20 cos(𝜃)3 + 5 cos(𝜃).

Soit 𝜃 ∈ ℝ. On a :

cos(5𝜃) = Re(𝑒5𝑖𝜃)
= Re((cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)5)

= Re (
5

∑
𝑘=0

(5
𝑘
)(cos 𝜃)𝑘(𝑖 sin 𝜃)5−𝑘)

= (5
0
)(cos 𝜃)5 − (5

2
)(cos 𝜃)3(sin 𝜃)2 + (5

4
)(cos 𝜃)(sin 𝜃)4

= (cos 𝜃)5 − 10(cos 𝜃)3(1 − (cos 𝜃)2) + 5(cos 𝜃)(1 − (cos 𝜃)2)2

= 16(cos 𝜃)5 − 20(cos 𝜃)3 + 5 cos 𝜃.

Question 2

En déduire que

cos 𝜋
5

= 1 +
√

5
4

cos 3𝜋
5

= 1 −
√

5
4

sin 𝜋
10

= −1 +
√

5
4

sin 3𝜋
10

= 1 +
√

5
4

.

On vérifiera que
16𝑋5 − 20𝑋3 + 5𝑋 + 1 = (𝑋 + 1)(4𝑋2 − 2𝑋 − 1)2.

En développant, on trouve :

(𝑋 + 1)(4𝑋2 − 2𝑋 − 1)2 = (𝑋 + 1)(16𝑋4 − 16𝑋3 − 4𝑋2 + 4𝑋 + 1)
= 16𝑋5 − 20𝑋3 + 5𝑋 + 1.

D’après la question précédente, et comme

cos 𝜋 = cos(3𝜋) = −1,

𝑥 = cos 𝜋
5 et 𝑥 = cos 3𝜋

5 sont des solutions de l’équation

16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥 + 1 = 0.
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Or, d’après la factorisation de 16𝑋5 − 20𝑋3 + 5𝑋 + 1 démontré ci-dessus, les solutions de cette
équation sont

𝑥 = −1 et 𝑥 = 1 ±
√

5
4

.

Comme 0 < 𝜋
5 < 𝜋

2 < 3𝜋
5 < 𝜋 et comme la fonction cos est strictement décroissante sur [0, 𝜋],

on a
−1 < cos 3𝜋

5
< 0 < cos 𝜋

5
< 1,

donc
cos 𝜋

5
= 1 +

√
5

4
et cos 3𝜋

5
= 1 −

√
5

4
.

Pour tout 𝜃 ∈ ℝ, on a :

cos(2𝜃) = Re((cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)2) = (cos 𝜃)2 − (sin 𝜃)2 = 1 − 2(sin 𝜃)2,

donc (sin 𝜃)2 = 1−cos(2𝜃)
2 . En particulier, on a

(sin 𝜋
10

)
2

= 3 −
√

5
8

et (sin 3𝜋
10

)
2

= 3 +
√

5
8

.

Comme

(−1 +
√

5
4

)
2

= 3 −
√

5
8

et (1 +
√

5
4

)
2

= 3 +
√

5
8

,

on en déduit

sin 𝜋
10

∈ {±−1 +
√

5
4

} et sin 3𝜋
10

∈ {±1 +
√

5
4

} .

Finalement, comme la fonction sin est à valeurs strictement positives sur ]0, 𝜋[, donc en 𝜋
10 et

en 3𝜋
10 , on en déduit

sin 𝜋
10

= −1 +
√

5
4

et sin 3𝜋
10

= 1 +
√

5
4

.

Question 3

Quelle est la longueur des côtés d’un pentagone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1 ? celle
d’un décagone régulier ?

Soit 𝐴0𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 un pentagone régulier inscrit dans un cercle 𝒞 de centre 𝑂 et de rayon 1.
Pour simplifier les notations, on pose 𝐴5 = 𝐴0. Les triangles 𝑂𝐴𝑖𝐴𝑖+1, pour 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 4, sont
isocèles en 𝑂 (car les points 𝐴𝑖 sont tous sur le cercle 𝒞 de centre 𝑂), et ils sont isométriques car
ils ont les mêmes longueurs de côtés (car le pentagone est régulier). On en déduit en particulier
que les angles ̂𝐴𝑖𝑂𝐴𝑖+1 sont tous égaux, et donc que leur mesure est 2𝜋

5 .
Le théorème d’Al-Kashi appliqué au triangle 𝑂𝐴0𝐴1 donne alors

𝐴0𝐴2
1 = 𝑂𝐴2

0 + 𝑂𝐴2
1 − 2 𝑂𝐴0 𝑂𝐴1 cos ̂𝐴0𝑂𝐴1

= 2 − 2 cos 2𝜋
5

= 2 − 2 (2 (cos 𝜋
5

)
2

− 1)

= 4 − 4 (cos 𝜋
5

)
2

= 4 − 4 (1 +
√

5
4

)
2

= 5 −
√

5
2
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On en déduit donc que la longueur des côtés d’un pentagone régulier inscrit dans un cercle de
rayon 1 est :

√5 −
√

5
2

.

𝑂

𝒞
𝐴0

𝐴1

𝐴2 𝐴3

𝐴4

Un raisonnement analogue dans la cas du décagone régulier donne que la longueur des côtés
d’un décagone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1 est

√2 − 2 cos 2𝜋
5

= 2 sin 𝜋
10

= −1 +
√

5
2

.

Question 4

On considère la construction suivante :

𝑂

𝒞

𝐴 𝐵

𝒞1

𝐶

𝐷

𝑃

𝑄

𝑅0 𝑅1

𝑆0 𝑆1

Ω

Les segments [𝐴𝐵] et [𝐶𝐷] sont deux diamètres orthogonaux d’un cercle 𝒞 de centre 𝑂. Notons
𝒞1 le cercle de diamètre [𝐴𝑂], et 𝑃 et 𝑄 les points d’intersection du cercle 𝒞1 et de la droite
passant par 𝐶 et par le centre de 𝒞1. Soient 𝑅0 et 𝑅1 les points d’intersection de 𝒞 et du cercle
de centre 𝐶 passant par 𝑃, et soient 𝑆0 et 𝑆1 les points d’intersection de 𝒞 et du cercle de
centre 𝐶 passant par 𝑄. Calculer les longueurs 𝐶𝑃 et 𝐶𝑄.

Notons Ω le milieu du segment [𝑂𝐴]. On a alors 𝑂Ω = 1
2𝑂𝐴. D’après le théorème de Pythagore

appliqué au triangle rectangle 𝑂𝐶Ω, on a

𝐶Ω = √𝑂𝐶2 + 𝑂Ω2 = 𝑂𝐴√1 + 1
4

= 𝑂𝐴
√

5
2

.
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Comme Ω𝑃 = Ω𝑄 = 𝑂Ω = 1
2𝑂𝐴, puisque 𝑂, 𝑃 et 𝑄 sont des points du cercle 𝒞1 de centre Ω,

et comme les points 𝐶, 𝑄, Ω et 𝑃 sont alignés par construction de 𝑃 et 𝑄, on en déduit

𝐶𝑃 = 1 +
√

5
2

𝑂𝐴 et 𝐶𝑄 = −1 +
√

5
2

𝑂𝐴

si 𝑃 et 𝑄 sont choisis comme sur la figure (sinon, échanger 𝑃 et 𝑄).

Question 5

En déduire la mesure des angles 𝐶𝑂𝑅0 et 𝐶𝑂𝑆0.

On a 𝐶𝑅0 = 𝐶𝑃 = 1+
√

5
2 𝑂𝐴 par construction. D’après le théorème d’Al-Kashi appliqué au

triangle 𝐶𝑂𝑅0, on a

cos 𝐶𝑂𝑅0 = 𝑂𝐶2 + 𝑂𝑅2
0 − 𝐶𝑅2

0
2 𝑂𝐶 𝑂𝑅0

=
2 − (1+

√
5

2 )
2

2

= 1 −
√

5
4

,

donc la mesure de l’angle 𝐶𝑂𝑅0 est 3𝜋
5 .

De même, avec le triangle 𝐶𝑂𝑆0, on trouve

cos 𝐶𝑂𝑆0 =
2 − (−1+

√
5

2 )
2

2
= 1 +

√
5

4

donc la mesure de l’angle 𝐶𝑂𝑆0 est 𝜋
5 .

Question 6

En déduire que les points 𝐷𝑅0𝑆0𝑆1𝑅1 forment un pentagone régulier.

Si les points sont choisis comme sur la figure, on a

̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑅0) = ̂( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶) + ̂( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑅0) = 𝜋 − 3𝜋
5

= 2𝜋
5

(mod 2𝜋)

̂( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑆0) = ̂( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶) + ̂( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑅0) = 𝜋 − 𝜋
5

= 4𝜋
5

(mod 2𝜋)

et par symétrie par rapport à la droite (𝐶𝐷) (qui échange 𝑅0 avec 𝑅1, et 𝑆0 avec 𝑆1, puisque
le cercle 𝒞 de diamètre [𝐶𝐷] et les cercles de centre 𝐶 passant par 𝑃 et 𝑄 respectivement ont
leur centre sur cette droite, et en particulier sont invariants par cette symétrie), on en déduit

̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑅1) = −2𝜋
5

(mod 2𝜋) et ̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐷, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑆1) = −4𝜋
5

(mod 2𝜋),

donc les points 𝐷𝑅0𝑆0𝑆1𝑅1 forment bien un pentagone régulier.
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