
L1 2016-2017

Géométrie en petite dimension

Examen de décembre 2016 (corrigé)

Exercice 2 (5 points)
Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle non aplati dans un plan euclidien. Soit 𝐻 le point d’intersection des
hauteurs issues de 𝐵 et de 𝐶.

Question 1

Faire une figure en plaçant les éléments indiqués.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻

Question 2

En utilisant les axiomes du produit scalaire, montrer que

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴.

Les noms ou énoncés des axiomes utilisés pendant le calcul doivent figurer sur la copie.

Le produit scalaire ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 se calcule comme

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 = (− ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴) ⋅ (−⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴)
= (−1)(−1) ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴 par linéarité par rapport à chaque argument
= ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴
= ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 par symétrie.

Question 3

Montrer en utilisant la formule de Chasles que

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴.
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Le produit scalaire ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶 se calcule comme

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶 = ( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻) ⋅ ( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶)
= ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶

par linéarité par rapport à chaque argument
= ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴.

car par hypothèse la hauteur (𝐵𝐻) est orthogonale au côté (𝐴𝐶) et donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 = 0.

Question 4

En déduire que la droite (𝐴𝐻) est la hauteur issue de 𝐴.

En reprenant le calcul précédent, à l’aide de la relation obtenue à la première question

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴
= ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴
= ( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻) ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 par linéarité par rapport au premier argument
= (⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐻) ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐶𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 par la relation de Chasles
= 0

car par hypothèse la hauteur (𝐶𝐻) est orthogonale au côté (𝐴𝐵) et donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐶𝐻 ⋅ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 = 0. La
droite (𝐴𝐻) est donc orthogonale au côté (𝐵𝐶) et passe par le sommet 𝐴 : c’est donc la hauteur
issue de 𝐴.

Question 5

Montrer que les hauteurs de 𝐴𝐵𝐶 sont concourantes.

Comme la hauteur issue de 𝐴 passe par le point d’intersection 𝐻 des hauteurs issues de 𝐵 et
de 𝐶, les trois hauteurs sont concourantes en 𝐻.

Question 6

Faire une nouvelle figure complète, en partant du même triangle 𝐴𝐵𝐶.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻
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Exercice 3 (3 points)

Soit 𝐴 et 𝐵 deux points d’un plan euclidien 𝐸. Construire à la règle et au compas un point 𝐶
tel que le triangle 𝐴𝐵𝐶 soit rectangle et isocèle en 𝐶. On justifiera la construction.

Analyse : supposons que la construction est faite. Comme le triangle 𝐴𝐵𝐶 est isocèle en 𝐶, le
point 𝐶 est sur la médiatrice du segment [𝐴𝐵]. Comme le triangle 𝐴𝐵𝐶 est rectangle en 𝐶, le
point 𝐶 est sur le cercle de diamètre [𝐴𝐵]. Le point 𝐶 est donc à l’intersection de la médiatrice
du segment [𝐴𝐵] et du cercle de diamètre [𝐴𝐵].
Construction

𝐴 𝐵

𝐶

Exercice 4 (7 points)

Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle non aplati dans un plan euclidien 𝐸. On notera
𝐺 le centre de gravité de 𝐴𝐵𝐶, qui est le barycentre des points massifs (𝐴, 1), (𝐵, 1) et
(𝐶, 1),
𝑂 le centre de son cercle circonscrit, qui est le point d’intersection de ses médiatrices,
𝐻 son orthocentre, qui est le point d’intersection de ses hauteurs,
et 𝐴′ le milieu du segment [𝐵𝐶].

Question 1

Question préliminaire de cours : Soit Ω un point de 𝐸 et 𝑘 un nombre réel non nul. Soit 𝐴 et
𝐵 deux points distincts dans 𝐸. Montrer que l’image de la droite (𝐴𝐵) par l’homothétie ℎ de
centre Ω et de rapport 𝑘 est une droite parallèle à (𝐴𝐵).

Cf. votre cours.
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Question 2

Écrire la définition du fait que 𝐺 est le barycentre de (𝐴, 1), (𝐵, 1), (𝐶, 1).

On a donc
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝐶 = ⃗0.

Question 3

Montrer que le centre de gravité 𝐺 de 𝐴𝐵𝐶 vérifie

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝐴 = −2 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐺𝐴′.

On utilise une propriété du barycentre : 𝐺 étant le barycentre des points massifs (𝐴, 1), (𝐵, 1)
et (𝐶, 1), il vérifie que pour tout point 𝑀 du plan, 1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 + 1. ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 + 1.⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐶 = (1 + 1 + 1) ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐺.
Prenons 𝑀 = 𝐴′. L’égalité précédente devient : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐶 = 3 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐺. Mais 𝐴′ étant le
milieu de [𝐵𝐶], on a que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐶 = ⃗0. Il nous reste donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐴 = 3 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐺, donc par Chasles :
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐺+ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝐴 = 3 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐺, d’où ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝐴 = −2 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐺𝐴′.

Question 4

En déduire l’image de la médiatrice de [𝐵𝐶] par l’homothétie de centre 𝐺 et de rapport −2.

Appelons 𝑑 la médiatrice de [𝐵𝐶]. D’après l’égalité vectorielle obtenue question 2), l’homothé-
tie de centre 𝐺 et de rapport −2 envoie le point 𝐴′ sur le point 𝐴. L’image de 𝑑 par cette
homothétie est donc une droite 𝑑′ passant par le point 𝐴 (car 𝐴′ ∈ 𝑑), qui est parallèle à 𝑑
(question préliminaire). Alors, 𝑑 étant perpendiculaire à (𝐵𝐶), 𝑑′ l’est également. 𝑑′ est donc
perpendiculaire à (𝐵𝐶) et passe par le point 𝐴 : c’est la hauteur du triangle 𝐴𝐵𝐶 issue de 𝐴.

Question 5

Montrer que 𝐻 est l’image de 𝑂 par l’homothétie de centre 𝐺 et de rapport −2.

En généralisant le raisonnement précédent, on a vu que si 𝐺 est le centre de gravité de 𝐴𝐵𝐶
et si ℎ est l’homothétie de centre 𝐺, de rapport −2, alors ℎ envoie les médiatrices des côtés
de 𝐴𝐵𝐶 sur les hauteurs du triangle 𝐴𝐵𝐶 (la médiatrice de [𝐵𝐶] est envoyée sur la hauteur
issue de 𝐴, etc.). Comme 𝑂 appartient aux 3 médiatrices des côtés de 𝐴𝐵𝐶, son image par ℎ
appartient aux 3 hauteurs du triangle 𝐴𝐵𝐶. Comme ces trois hauteurs sont concourantes en
𝐻, l’image ℎ(𝑂) de 𝑂 par l’homothétie ℎ ne peut être que le point 𝐻.

Question 6

En déduire que le centre de gravité 𝐺 de 𝐴𝐵𝐶, le centre 𝑂 de son cercle circonscrit et son
orthocentre 𝐻 sont alignés.

Puisque l’homothétie de centre 𝐺 et de rapport −2 envoie 𝑂 sur 𝐻, on a par définition des homo-
théties : ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐺𝐻 = −2⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝑂. Les vecteurs ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐺𝐻 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝑂 sont donc colinéaires, ce qui donne l’alignement
des points 𝐺, 𝐻 et 𝑂.
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Question 7

Montrer que
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐻 = 3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝐺 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶.

L’égalité 3⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝐺 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐶 résulte de la propriété de 𝐺 comme isobarycentre des points
𝐴,𝐵,𝐶 énoncée à la réponse 2). Pour la première égalité, on repart de ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐺𝐻 = −2⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝑂, que l’on
réécrit ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐺𝐻 = 2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝐺. Par Chasles, il vient ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝑂 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐻 = 2⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝐺, d’où l’égalité voulue.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐴′

𝐺 𝑂𝐻

Exercice 5 (6 points)

Dans le plan complexe, on considère trois points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 d’affixes 𝑎, 𝑏 et 𝑐.

Question 1

Donner l’expression des normes de ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 en fonction de 𝑎, 𝑏 et 𝑐.

On a ‖ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵‖= |𝑏 − 𝑎| et ‖ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶‖= |𝑐 − 𝑎|.

Question 2

Donner l’expression d’une mesure de l’angle de vecteurs ̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵) en fonction de 𝑎, 𝑏 et 𝑐.

On a Mes ̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵) = arg( 𝑏−𝑎
𝑐−𝑎).

Question 3

On suppose que 𝐵 est l’image de 𝐶 par la rotation de centre 𝐴 et d’angle 𝛼, avec 𝛼 un réel.
Donner la formule traduisant ceci en fonction de 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝛼.

« Le point 𝐵 est l’image du point 𝐶 par la rotation de centre 𝐴 et d’angle 𝛼» se réécrit :
𝑏 = (𝑐 − 𝑎)e𝑖𝛼 + 𝑎.
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Question 4

Que peut-on dire du triangle 𝐴𝐵𝐶 si l’on a :

𝑏 − 𝑎
𝑐 − 𝑎

= 1
2
+ 𝑖

√
3
2

ou 𝑏 − 𝑎
𝑐 − 𝑎

= 1
2
− 𝑖

√
3
2

?

D’après la question précédente on a 𝑏 − 𝑎 = (𝑐 − 𝑎)e𝑖𝛼, donc en prenant le module on obtient
|𝑏 − 𝑎|= |𝑐 − 𝑎|, c’est-à-dire 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶.
De plus, les deux cas proposés pour 𝑏−𝑎

𝑐−𝑎 correspondent à Mes ̂( ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶, ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵) = ±𝜋
3 .

Ainsi, dans ces deux cas, le triangle 𝐴𝐵𝐶 est isocèle en 𝐴 avec 𝐵𝐴𝐶 = 𝜋
3 , donc équilatéral.

Question 5

Montrer que 𝐴𝐵𝐶 est un triangle équilatéral si et seulement si

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐.

Indication : on pourra utiliser le fait que (𝑋 − 𝑒𝑖 𝜋
3 )(𝑋 − 𝑒−𝑖 𝜋

3 ) = 𝑋2 −𝑋 + 1.

On remarque que si 𝐴𝐵𝐶 est équilatéral, alors 𝑏−𝑎
𝑐−𝑎 est comme dans la question précédente.

Donc finalement, le triangle 𝐴𝐵𝐶 est équilatéral si et seulement si 𝑏−𝑎
𝑐−𝑎 = e±𝑖 𝜋

3 . Or

(𝑋 − 𝑒𝑖 𝜋
3 )(𝑋 − 𝑒−𝑖 𝜋

3 ) = 𝑋2 −𝑋 + 1,

donc 𝐴𝐵𝐶 est équilatéral si et seulement si 𝑏−𝑎
𝑐−𝑎 est solution de 𝑋2 −𝑋+1 = 0. En remplaçant

et en réorganisant les termes on trouve finalement le résultat recherché.
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