Lycée St Joseph Lundi 8 septembre 2025
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (ATS 2025)
Partie A

1) Soit k € N*, et x € [k, k + 1[. Par définition de la partie entiere, |x| = k. Donc

1
g(x):Epourk<x<k+l

2) Représenter les fonctions f et g sur Uintervalle [1,6].

3) Par définition de la partie entiére, pour tout x € [1,4o0[, on a |z| < z. Par conséquent, par décrois-
sance de ¢ +— 1/t sur RY,
1 1
0<—-—< +—
x|z
Par croissance de I'intégrale, il vient
0< I, < Jy

n—l gt
4) Par Chasles, J, = Z / g(z) dz. En remplacant par I'expression trouvée a la question 1,
k
k=1

n—1 1
Jn = E = anl
k=1
Partie B
8) Soit k > 2.
vVt e [k —1,k], O0<k-1<t<k
1 1 1
= Vtelk—1k], Z < : < ] (décroissance de ¢t — 1/t sur R )
— ! /kldt</k1dt</k Logt= 1 (oo de Vintégrale)
= —dt < —dt < ——dt = —— (croissance de 'intégrale
kS k o1 hak—1 0 k-1 &
Ainsi,
1 ko1
Vk>2 —< / —dt
k b1t
Et I'inégalité de droite s’écrit, décalant les indices,
k+11q 1
k>, [ Sar< s
k t k
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9) Pour tout k > 2, la question précédente donne 1’encadrement

k+11 1 k 1
/ Sdt< / S
k k= k—1t

Soit n > 2. En sommant de k = 2 a n, il vient
/nHldt Z/ anl Z/ —dt / Lar
2 k= N t

b
Or/ 2 dt = ), = In(t) - In(a), d'on

In(n+1) —In(2) < H, — 1 < In(n)

Comme, de plus, In(2) < 1 < 1, en sommant avec I'encadrement précédent il vient

‘Vn} 1, In(n+1) <Hn<ln(n)+1‘

10) In(n+1) =In(n) + In(1 + 1/n).
Or, par composition de limites, EI_T’_I In(1+1/n) =0, c’est-a-dire In(1 +1/n) = o(1) :
n

In(n+1) =In(n) + o(1)

Do,

lim In(n+1)

=1
n—-+oo ln(n)

11) Soit n > 2. L’encadrement de la question 9 s’écrit, en divisant par In(n) > 0
In(n+1) < H, o 1
In(n) In(n)

| 1
D’apres la question 10, lim M
n—+00 ]n(n)

=1, et le membre de droite tend aussi vers 1.

Ainsi, par encadrement, lim =1, c’est-a-dire

n—+o0 In(n)

H, ~In(n)
12) Vn: n+1_Un On e erire 1 1 B n+1-—1 - n
= Hpy1 —In(n+1) — Hy, +In(n) n peut cerire 1= n+1  n+1 n+1
1 n+1-—1 mettant au méme dénominateur pour trouver la for-
= nt1 +In ( n+1 > mule souhaitée. On pourrait aussi préférer la formule
1 1 —In(1 + /n) qui donne un développement en 1/n a
= +In(1-— ) la fir
nt1l ( nt1 la fin.
Conclusion :
1 1
e (e 1)
"on+1 n+1
,u2
13) Développement limité : in(1 —u) = —u — 5 + o(u?)

en
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Or 1/(n+1) ~ 1/n, donc 1/(n+ 1)? ~ 1/n? et

1 1
Vn—w“(nz)
1

1
14) D’apres la question 13, |V,,| ~ 2.3 Or Z — est une série de Riemann convergente (o = 2 > 1).
n n

Dong, par théoreme de comparaison, E V., converge absolument donc converge :

‘ La série de terme général V,, converge

15) Soit n > 1 fixé. La série Z V., est télescopique :

> V=Y (Ukt1 = Uk) =Upp1 — s
k=1 k=1

“+o0o
Notons ¢ = Z Vi, en remarquant que Uy = H; —In(1) = 1, il vient
k=1

lim U,=0+U;=0+1

n—-+o0o

Donc

La suite (Uy),,cn+ converge

16) En écrivant la limite ci-dessus & 'aide d’un petit o, il vient U,, = v 4 o(1). D’ou

‘Hn = In(n) +7+0(1)‘

La constante v s’appelle la constante d’Euler.

Exercice 2 (D’apres Centrale PC 2025)

Partie A — Préliminaires

1) a) Soit (s,t) € R% La fonction sinus est dérivable sur R, de dérivée cosinus. Donc l'inégalité des
accroissements finis, entre s et ¢, s’écrit

[sin(s) = sin(t)| < ( sup |cos(h)|)|s 1

h entre s et t

Or |cos| < 1. D’ou

V(s,t) € R%  |sin(s) —sin(t)| < |s — ¢

b) Soit h >0, et (s,t) € R? tel que |t — 5| < h.
D’apres la question précédente, |sin(s) — sin(t)| < |s — ¢|. D’ou

|sin(s) —sin(t)| < h

Cette majoration étant vraie pour tout couple (s, t) tel que |t — s| < h, on peut passer a la borne
supérieure :

wg(h) < h

2) a) 1i) La fonction |g| est continue sur le segment [0,27], donc, d’aprés le théoréeme des bornes
atteintes, bornée et atteint ses bornes. Notons M la borne supérieure. Par 27-périodicité, |g|
admet M pour borne supérieure sur R. Ainsi, M = ||¢|c :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Constante_d%27Euler-Mascheroni

DST 1

llglloo existe

ii) Soit A > 0. Par définition, wy(h) = sup&}. Pour montrer que wy(h) est réel, il suffit de
montrer que &), est majoré. Or, pour tout (s,t) € R?,

lg(s) —g(@®)] < lg(s)] +19(t)] < 2]|glloo

Donc &}, est majoré par 2|g|oo :

wg(h) est un réel bien défini

b) Appliquons & nouveau I'inégalité des accroissements finis, & g désormais. La fonction ¢ est conti-
;. . N . / .
nue et 27 périodique, donc, d’apres 2.a.i, ||¢'||«o existe.

V(s,t) €R? g(s) — g(t)] < llg'llols — t| < hllg[|oo

Ainsi, en passant a la borne supérieure,

Vh >0, wy(h) <hllglloo

Par encadrement,

}ng[l) wg(h) =0

3) a) Avec les notations de la question 2.a.ii, &, C & car
l9(s) —g(O)] <h < W

D’ou, en passant aux bornes supérieures,

h < h = wy(h) < wgy(h)

h B
b) Soit (s,t) € R? tel que |s —t| <h+h, et u= h+h’s+h—i—h’t' Comme
s—u—h+h/_h5— B y
 h+ W h+n
h/
A
/
. __" e _ / . /
= |s — ul h+h"s t|<h car [s —t| <h+h

Il vient donc |g(s) — g(u)| € &, : |g(s) — g(

g(s) —g(t)
|

= [g(s) —g(t)

)| < wg(h'). De méme, |g(u) — g(t)| < wy(h).

9(s) = g(u) + g(u) — g(t)

< lg(s) = g(w)] +[g(u) = g()]
< wy(h') + wy(h)

S

En passant a la borne supérieure, il vient

wy(h+ 1) < wy(h) + wy(H)

c) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: wy(nh) <nwg(h)

est vraie pour tout n > 1.

e H; est immédiat.
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o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.

wg((n +1)h) < wy(nh) +wy(h) (3b)
< (n+ Dwy(h) (Hn)

Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn > 1 wy(nh) < nwy(h)

Soit A > 0. Par croissance (3a), wg(Ah) < wy((|A] +1)h). Puis, en appliquant le résultat ci-dessus
an= |\ +1,

YA> 0, wy(Ah) < (1+ Nwy(h)

4) Soit G une primitive de g, donc une fonction € telle que G’ = g. Pour tout = € R, posons

T+x
flz) = /m g(t) dt = G(x + 7) — G(—7 + z)

En dérivant, il vient, pour tout x € R, f'(x) = g(7 + x) — g(—7 + ) = 0 par 2r-périodicité de g.
Donc f est une fonction constante : Vo € R, f(x) = f(0) = G(7) — G(—m). C’est-a-dire

T+ ™
Ve € R, / / g(t) dt.

W+I -7

5) Linéarité : Soient p,q € 7:12 et A € C. D’apres I’énoncé, \p + g € Ty, et
Vee R ACw+a)@) = [ (a9 de

— [ Mo = g(t) + ala ~ t)g(t) dt
= MA(p)(z) + A(g)(x) (par linéarité de l'intégrale)

Donc A est linéaire.

n
A:Tp =Ty :Soitp:az+— Z cpe’™ e T, Soit = € R.
k=—n

= Z dye*® ol dy = ck/ e_iktg(t) dteC

Donc A(p) € Ty,. Conclusion :

S

A e Z(Tn)

Partie B
I — La fonction J,
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6) Soit t € R, t ¢ 277Z. Comme e # 1,

noo n Nk 1 — etntl)t
ikt __ it _
Puis
-t n .
@n(t) — o M3 Z ezkt
k=0
pi(n+1)t/2 (e—i(n+1)t/2 _ 6i(n+1)t/2)
= eini%
cit/2 (e—it/2 _ ez’t/2>
_ —2isin((n + 1)t/2)
 —2isin(t/2)
Ainsi,
4
sin(n + 1) sin(n + 1)
onlt) = Dz o) <()2>
Sin bl S1n 5
7) Soit t € R.

2
n
90721(75) _ e—int (Z eikt)
k=0
n n
— e—int Z eikt Z ez'pt
k=0 p=0
n o n
_ Z Z ei(p+kfn)t

k=0p=0

Lorsque (p, k) € [0,n]?, p+k —n € [—n,n], donc

o2 €Tn

n
Posons (ck)ke[—nn] € R2"1 tels que 2 (t) = Z cre'™. Alors, pour tout ¢ € R,

k=—n

Fa(t) = (p5(1)?
_ Z L Z cpe'?t

k=—n p=—n

n n
= Z Z ckcpe"(“k)t

k=—np=—n

De méme, pour (p, k) € [-n,n], p+ k € [—2n,2n], donc

De plus, pour tout t € R,
-t n .
Spn(_t) — M3 Z efzkt
k=0

n
— 3 Z elk=n)t Par changement d’indice k +— n — k
k=0

n
it ;
— o M3 2 :ezkt
k=0

= ‘Pn(t)

Donc ¢, est paire. Par conséquent,
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8)

‘La fonction f, est paire

Pour la parité, on peut aussi utiliser la formule obtenue au 6, qui donne instantanément p,, paire comme quotient
de fonctions impaire, sur R\ 2nZ. Puis ¢, étant continue comme somme finie de fonctions continue (avec la
formule a base d’exponentielles), p,, est paire sur R.

Avertissement : L’énoncé d’origine demandait de montrer que @, et gon appartiennent a Ty, ce qui
est faux pour p, dans le cas impair.

D’apres la formule obtenue a la question 6, f,, est positive sur R \ 27Z. De plus f,, est continue sur R
comme composée de fonctions continues. Donc f, > 0.

Supposons / fn(t) dt = 0. Comme f,, est positive et continue sur [—7, 7], le théoreme de I'intégrale

nulle nous donne f, = 0 sur cet intervalle.
Or ¢,(0) =n+1, donc f,(0) = (n + 1) # 0 (n > 0). Ainsi, par 'absurde,

| ez

Par conséquent,

— </T; fn(t) dt) B > (0 vérifie /7; enfa(t)dt =1

™
II — Une majoration de / |t]J,(t) dt
—T

Soit n € N.

9)

10)

D’apres la question 7, f, est paire, donc

/_7; Falt) dt = Q/OW Fult) dt

et J, = cp fr est aussi paire, donc ¢ — [t] Jy,(t) aussi :

/W 1t] Jn(t) dt = 2/” 1t] Ju(t) dt = 26, /W Lfa(t) dt
_7r 0 0

/tfn(>
|t 2/ fult) dt/ el /fn

D’ou

La dérivée seconde de la fonction sinus sur [0, 7/2] est —sin < 0, donc sinus est concave sur [0, 7/2].

Ainsi, la courbe de sinus est au-dessus de sa corde entre 0 et 7/2, d’équation y = (2/7)x, et sous sa
tangente en 0, d’équation y = x :

2
We[o,ﬁ], Zi<sint <t
2 T

. .. ;. ol AT . . \ /
Ici, la convezité est spécialement efficace. Mais, au pire, vous posez g(t) = sin(t) —t, aprés calcul de g' et tableau
de variations sur [0,7/2], vous obtenez sin(t) < t. Méme méthode pour 'autre inégalité. Vous n’avez pas le droit

de ne pas savoir faire.
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11 a) On peut ruser en utilisant la continuité de p,, et de f,, sur R déja prouvées, puis la question 6. Mais la
¥Fn Jn . )
preuve directe par des équivalent est aussi rapide a écrire, et elle doit étre connue.

Comme sinx ~ x en 0,

=n+1

~
t

sin(n+1)§  (n+1)%
Sin§ %

D’ou

Puis, par composition de limites,

t—0

4
. 1 E
lim ¢ (W) =0

On verra plus tard que ces intégrales sont « faussement généralisées ».
b) Pour tout ¢t €]0, 7], t/2 €]0,7/2] et I'encadrement de la question 10 s’écrit
2 t

0< — x = <sin—
. 2 Sll’l2

> 0, il vient

N |

En élevant & la puissance —4 (tout est positif), puis en multipliant par sin*(n + 1)

. 4

vt €]0, 7], fu(t) = ( —
sin 5
sin*(n + 1)L
Y
Par croissance de l'intégrale,
u ™ sin(n 4 1)L
/0 tfa(t) dt < 7r4/0 TQ dt
2
n+1

t=m donne u:(n+1)§

 sind(n + 1)L 2 i) gipd
/ sin*(n +1)5 dt:(n+1> / 2 sin”u
0 0

. dt dt
Le changement de variable u = (n + 1)5, avec s’écrit

t3 2 u3
Pour les 5/2 — et les 3/2 apres le chapitre intégration : c’est une intégrale généralisée, il faut appliquer
le théoreme de changement de variable, vu qu’il n’y aura pas la question 11a — et le paragraphe « on
admettra » — dans un vrai sujet.

En conclusion :

du

/”tf (t) dt < =* <n+1>2/<n+1>§ sin® u

u3

12) On utilise la partie droite de I'encadrement de la question 10 : pour t €]0, 7], 0 < sin(¢/2) < t/2 puis

™ ™ sint(n + 1)L
n(t) dt > / —— o dt
Le méme changement de variable u = (n 4 1)¢/2 nous donne :
™ sin*(n + 1)§ (n+1)3 sinty
— = dt=2 1 3/ ——dt
/0 (t/2)" (417 ), u

Conclusion :

(n+1)3 gint

/OW Falt) dt > 2(n + 1)3/ L

0 u
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13)

ébut de la parenthese : pour ou a relire apres le chapitre d’intégration
Début de 1 the 5/2 ou a reli es le chapitre d’intégrati

sintu

1

X
u3

Yu € RY, 3
u

R +oo gint y
Or / —du converge d’apres Riemann (o = 3 > 1. Donc, par théoréeme de majoration, / ——du
1 u 1 u

converge absolument donc converge. En conclusion

(n+1)3 gint

u3 du=£1

lim
n—+o0 Jo

De méme, par majoration par 1/ u? sur [1,+00[ et comparaison & une intégrale de Riemann convergente,

+o0 sint
17— du converge.
0 u
(Fin de la parenthese)
in*

Comme u — est une fonction positive, continue, et non identiquement nulle sur R, donc par le

1
u
théoreme de l'intégrale nulle, son intégrale est non nulle :

Vn € N, du >0

/(”"‘1)72r sintu
0 u?

Par conséquent la question 12 nous donne

Q -1 1 (173 gintu !
< -
(/0 fa(®) dt) S 2n+1)3 (/0 ut du)

Puis, avec les question 9 et 13,

<1 x
8n+1) o,

(n+1)% gint

du converge, notons £ sa limite.

La suite u,, = / 3
0 U

(n+1)% sin u
0 ut
vers {1 /0y € R : cette suite est en particulier bornée. Notons M > 0 tel que

La suite v, = du étant croissante, sa limite /3 est non nulle. Donc (uy/v,) converge

ulgM
Un
Al /7r () dt < =M ¢ 10M/8 > 0
ors < , et avec a = )
e 8 “hr1 W m
™ a
Ju > 0/Vn €N ¢, () dt <
o> opnen, [l ars

III — Approximation uniforme par des polynémes trigonométriques
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14) Soit n € N et x € R. Le changement de variable u = x — t donne

Tgle) = - [ f Jo(u)g(e — u) du

Or J,, = cpfn € Tapn donc est 27 périodique, donc u +— Jy,(u)g(x — u) aussi. Or, d’apres la question 4,
I'intégrale sur une période ne dépend pas de I'intervalle considéré :

Thg(z) = /_7; In(u)g(z —u) du

De plus, par définition de .J,,, / Jn(t) dt = 1. Conclusion :
—T

™

Tog(@) = [ Ju®glz—t)dt ot g(z) = /_:Jna)g(x)dt

—Tr

Thg(z) —g(z) = /_: Jn(t)g(z —t) dt — /_: Tn(t)g(z) dt
- /_7; In(t) [9(95 —t) - g(fﬁ)} dt par linéarité de 'intégrale

Ainsi, par inégalité triangulaire (sur les intégrales), comme J,, > 0,

Tug(a) = 9(a)| < [ Ju(bllgle =) = g(a)|

15) a) Soient n € N, z € R et ¢t € R. Par inégalité des accroissements finis (g est €'),
l9(@ =) — g(@)] < sup lg'llz =t = 2 = [lg'lloct]
D’ou, en utilisant la question 14 et .J, > 0,
Tag(@) = 9@ < gl [ 1t19a(0)

_ allgl
n+1

Ainsi, en passant a la borne supérieure pour tout x € R,

d’apres 13

allg'lloo

Vn € N Thg — <
neN, |[Tug — gl < = %5

b) La fonction J, appartient a Ta,, donc, d’apres la question 5, T,g = A(J,) € Tan : (Thg) est
une suite de polynémes trigonométriques. L’inégalité précédente nous permet de conclure, par
encadrement :

(T,g) est une suite de polynémes trigonométriques telle que || 7,9 — 9|0 e 0
n—-—+0oo

16) a) Soient n € N*, t € R* et z € R.
Soit A > 0. Par définition de wy(h), pour tout s,t € R? tel que [’ — s| < h,

l9(s) — g(t)] < wy(h)
Avec s=x —t, ' =x et h = |t| > 0, il vient
l9(z =) — g(2)] < wy(lt])
La question 3c avec A = n|t| et h = 1/n s’écrit alors
l9(z = 1) = g(x)] < wy([t]) < (1 +nt))wy(1/n)

Cette majoration reste vraie dans le cas ou t = 0. Ainsi,

lg(z — 1) — g()] < (1 + nlt]) wy(1/n)

10
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b) Soit n € N* et x € R. La question 14 nous donne

Tag@) — (@) < [ Tu(b)lgla — ) — (o) e

< / Jn(t)(1 + nlt]) wg(1/n) dt D’apres 16a

<wg(1/n)+nwg(1/n)/ Ta(t)]¢] dt car / To(8)]e] dt = 1
na R

< wy(1/n) (1+n—|—1> d’apres 13

Or n/(n+ 1) est bornée car convergente, donc en passant a la borne sup pour = € R,

Sb> 0, Vn €N, [Tug — glloo < buy(1/n)

c) On a admis que }lllg% wg(h) =0, donc nggloo wg(1/n) = 0 et, par majoration,

(T,,g) est une suite de polynomes trigonométriques telle que ||T,,9 — g|/co 4+> 0
n—-—+0oo

FIN DE L’EPREUVE

11



