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Le sujet est composé de trois exercices indépendants.

Exercice 1. Etude d’une équation fonctionnelle

Dans tout I'exercice f:R — R est une fonction définie sur R et a valeurs réelles, A estunréeltelque |A| <1 et a est
un réel quelconque.

+o0o
On pose lorsque cela a un sens : F(x) = Y A" f(x+ na).

n=0

Q1. On suppose dans cette question que f est bornée sur R. Démontrer que F est définie sur R.

Q2. On suppose dans cette question que f est continue et bornée sur R et qu’elle admet une limite finie en +oco
notée ¢.

(a) Démontrer que F est définie et continue sur R.
(b) Déterminer la limite de F en +oo et en fonction de ¢.

Dans la suite, on note £ I'ensemble des applications lipschitziennes de R dans R, c’est-a-dire des applications f pour
lesquelles il existe une constante K telle que : V(x,y) e R?, |f(x) — f(y)| < K|x - yI.

On suppose désormais que f est un élément de £.

Q3. Prouver que £ est un R-espace vectoriel.
Q4. Montrer I'existence de deux réels positifs A et B tels que VxeR, |f(x)| < Alx|+ B.
Q5. En déduire que la fonction F est définie sur R.

Q6. (a) Démontrer que la fonction F appartient a & et vérifie : VxeR, F(x) — AF(x+a) = f(x).
(b) Démontrer que F est 'unique élément Ge £ tel que : VxeR, G(x) - AG(x + a) = f(x).

Q7. On suppose que f est la fonction constante définie par Vx e R, f(x)=1.
Démontrer que f € £ et déterminer la fonction F correspondante.

Q8. On suppose que f est la fonction définie par Vx e R, f(x) = cosx.
Démontrer que f € £ et déterminer la fonction F correspondante.

Exercice 2. Pile je gagne, Face tu perds

On dispose d’'une piéce de monnaie qui donne « pile » avec probabilité 1/2.
On effectue une infinité de fois des lancers successifs de cette piece de maniére indépendante.
On admet qu’on peut modéliser la situation par un espace probabilisé (Q, «#,P).

Pour tout n € N* on note P, (resp. F,) I'événement « le n-ieme lancer donne pile (resp. face) ».

Dans cet exercice toutes les variables aléatoires sont définies sur (Q, o7, P) et discretes a valeurs dans NuU {+oo}. Si X
est 'une d’elles, on a donc X(Q) =N U {+o0}.

+00

Q9. Pour X une variable aléatoire discréte a valeurs dans Nu {+oo}, démontrer que P(X = +o0) =1— Z P(X = n).
n=0
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Q10. En utilisant une variable aléatoire de loi géométrique, démontrer que I'événement « la piéce donne au moins
une fois pile » est de probabilité 1.

Q11. Dans cette question on découpe les lancers par groupe de 3 lancers consécutifs et disjoints.
On note alors Y la variable aléatoire telle que, pour tout n €N, Y = n lorsque la séquence PPF apparait pour
pour la premiére fois lors du (n + 1)-iéme groupe de lancers (c’est-a-dire les lancers de rangs 3n+1 a 3n+3).
Par exemple 'événement {Y = 2} est réalisé lorsque les 3 premiers lancers n’ont pas donné PPF, les lancers de
rang 4 a 6 non plus, par contre aux lancers de rangs 7, 8 et 9 on a obtenu successivement « pile », « pile » et
« face ».
On dira aussi que Y = +oco lorsque la séquence PPF n’apparait jamais.
Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Y +1 et en déduire que la séquence PPF apparait au moins une fois
avec probabilité 1.

On admettra dans la suite que n’importe quelle séquence apparait au moins une fois avec probabilité 1.

On note Z la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le mot PP pour la premiére fois.
D’apreés la propriété admise on sait donc que P(Z = +o0) =0.

Q12. Pour k un entier naturel supérieur ou égal a 2, on note Ay I'événement «les (k- 1)-ieme et k-iéme lancers
donnent pile ». Démontrer que :

1 1
Vk=4, P(Ak)zZ[F"(ZSIC—Z)+EIP(Z=k—1)+|]3’(Z=k)

Q13. En déduire que :
Vk=2, i[P’(sz—l):%[P’(Z:k—l)—i-lP’(Z:k)

Q14. Rappeler le résultat du cours reliant 'espérance de Z et la série )_P(Z = n).
Lutiliser pour démontrer que Z est d’espérance finie et déterminer sa valeur.

Q15. Etablir que :
Vk=2, P(Z=k+2)= ilP(Z: k) + %IP(Z: k+1)

et en déduire la fonction génératrice de Z.

Dans la suite deux joueurs appelés Alice et Bob s’affrontent lors des lancers de la piéce. Alice joue avec la séquence
PPF et Bob avec la séquence FPP ; celui qui voit sa séquence apparaitre en premier remporte la partie.

D’apres le résultat admis la séquence PPFFPP apparait au moins une fois avec probabilité 1 et donc la probabilité
qu’un joueur soit déclaré gagnant est égale a 1 (c’est-a-dire que la partie ne peut pas durer une infinité de tours).

On note X4 (resp. Xp) la variable aléatoire égale au numéro du lancer a 'issue duquel Alice (resp. Bob) est déclaré(e)
gagnant(e), si cela se produit, et a +oo si ce n'est pas Alice (resp. Bob) qui est déclaré(e) gagnant(e). On note aussi
74 (resp. mp) la probabilité que Alice gagne (resp. Bob gagne), c’est- a-dire : m4 =P(X4 < +o0) et g =P(Xp < +00).

Q16. On pose T = min(X4, Xg). Que représente la variable aléatoire T ?

Q17. Soit n=2. En remarquant que I'événement {T = n+1}n P,+1 N P2 N Fpy3 COrrespond soit a la victoire d’Alice au
lancer n+3, ou a celle de Bob au lancer n + 1, ou encore a celle de Bob au lancer n+2, démontrer que :

1 1 1
glP(Tzn+1):[P(XA:n+3)+EIP(XB :n+2)+ZP(XB: n+1)
Q18. Soit n=2. En procédant de méme avec I'événement {T = n+ 1} N F,41 N Py12 N Pyi3, démontrer que :
1 1
g[P(TZn+1)=[I3’(X3=n+3)+ZIP(XA=n+1)

Q19. Démontrer que m4 + 5 =1 puis calculer la valeur de 74 et . Le jeu est-il équitable ?
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Exercice 3. Racines carrées de matrices

Dans cet exercice K =R ou C, n est un entier naturel non nul, et .4, (K) désigne I'espace des matrices carrées d’ordre
n a coefficients dans K.

0o 1 2
Q20. Démontrer que la matrice A= (1 0 1) est diagonalisable et |la diagonaliser.
2 -1 0

Dans la suite, A et M sont deux matrices de .#,[K) qui commutent : AM = M A.

On suppose aussi que A admet n valeurs propres distinctes.

Q21. Démontrer que toute colonne propre de A est aussi colonne propre de M.

Q22. En déduire qu'il existe P e .4, (K) inversible telle que P! AP et P~ MP sont toutes les deux diagonales.

0 1 2
Q23. On considére a nouveau la matrice A=|1 0 1.
2 -1 0
Déterminer le nombre de matrices M € .#5(K) vérifiant M? = A selon que K =R ou que K =C.

Dans la derniére question on suppose que B € ., (R) est une matrice symétrique positive.

Q24. Démontrer qu'il existe une matrice M € .4, (R) symétrique positive telle que M? = B.
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Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME 2024

Option Mathématiques

On se propose dans ce probleme d'étudier la transformation de Fourier et l'inversion de celle-ci.
A cet effet, on associe a toute fonction continue par morceaux et intégrable f: R — R ou C
sa transformée de Fourier T(f) =T f et sa transformée de Fourier conjuguée T(f)=T f, qui
sont deux fonctions définies pour € R par :

Tf(t) = f "~ e M faydu ;T f)= f "~ A fuydu = T f(-0).

(o] (o]

1°) Un premier exemple de transformée de Fourier

... . . 2 .
On étudie ici la transformée de Fourier F' = T f de la fonction f :u — e, définie donc par :
+00 2 .
F(t):f e T e—217rtu du.
a) Etablir que F est définie sur R, de classe C UsurR, et préciser F’(¢).
b) Etablir la relation F”(t) = —2 ¢t F(¢) pour tout nombre réel .

. . 00—y
¢) En déduire la transformée de Fourier F' = T f de f'en admettant que f joo e ™ du=1.

2°) Un second exemple de transformée de Fourier
27 |ul )

On étudie ici pour 7 € N* les transformées de Fourier des fonctions g, : u - exp(—
n

a) Pour tout a € C tel que Re(a) > 0, étudier 'existence et la valeur de l'intégrale g“ e ¥ du.

b) En déduire la transformée de Fourier Tg, de la fonction g,,.

Vérifier que Tg,, est a valeurs positives, et pour tout réel & > 0, préciser lim,,_, o [sup T gn(t)).
|t|]=a

c¢) Par convention, on pose dans ce probléme : fl t|ZaT g,(t)dt = f_ _02’ Tg, () dt+ f;“’T g, () dt.
Vérifier que f ::’ Tg, () dt = 1, et pour tout réel & > 0, preciser lim,,, 1 o fmza Tg, () de.

3°) Premieres propriétés de la transformation de Fourier

On considéere dans cette question des fonctions f, g: R — R ou C avec f continue par morceaux

et intégrable sur R, et g continue, bornée, et intégrable sur R (on posera ||g|., = sup {|g(x)| /x €R}).

a) Etablir que la fonction 7 f est définie sur R, qu'elle est continue sur R, et qu'elle est bornée
par le réel || f1I; = [“°1 /()| dz.

b) Justifier l'existence des deux intégrales suivantes pour tout réel x :

A(x) = f " Iroewd i B = f o ( f T 2imtu gy du) dr.

(o) o

c) Justifier la dérivabilité et expliciter la dérivée des fonctions 4 et B.
d) Déterminer les limites de A(x) et B(x) lorsque x tend vers -oco, puis lorsque x tend vers +oo.
e) En déduire 1'égalité 4(x) = B(x) pour tout réel x, puis la relation suivante :

f " 1 g de = f " 1) Te() dt.

(©e]
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4°) Inversion de la transformation de Fourier
On considere une fonction f: R — R ou C continue par morceaux, intégrable sur R, et dont
la transformée de Fourier 7 f est aussi supposée intégrable sur R.
a) En posant g(u) = e?/™** g, (1) ou x désigne un réel et g, I'une des fonctions introduites au 2°
avec n = 1, puis en exploitant 1'égalité obtenue a la question 3.e), établir que :
f " rolitigmd = [ foe) Tg, (1) dr.

(o) —00

En déduire qu'on a pour tout entier n = 1 et pour tout réel x :

foo Tf(6) €7 g (1) dt =f(X)+f OO(f(X+T)—f(X)) Tg,(7)dr.

(o) (o)
On se propose maintenant de déterminer la limite de chacun des deux membres de cette égalité.

b) Déterminer lim,,, ;o f_ J;:’ T1 (1) g2inxt gn(2) dt en fonction de T(T f) (x).

On suppose désormais que le réel x est un point de continuité de la fonction f, de sorte qu'on a :
Ve>0),da>0),VteR) : |rl=a = |fx+1)-f(¥)|=<e

c) Avec les notations introduites ci-dessus, établir, en découpant l'intervalle d'intégration, que :

foo(f(HT)—f(x))Tgn(T)dT < 8+(sup Tgn(T)]IIf||1+If(x)| Tg,(7)dr.

00 IT|za IT|=a

A T'aide des résultats obtenus au 2°, déterminer alors lim,,_, o f_ J;:C’ (f&x+71)- f(x) Tg,(7)dr.

d) En déduire qu'en tout point de continuité x de la fonction £, on a 1'égalité T(T 1) (x) = f(x).

5°) Application a la recherche d'autres transformées de Fourier

a) En exploitant ces résultats, préciser la transformée de Fourier de la fonction G| : u - 5
1+u

b) On considére un nombre complexe a de partie réelle strictement positive et, pour tout neN,
. , . n _ . .
les fonctions 4, définies sur R par : h,(u) = ”—' e Usiu=0,et:h,(u)=0siu<0.
n:
Déterminer Th, puis plus généralement T4, pour n eN.

¢) Quelle est la transformée de Fourier de la fonction H, : u — S S pourn=17?
(a+2imuyt*!

Que peut-on dire ducasn =0 ?
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Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME
2023

Epreuve de Mathématiques MP — MPI — PC — PSI

Soit I un intervalle de Retn € N :
— C"(I) désigne I'ensemble des fonctions de classe C™ sur I et a valeurs dans R;

— C™P™(I) désigne I'ensemble des fonctions de classe C™ par morceaux sur I et a valeurs dans R ;

— C5. I'ensemble des fonctions de classe C™ sur R, 27-périodiques et a valeurs dans R ;

— C3P™ I'ensemble des fonctions de classe C™ par morceaux sur R, 2m-périodiques et 3 valeurs dans R ;
fa+h) + fla—h)

— pour toute fonction f € C5.F™, on définit sa régularisée fpar:Vz €R, f(z) = %irr%) 5 ;
—
— on pourra dire qu'une fonction est normalisée lorsqu’elle sera confondue avec sa régularisée ;
— I'ensemble des fonctions normalisées de C5-P"™ sera noté Cp:P™.
1 Projection sur I'espace des polynomes trigonométriques
1 2
On considére I'application < ., . > définie par < f, g > = o f(t)g(t) dt pour f et g dans COP™(R).
™ Jo
1. Vérifier que < ., . > est un produit scalaire sur Cgﬂ.
2. <.,.> est-il un produit scalaire sur C3:*™ ? Justifier votre réponse.
3. Montrer que < ., . > est un produit scalaire sur C~207;pm.

On muni (?Qofm du produit scalaire < ., . >.
On note ||.||, la norme associée a ce produit scalaire, définie par : Vf € Co?™, || flly = V/< f, f >.

On définit pour tout n € N, les fonctions de Cy:P™ suivantes : ¢, : t — cos(nt) et s, : t — sin(nt).
On pose F,, = Vect(co,c1,...,Cn,81,-..,8n) pour n € N.

4. Soit n € N, montrer que la famille (co,c1,...,¢Cn, S1,--.,Sn) est orthogonale.

5. Déterminer la norme de ¢,, pour n € N puis celle de s,, pour n € N*.
En déduire une base orthonormée de F,, pour n € N.

6. Soit f € C;;pm et n € N, déterminer une expression de p,(f), la projection orthogonale de f sur F,.

2 Coefficients et série de Fourier

Soit f de CoP™ on définit (an(f))nen et (bn(f))nen+ les coefficients de Fourier de f par :

27
VneN , an(f) = % F(t) cos(nt) dt
0
2T
Vn € N*, b,(f) = % f(t)sin(nt) dt
JO

On définit également S(f) la série de Fourier de f par :

+oo
Ve e R, S(f)(z) = a(f) + Z (ar(f) cos(kx) + bi(f) sin(kx))

2
k=1

page 1 sur 3
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et S, (f) la fonction définie par : Vz € R, S, (f)(z) = aoéf) + > (ag(f)cos(kzx) + bi(f) sin(kx)) pour tout

k=1
entier n € N.

7. Soit f € C3:P™, montrer que :
— si f est impaire alors Vn € N, a,,(f) =0;
— si f est paire alors Vn € N*| b,,(f) = 0.

b
8. Soit f € C'([a,b]) et = un réel strictement positif. Montrer que 11111 / f(t)e™t dt = 0.
Tr—r+0o0 a

Que peut-on en déduire concernant (a,(f))nen et (bn(f))nen pour une fonction f € C%W ?

3 Intégrale de Dirichlet

. 2 sin((2n+ 1)t 2 sin((2n + 1)t
| On définit les intégrales suivantes : Vn € N, I, :/ w dt et J, = / w dt.
0 sin (¢) 0 t
9. Montrer que (I,)nen est constante et que lim I, = T
n—+oo 2

t—sint m
ent est prolongeable en une fonction de C* <[0, 5}) et préciser le prolongement.
sin

T
11. Détermi li I, — J,). En dédui lim J, = —.
éterminer naufoo( . .). En déduire que Jim =g

+0o0o : +00 :
Sin ¢ Sin ¢
12. En déduire que / % dt converge puis que / i dt = T
0 0

10. Montrer que ¢ +—>

t 2

4 Théoreme de Dirichlet

I On fixe dans cette partie = € R et f € Cy)"™.

us

n

1 sin((n+ %) u
13. Soit u un réel qui n'est pas un multiple de 2w. Montrer que Vn € N*, =~ + Zcos(ku) = M
2 Pt 2sin (%)

T g 1 _
14. Montrer que Vn € N, S, (f)(z) = %/ Sln((;s;;zz,(i) w) f(u) du.
- =

T o 1
15. En déduirequeVn € N, S, (f)(z) = l/ qm((niJrf

) u) 17 sin((n+ 1))
ey e [ S e
16. Conclure que v € N, S,(f)(e) =~ [ W (f(u+a) + (o~ ) du
2

17. On considére la fonction h définie par :

sin 5 2 - f(@)

Yu €]0, 7], h(u) = 1 (f(x+u)+f(x,u) B )

Montrer que h est prolongeable en une fonction continue par morceaux sur [0, 7).

On pourra noter f(z1) = tlim+ f@) et f(z7) = flimﬁ ).

On admet, pour la question 18 uniquement, le lemme de Riemann-Lebesgue :

b
v e (b)), tim [ fo d=0

18. Montrer que Vn € N, S,,(f)(z) — f(z) = ! /7r h(u) sin((n + %) u) du puis que S(f)(z) = f(x).
T Jo

page 2 sur 3
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+o0 +oo
On définit a présent F' : :Un—>/ COS"E)dtG n—>/ MdtetH:zH/
0

Etude d’une fonction auxiliaire

L+t t2)?

19. Montrer que F' est définie sur R, continue sur R et paire.
2
20. Montrer que Yz € R}, F(z) = ;G(az)
21. Montrer que G est dérivable sur R et que Vo € RY, G'(z) = F(z) — H(z).
22. Montrer que H est dérivable sur R}, et que Vz € RY, H'(z) = —G(z).
23. En déduire que F est dans C*(R% ) et que Vo € R%, F"(z) = F(z).
24. Montrer que F est bornée sur R et en déduire que Vz € R, F(z) = T e=lal,
Un développement en série de Fourier
Soient a > 0 et f la fonction définie par Vz € R, f(x Z fn(x) avecVn € Z, f, :

25.

26.
27.

28.

29.

30.

n=—oo

+o0

“+oo
MontrerquemHZ Jn(2) + fon(z)) ethZ(f/(m)‘f'f/

n=1 n=1
Montrer que f est définie sur R et f € C*([—2m, 27)).
Montrer que f est paire, 27-périodique et dans C*P™(R).

1 [+ cos(2nat
7/ cos(2nat) d
0

Déterminer b, (f) pour n € N* et montrer que : Vn € N, a,(f) = - T

En déduire une expression simple de a,(f) puis le développement en série de Fourier de f.

+o0

. = o 1 ch(m)
Justifier que Vo € R, S(f)(z) = f(x) et en déduire que ";w - Sh(ﬂ')ﬂ—
Fin du sujet
page 3 sur 3

cos(xt)

oy

1

dt.

(r + 2nm)? 4 4a?’

(x)) convergent normalement sur [—2, 27].

2023
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Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME
2022

Epreuve de Mathématiques MP - PC - PSI

Dans la partie I de ce probléme, on étudie des intégrales dépendant d'un paramétre. Dans les parties
II et I1I, on exploite le calcul intégral afin d'obtenir des relations entre différentes sommes de séries.
Dans la partie IV, on applique les résultats ainsi obtenus a 1'étude aux bornes d'une série enticre.
Les parties sont assez largement indépendantes & condition d'admettre certains résultats établis.

B PARTIE I : INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE
On désigne par a un réel strictement positif et on se propose d'étudier pour tout réel x les intégrales :

+00 2 . +00 2
J(x):f e Al gt 4y ; K(x)=f e T cos(mxt) dt.

(o] 0

1°) Calcul de l'intégrale J(0)

On rappelle que l'intégrale f_ “::’ e"2 dr est convergente et égale a vV .
Pour tout réel strictement positif a, en déduire la convergence et la valeur de l'intégrale J(0).

2°) Calcul de l'intégrale J(x) et d'une intégrale associée
a) Justifier la convergence de l'intégrale J(x) pour tout réel x.
b) Etablir que la fonction J est de classe C! sur R, et donner une expression intégrale de J’(x).

c) Etablir que la fonction J est solution de 1'équation différentielle )’ + g—x y=0.
a

d) En déduire la valeur de J(x) pour tout réel x, puis montrer la convergence de K(x) et I'égalité :
_nx?
Kx)=——e¢e 4a,
a

m PARTIE II : ETUDE DE LA SOMME D'UNE SERIE

On désigne par g une application de classe C? définie de [— %, %] dans C et on pose pour tout neN :

+1/2
an(g) = f g(x) cos(2 mn x) dx.
-1/2

3°) Etude d'une fonction auxiliaire

S al|— l l N = M
Pour tout réel x appartenant a [ > 2] \{0}, on pose : A(x) prepmeal
a) Déterminer la limite L de A(x) lorsque x tend vers 0.

On supposera désormais 4 prolongée par continuité sur [— %, %] en posant : 4(0) = L.

b) Exprimer 4’(x) pour x appartenant a [— %, %] \{0} et préciser sa limite L’ lorsque x tend vers 0.

¢) En déduire que # est de classe C! sur [— %, %] et préciser 4’ (0).

13
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4°) Calcul d'une somme trigonométrique

a) Vérifier par récurrence sur l'entier p = 1 qu'on a pour tout réel x appartenant a [— %, %] \{0} :

P in((2p+1
1+2Z cosQmnx) = sin(@p+ )”).

n=1
Cette égalité se prolonge-t-elle par continuité en 0 ?

sin(7 x)

b) En déduire la relation suivante pour tout entier naturel p : f_ +1%2 W dx = 1.

5°) Convergence et somme de la série ), a,(g)
a) Etablir la relation suivante pour tout entier p > 1 :

2 +1/2 : 2p+1
@ +2 ) an(®) = g0)+ f (g - g(oy SCPEVTI

1/2 sin(7 x)

n=1

b) En exploitant les résultats de la question 3 et une intégration par parties, en déduire que :

ag(@) +2 ) an(g) = g(0).

n=1

m PARTIE III : FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Dans toute cette partie, on désigne par a un réel strictement positif et on pose pour tout réel x :

+00 +00
) = e et g0 = Y falx =R+ fal0)+ ) fal + )
k=1 k=1
ol g4(x) est défini sous réserve de convergence des deux séries 3/ fa(x — k) et 2127 fa(x + k).

Et dans ce cas, on conviendra de noter plus simplement : g,(x) = Zk=fz falx + k).

6°) Propriétés de la fonction g,

a) Etablir la convergence des séries 3/°] fa(x — k) et 3,72 fa(x + k) pour tout x €R.

b) Montrer que la fonction g, est 1-périodique.

c) Justifier la convergence de la série 3,;°] e @ e?ka74 pour tout réel strictement positif 4.
En déduire la convergence normale sur [— A4, A] des séries Z,’g;”l Ja(x = k) et 3020 falx + k),
puis la continuité de la fonction g, sur R.

d) Etablir que la fonction g, est de classe C! sur R.

On établit de méme, et on 'admettra, que la fonction g, est de classe C? sur R.

7°) La formule sommatoire de Poisson et application
a) Justifier 1'égalité suivante pour tout entier naturel # :

k=+00

+1/2 +1/2
an(ga) = f ga(¥)cos2rnx)dx = ) f £(x + k) cos(2 1 x) dx.
-172 o J-1e

b) En effectuant le changement de variables ¢ = x + k&, en déduire 1'égalité suivante :

an(ga) = f - fa(® cosQRnrnt)dr.

A l'aide des résultats de la partie I, en déduire la valeur (sans signe intégral) de a,(g,).
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¢) Déduire alors des résultats de la partie II que :

+o00 ~ k2 1 2
142 e™F = —

+ — e
k=1 ‘/; \/; n=1

+o0o nnz
a .

2
wn _zn
d) En vérifiant pour toutneNque:e @ < e @ ,en déduire qu'on a lorsque a tend vers O :
+o00
2 1
1+2) ™ = — +o(l).
k=1 va

m PARTIE IV : APPLICATION A L'ETUDE D'UNE SERIE ENTIERE

8°) On considere la série enticre de la variable réelle x définie par :

l +o00 2 1
Sx) = —+ Zxk = —4x+xt+ X0 +x10+ .
2 & 2

a) Quel est le rayon de convergence de cette série entiére? Sur quel intervalle réel est-elle définie?

b) En posant 7 = 1 — x avec x€] 0, 1[, démontrer que : lim, _, ; ( 1 1 ) =0.

Vi-x - vV =In(x)

A l'aide des résultats de la partie III, établir qu'on a alors quand x tend vers 1 :

Vr
Sx) = ——— +o0(1).
2V1-x
¢) En déduire un réel C tel qu'on a quand x tend vers 1 : S(x4) =< 4 o(1).

Vix
d) Exprimer, pour |x| < 1, la somme S(x) + S(—x) en fonction de S(x4).
En déduire enfin que :
lim S(x) = 0.

x- -1

15
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Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

Dans ce probléme, on considére un espace vectoriel réel £ supposé de dimension finie d sur R, et
on se propose d'étudier les sommes de projecteurs de £ qui commutent deux a deux. Dans la partie I,
on traite un exemple dans I'espace R>. Dans la partie II, on examine le cas général d'une somme de
deux projecteurs qui commutent. Enfin, dans la partie III, on généralise I'¢tude au cas d'une somme
de n projecteurs qui commutent deux a deux. Ces trois parties sont largement indépendantes.

m PRELIMINAIRES

1°) On rappelle qu'un endomorphisme f'de E est un projecteur si et seulement s'il vérifie : f2 = f
et on convient de noter Id 1'application Identité de E.
a) Etablir qu'un endomorphisme p de E est un projecteur si et seulement si Id — p est un projecteur.
Dans toute la suite de cette question, on suppose que p est un projecteur de E.
b) Montrer que Ker(Id — p) = Im(p) et Ker(p) = Im(Id — p).
c) A l'aide de 1'égalité : V xe E, x = p(x) + (x — p(x)), montrer que : £ = Im(p) ® Ker(p).
d) Ecrire la matrice de p dans une base de E obtenue par réunion de bases de Im(p) et Ker(p).
En déduire que p est diagonalisable et préciser ses valeurs propres et leurs ordres de multiplicité
en fonction de son rang.

m PARTIE I : ETUDE D'UN EXEMPLE DANS R?

Dans l'espace R3 rapporté a sa base canonique (e;, e, e3), on considére les endomorphismes p et ¢
dont les matrices dans la base canonique sont respectivement :

2 1 _1 12 1

3 3 3 6 6 6

1 2 1 2 4 2

p= 3 3 3 ’ 0= 6 6 6
11 2 12 1

3 3 3 6 6 6

2°) Nature des endomorphismes p et q
a) Calculer les matrices P? et Q.
b) Déterminer des bases de 1'image et du noyau de chacun des deux endomorphismes p et g.
En déduire la nature géométrique et les éléments caractéristiques des endomorphismes p et g.
c) Calculer enfin les produits P Q et Q P.

3°) Etude de l'endomorphisme p + q

a) Ecrire la matrice P + Q et déterminer son polynome caractéristique.

b) En déduire les valeurs propres de 1'endomorphisme p + g. Celui-ci est-il diagonalisable?
c) Préciser des vecteurs propres v, v, v, associés aux valeurs propres 0, 1, 2 de p + q.

On choisira ces vecteurs propres v, v, V, avec une premiére composante égale a 1.
d) En déduire une matrice inversible R telle que R™'(P + Q) R = D soit diagonale, et préciser D.
Déterminer les images des vecteurs vy, vy, v, par p et par ¢, et en déduire R"! PRet R"' QR.

16
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m PARTIE II : SOMME DE 2 PROJECTEURS QUI COMMUTENT

Dans cette partie, on consideére a nouveau un espace vectoriel réel £ de dimension finie d sur R,
on note Id I'endomorphisme identité de E, et on se propose d'étudier I'endomorphisme f = p +g¢q
ou p et g sont deux projecteurs de £ qui commutent, c'est-a-dire qui vérifient: po g =g¢q ° p.

4°) Etude des valeurs propres de f = p+q
a) Exprimer f2 et f> en fonction de p, de ¢, etde pog=g o p.
En déduire des réels Sety telsque : >+ B f2+vy f =0.
b) Soit x un vecteur propre de I'endomorphisme f'associé¢ a une valeur propre A.
Préciser f2(x) et />(x) en fonction de A et x, puis montrer que : A3 + SA2 +y A = 0.
c¢) En déduire les valeurs propres possibles de I'endomorphisme f = p +gq.

5°) Etude des sous-espaces propres de f = p +q

a) Démontrer 1'égalité : Ker(p + ¢q) = Ker(p) () Ker(g).
En déduire I'égalité : Ker(p + g — 2 Id) = Im(p) () Im(g).

b) A quelles conditions portant sur les sous-espaces Ker(p), Ker(g), Im(p), Im(g) chacun des réels
0 et 2 est-il valeur proprede f = p+¢g ?
Préciser dans ce cas les sous-espaces propres associés a chacune de ces valeurs propres 0 et 2.

c¢) Montrer l'inclusion : Im(2 f-f 2) c Ker(Id - /).
En vérifiant I'égalité : x = (Id - /)* (x) + (2 f = f?) (x), montrer que Ker(Id - f) c Im(2 /= f?).
En déduire I'égalité Ker(f —1d) = Im(2 f- fz) =Im(p+qg—-2p-°q).

d) Calculer Id =2 p)? et Id =2 p)o (p+qg -2 p ° q).
En déduire que 1 est valeur propre de f = p + ¢ si et seulement si p # q.

6°) Réduction de l'endomorphisme f = p +q

a) Soit un vecteur x = xy + x| + x, appartenant a £ avec f(xy) =0, f(x;) =xq, f(x2) =2 x,.
Exprimer f(x) et £2(x) en fonction de xo, x;, X5.
En déduire x(, x;, x, en fonction de x, f(x), f 2(x).

b) Etablir alors que : £ = Ker(f) & Ker(f — 1d) & Ker(f — 2 Id).

c) Etablir que I'endomorphisme f = p + g est diagonalisable, et préciser les projecteurs g, 711, 7,
associant a un vecteur x ses projections sur les sous-espaces Ker(f), Ker(f — Id), Ker(f — 2 Id)
dans la direction de la somme des deux autres.

m PARTIE III : SOMME DE n PROJECTEURS QUI COMMUTENT

On considere toujours un espace vectoriel réel £ de dimension finie d sur R, un entier n > 1, et
on étudie I'endomorphisme f, = 3/, px = p1 + P2+ ... + Pn OUPy, Py, ..., py SONt 1 projecteurs

de E commutant deux a deux, c'est-a-dire qui vérifient : V (i, j) e[, n]?, pi°Pj=Dpj° Di

7°) Co-diagonalisation de py, p,, ..., Pn

Pour tout entier naturel n > 1, on considére I'hypothése de récurrence H,, suivante :

"Si n projecteurs d'un espace vectoriel de dimension finie commutent deux a deux, alors il existe
une base de cet espace dans laquelle leurs » matrices sont diagonales."

a) Etablir que Im(p,,) et Ker(p,) sont stables par p, pour 1 <k <n.

17
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3
b) En supposant 1'hypothése H,,_; vraie pour un entier n > 2, établir qu'il existe :
- une base B, de Im(p,) dans laquelle les matrices des endomorphismes induit par p;, ..., p,_;
sur Im(p,) sont diagonales.
- une base B, de Ker(p,) dans laquelle les matrices des endomorphismes induit par py, ..., p,_;

sur Ker(p,) sont diagonales.
c¢) Décrire la forme des matrices de py, p,, ..., p,_; et la matrice de p, dans la base B, | B, de E.
En déduire que I'hypothése H, est vraie pour tout entier naturel n > 1.

8°) Etude des valeurs propres de f, = py + po + ... + py

a) Décrire la forme de la matrice F, de f, = p; + p, + ... + p, dans labase B, U B, de E.

b) En déduire que f, est diagonalisable, préciser ses valeurs propres possibles, puis justifier
1'égalité suivante : E = Ker(f,) @ Ker(f, — Id) @ Ker(f, —2Id) & ... & Ker(f, — nld).

c) Calculer le produit £, o (f, —Id) o (f, —21d) o ... o (f,, —nl1d).

9°) Etude de certains sous-espaces propres de f, = py + pr + ... + pn

a) Pour tout entier k € [1, n], pour toute partie a k éléments [, = {i|, i, ..., i} de [1, n], exprimer
le produit Piy © Piy © - ° Diy © (p,-1 + piy + - +p,~k) en fonction de Piy © Piy © - © Py -

b) On considere un vecteur x € Ker( f,), donc vérifiant f,(x) = (p1 + po + ... + py) (x) =0.
Qu'obtient-on en composant cette €galité a gauche par p; © p, © ... ° p,?

c¢) On considere un vecteur x € Ker( f,), donc vérifiant f,(x) = (p; + po + ... + py) (x) =0.
On suppose qu'il existe un entier k € [2, n] tel que, pour toute partie /; = {iy, i, ..., i} de [1, n]
ayant k éléments distincts, on ait : Piy ° Piy © - ° pi (%) = 0.

Etablir alors que, pour toute partie {i|, i,, ..., i;_1} de [1, n] ayant k£ — 1 éléments distincts, on a :
Piy © Piy © - © piy_ (x) =0.
En déduire qu'ona: p;(x) = po(x) = ... = pu(x)=0.

d) Etablir I'égalité : Ker(p + py + ... + pn) = Ker(py) (1 Ker(p,y) () ... () Ker(py).

En déduire que : Ker(p; + py + ... + p, —nld) =Im(p;) (N Im(p,y) () ... () Im(py,).
e) A quelles conditions portant sur les sous-espaces Ker(p;), ..., Ker(p,) et Im(p,), ..., Im(p,)
chacun des réels 0 et n est-il valeur propre de f,, ? Quels sont les sous-espaces propres associés?

10°) Etude des projecteurs sur les sous-espaces propres de f, = p1 + py + ... + py
A tout polynéme P(X) = a, XP + ... + a; X + ay de R[X], on associe 'endomorphisme P(f,) de E

obtenu en substituant £, a X dans P, et donc défini par : P(f,) = a, P+ +ay f+ayld.
Si P et O désignent deux polyndomes de R[.X], on vérifie que :
P+O) () =P +0Uw et PO(f,) = P(f) © OUfp)-
a) Pour 0 < k < n, démontrer qu'il existe un et un seul polynéme L; de degré n vérifiant :
Viel0, n]\{k} : L) =0 et Li(k)=1.
b) Montrer que Ly + Ly + ... + L, = 1.
En déduire, pour tout x € £, 1'égalité (1) : Lo(f,) (x) + L1 (f) (x) + ... +L,(f) (x) = x.
c) En exploitant 8.c), établir, pour 0 < k < netpour toutx € £, que : L;(f,) (x) e Ker(f, — k1d).
d) En déduire que 1'égalité (1) obtenue ci-dessus donne I'unique décomposition d'un vecteur x € £

sur la somme directe des sous-espaces propres de f;,.
En déduire, si k€ [[0, n] est valeur propre de f,, que L;(f,) est le projecteur sur Ker(f, — k 1d)

dans la direction de la somme des autres sous-espaces propres de f,,.H
18
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Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

m ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE : Partie I

On considére la grille représentée ci-dessous, construite dans le carré C = [-2, 2] x[-2, 2] avec :

- les 5 segments horizontaux définis par: -2 <x<2ety=kavecke{-2,-1,0, 1, 2}.

- les 5 segments verticaux définis par : x = kavec ke{-2, —-1,0, 1,2} et -2 < y < 2.

Ces 10 segments définissent 25 points d'intersection de coordonnées (i, j) avec i, je{0, £1, +£2}.
On convient d'autre part d'appeler aréte tout segment horizontal ou vertical de longueur 1 qui joint
horizontalement ou verticalement deux de ces 25 points et on note ces 25 points comme ci-dessous :
0 désigne l'origine, 1 les points situés a une aréte de 0, 2 les points situés a 2 arétes de 0 et
n'appartenant pas au bord du carré C, et B les points du bord du carré C = [-2, 2]x[-2, 2].

A

B
5 B E .
2 1 2
E E
1 o 1
=] E b‘
2 1 2
E E
E
B B B B

On considere au cours du temps indexé par l'ensemble N des entiers naturels » le déplacement d'un

individu sur ces 25 points (i, j) ou i, je{0, =1, +2} de la grille ci-dessus.

Les déplacements de 1'individu sur les 25 points de cette grille se font selon les 3 régles suivantes :

1) a l'instant 0, I'individu est placé au point central de la grille, en O (0, 0).

2) a tout instant », si l'individu est en un point M de la grille n'appartenant pas au bord de ce carré C,
il se déplace horizontalement ou verticalement d'une aréte sur la grille a partir de ce point M,
de fagon a se trouver a l'instant n + 1 et de fagon équiprobable en I'un des 4 points M’ de la grille
distants d'une aréte du point M.

3) a tout instant n, si l'individu arrive en un point situé au bord de ce carré¢ C = [-2, 2]x[-2, 2],
c'est-a-dire s'il arrive en un point (i, j) avec i = £2 ou j = £2, il y reste définitivement.
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1°) Etude d'une suite de variables aléatoires (X,,)
Pour tout # €N, on note X,, la variable aléatoire indiquant la position 0, 1, 2 ou B de I'individu
a l'instant ». 11 s'agit donc d'une variable aléatoire a valeurs dans 1'ensemble {0, 1, 2, B}.

a) Expliquer brievement pourquoi on a : [P( anl)(X,H 1 =B)= i et ﬂ’( anz)(XnH =B)= %
b) Expliciter de méme les probabilités conditionnelles [P( anl)(Xn +1=0)et [P( anl)(Xn +1=2).
c¢) Exprimer chacun des 4 réels P(X,,; = 0), P(X,,; = 1), P(X,.; = 2), P(X,,; = B) en fonction

des réels P(X,, = 0), P(X,, = 1), P(X,, = 2), P(X,, = B).
d) Préciser une matrice M € M,(R) telle qu'on ait pour tout entier naturel # :

P (X,.1 =0) P (X, =0)
PX,=D| |PWX,=1
PX,;1=2) |  |PX,=2) |
P(X,,; =B) P (X, = B)

2°) Diagonalisation de la matrice M
1 1
——cetO.

Un logiciel de calcul fi 1 t 1 1 Ade Msont 1, —,
a) Un logiciel de calcul formel montre que les valeurs propres A de M son 5T
On demande de déterminer les quatre vecteurs propres suivants de M :

le vecteur U; de R* associé a A = 1 dont la derniére composante est égale a 1.
1

V2

le vecteur Us de R* associé 4 A = — —L dont les 2 derniéres composantes sont —6 —4 V2 et 1.

V2
le vecteur U, de R* associé¢ a A = 0 dont la derniére composante est égale a 1.
b) On note P la matrice de M,(R) dont les vecteurs-colonnes, dans cet ordre, sont Uy, U,, Us, U,.

le vecteur U, de R* associé a A = + dont les 2 derniéres composantes sont —6 +4 V2 et 1.

On note D la matrice diagonale D = Diag(l, %, — %, O).

Indiquer si M est diagonalisable, et expliciter une relation entre les matrices D, M, P, Pl

3°) Lois des variables aléatoires X,

Pour tout entier naturel #, on désigne par ¥, le vecteur-colonne de R* dont les composantes sont,
de haut en bas, P(X,, = 0), P(X, = 1), P(X,, = 2), P(X, = B).

a) Préciser le vecteur ¥}, et démontrer, pour tout entier naturel z, qu'on a : ¥, = P.D" P~ 1.

b) Soit X un vecteur-colonne de R* dont on note les composantes X, x5, X3, X4.

_342v2 _3—2\/7)
4 4 )

Déterminer X tel que P X =V}, (on vérifiera que x, = et x3 =

¢) En déduire P~! ¥, puis D" P! V), et enfin les composantes de ¥;, pour tout entier n = 1.
d) Vérifier pourn = 1 que P(X;,, = 1) =P(X;,_1 =2) =0, et préciser P(X,,_; = 1) et P(X;, = 2).
Vérifier également qu'on a pourn =1 :
3+2«/7( 1 )" 3—2@( 1 )
+\v2) e Ur

P(X,=B) = 1 -

4°) Temps d'attente pour atteindre le bord du carré
On désigne par 7 la fonction indiquant l'instant n €N ou, pour la premiere fois, 'individu atteint
le bord du carré C, c'est-a-dire ou 1'événement X,, = B est réalisé pour la premiere fois.
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a) Montrer, pour tout entier naturel n, que P(7 < n) = P(X,, = B), puis que ;;f(’) P(T =n)=1.
Ainsi, on peut considérer la fonction 7 comme une variable aléatoire discrete.

b) Pour n = 1, exprimer l'événement (7' = 2 n) a l'aide des événements (X, , = B) et (X;,_; = 1).
En déduire P(T = 2 n) en fonction de n pour n = 1.

d) A l'aide d'un raisonnement analogue, déterminer P(7 = 2 n + 1) en fonction de n pour n = 1.

d) Déterminer alors l'espérance de la variable aléatoire 7.

m ETUDE D'UNE MARCHE ALEATOIRE : Partie II

On note maintenant les 25 points de la grille comme suit : 0 désigne l'origine, 1 les points situés a
une aréte de 0, 2 les points a 2 arétes de 0 et n'appartenant pas au bord du carré¢ C, 2 B les points
a 2 arétes de 0 et appartenant au bord de C, 3 les points a 3 arétes de 0, et 4 les points a 4 arétes de 0.

A

3 B 5
4 4
2 1 2
3 3
1 u] 1
2B 1B -
) 1 2
3 3
4 - 4
3 B 3

Dans cette partie I, on ne suppose plus que 1'individu arréte sa marche lorsqu'il atteint le bord de C

et ses déplacements sur les 25 points de la grille se font désormais suivant les 2 régles suivantes :

1) a l'instant 0, I'individu est placé au point central de la grille, en O (0, 0).

2) a tout instant n, si l'individu est en un point M de la grille, il se déplace horizontalement ou
verticalement d'une aréte sur la grille a partir de ce point M, de fagon a étre a l'instant n + 1 et
de facon équiprobable en I'un des points M’ de la grille distants d'une aréte du point M.

On prendra garde au fait que selon les points M choisis parmi les 25 points de la grille, le nombre

des points M’ situés a une aréte de M sur cette grille peut étre égal a 2, 3 ou 4.

5°) Etude d'une suite de variables aléatoires (Y},)

Pour tout entier naturel n, on note Y, la variable aléatoire indiquant la position de l'individu a

l'instant x. Il s'agit donc d'une variable aléatoire a valeurs dans l'ensemble {0, 1, 2, 2 B, 3, 4}.

a) Expliciter P(Y,,,; = 0), P(Y,,,; = 1), P(Y,.1 =2),P(Y,;; =2B),P(Y,,; =3) etP(Y,,; =4) en
fonction des réels P(Y,, = 0), P(Y,, = 1), P(Y, =2), P(Y, =2B), P(Y,, = 3) etP(Y, = 4).
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b) Préciser une matrice M € Mg(R) telle qu'on ait pour tout entier naturel » :

P(Y,1 =0) P(Y, = 0)
P(Y,1 =1 P(Y,=1)
P(Y,i1=2) | _ i | P = 2)
P(Y,,; =2B) P(Y,=2B) |
P(Y,., =3) P(Y, =3)
P(Y,., =4 P(Y,=4)

c) Pour tout entier 1 €N, on désigne par ¥}, le vecteur-colonne de R® dont les composantes sont,
de haut en bas, les réels P(Y,, = 0), P(Y, = 1), P(Y,, =2), P(Y,, =2B), P(Y,, = 3) et P(Y,, = 4).
Préciser Vy, Vy, V5, V3, puis P(Y,, = 0) pour 1 < n < 3, et vérifier enfin que P(Y, = 0) = %.

6°) Calcul des probabilités P(Y, = 0) de passage a l'origine

a) Un logiciel de calcul formel montre que les valeurs propres de M sont 1, .

_15 ga _ma Oa 0

Etudier si la matrice M est diagonalisable.
b) Dans la suite, on désigne par P une matrice de passage de la base canonique de R® a une base

15 _1’ ﬂa _ﬂa OJ 0.
6 6

Expliciter la matrice D = P~! M P, et, pour tout entier n €N, établir que V;,, = P.D" P~ V.

Déduire de cette formule 1'existence de 4 nombres réels a, S, v, 6 tels que :

Vil

mn n
Vn=1, P(Yn:0)2@+ﬁ(—l)n+'yT +5_T .

c¢) En exploitant les valeurs de [P(Y,, = 0) pour 1 < n < 4 obtenues en 5°), calculer «, S, v, 6.

de vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres

En déduire, pour tout entier n = 1, que P(Y,,_; =0) =0 et que P(Y,, =0) = % + % (%)n

7°) Nombre moyen de passages en () entre les instants I et 2n

Pour tout entier £ = 0, on note O, ; la variable aléatoire valant 1 si I'individu est en 0 a l'instant 2 &
et 0 sinon, et pour tout entier n = 1,onpose : S5, =0, + Oy + ... + 0y, =3 _ Oy

a) Qu'indique concrétement la valeur prise par la variable aléatoire S, ,?

b) Calculer l'espérance de S, ,,, et préciser deux réels a, b tels que E(S,,) = an+ b+ o(1).

8°) Probabilités-limites des positions occupées par l'individu lorsque n tend vers +co
a) Déterminer un vecteur propre de M associ¢ a A = 1 dont la 1¢ére composante est 1.
b) Déterminer un vecteur propre de M associ¢ a A = —1 dont la 1ére composante est 1.
Dans la matrice de passage P de la base canonique de R® a une base de vecteurs propres de M,
on choisit pour 1¢ére et 2éme colonnes les vecteurs propres ainsi obtenus en 8.a) et 8.b).
(On ne précisera pas les 4 colonnes suivantes de P associées aux 4 autres valeurs propres de M).
¢) On admettra qu'en résolvant le systéme d'équations P X = V), les deux premieres composantes

du vecteur solution X = P! 7/, sont égales a %.

Déduire des résultats précédents les limites des vecteurs V5, et V5, lorsque n tend vers +oo.
Expliciter les limites des probabilités des positions occupées par l'individu a l'instant 2x lorsque
n tend vers +oo, et & l'instant 2 n + 1 lorsque # tend vers +oo.
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Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

Pour tout réel strictement positif a, on se propose d'étudier la fonction S, de la variable réelle x
définie (sous réserve de convergence) comme somme de la série de fonctions suivante :

+o0
Sa(x) = Ze‘x”a —lte 4 gy
n=0
On étudie dans la partie I le domaine de définition et les premicres propriétés de la fonction S,.
Dans la partie II, on approfondit le cas particulier @ = 2, autrement dit 1'étude de la fonction S,.
Puis on introduit dans la partie III des intégrales auxiliaires afin d'obtenir de fagon plus générale
des équivalents de S, (x) lorsque x tend vers 0 et +oo.

B PARTIE I : Premiéres propriétés des fonctions S, (¢ > 0)

1°) Etude du cas particulier de la fonction S,
a) Etudier la convergence simple et expliciter la somme de la série de fonctions définissant S :

+o00
Si(x) = Y e,
n=0
b) Préciser la limite et un équivalent de S; (x) quand x tend vers 0.
c) Préciser la limite de S;(x) quand x tend vers +oco, et un équivalent de S;(x) — 1 en +co.

2°) Etude du domaine de définition des fonctions S, (a > 0)

. ;o v @
a) Examiner pour x < 0 la nature de la série Ze e

b) Pour tout réel x > 0, déterminer la limite de la suite n — n2 e xn,

En déduire la nature de la série Ze"‘ n pour x > 0.

¢) Préciser le domaine de définition de la fonction S, pour @ > 0.

3°) Premieres propriétés des fonctions S, (a > 0)
a) Pour tout € > 0, établir la convergence normale de la série de fonctions Ze‘x " sur [e, +oo].

En déduire la continuité de la fonction S, sur ] 0, +oo[ (on explicitera le théoreme utilisé).
b) Comparer S, (x) et S,(y) pour 0 < x < y et préciser le sens de variation de la fonction S,,.
En déduire que la fonction S, admet une limite finie ou infinie en 0 et en +oo.

¢) A l'aide d'un théoréme dont on précisera l'énoncé, montrer que lim, , 4, Sp(x) = 1.

d) En exploitant I'inégalité S, (x) = Z,[quo e X"

(04 . 7
pour tout entier naturel N et pour tout réel x > 0,
établir, pour tout entier naturel N, que lim, _, 0 Sg(x) = N + 1.

Quelle est la limite de S, (x) lorsque x tend vers 0?
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B PARTIE II : Etude de la fonction S,

On étudie dans cette partie la fonction définie par :

+00
"’ _ _ _ _
Vx>0, Sz(x):Zex”:1+ex+e4x+e9x+el6x+....
n=0

4°) Recherche d'un équivalent de S, en 0
a) Etablir l'inégalité suivante pour tout entier naturel » et tout réel x > 0 :

2 n+1 2 2
e (n+1) < f e t dt < e¥".
n

b) En exploitant 1'égalité f oo _“ du = \/2; , en déduire la double inégalité suivante :

S0 -1 < < S).
2 2\/; 2

¢) Retrouver alors lim, _, ¢ S5(x), puis donner un équivalent de S,(x) quand x tend vers 0.

5°) Recherche d'un équivalent de S, — 1 en +oco
a) Pour tout réel x > 0, établir que :

Sx)-1-e = Z e ",
n=2
b) En calculant cette derniére somme, démontrer que S>(x) = 1+ e + o(e™™) en +co.
En déduire un équivalent de S,(x) — 1 quand x tend vers +oo.

6°) Recherche d'une valeur approchée de S,(x) pour x > 0
a) En raisonnant comme a la question 4.a), établir pour tout entier naturel N et tout réel x > O :

+00
2 oo 2
E e sf e dr.
N

n=N+1
b) A l'aide d'un changement de variable dans cette derniére intégrale, en déduire que :

N oo ol —x N2
R

n=0
¢) En déduire un algorithme permettant d'obtenir une valeur approchée de S,(x) a € > 0 prés.
d) Préciser une valeur approchée de S,(1) a 1077 prés.

B PARTIE III : Etude de S,(x) quand x tend vers 0 et +co

7°) Comparaison de deux intégrales
On considére pour tous réels @ > 0 et x > 0 les deux intégrales suivantes :

+00 +00 o
I'(@) :f eyl du et (@) :f e dr.
0 0

a) Pour quelles valeurs de « les intégrales fol e u® ! du et fl+°° e u® ! du convergent-elles?

En déduire que l'intégrale I'(@) converge pour a > 0.
b) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer I'(e + 1) en fonction de I'(@).
Calculer I'(1) et en déduire I'(n + 1) pour tout entier naturel ».
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c) Pour tout x > 0, effectuer dans l'intégrale I (l) le changement de variables défini par u = x 1*.
a
Qu'en déduit-on pour l'intégrale /(a@), et quelle relation obtient-on entre I (l) et (@) ?
07

8°) Recherche d'un équivalent de S, en 0 (a > 0)
a) En raisonnant comme a la question 4.a), établir pour @ > 0 et x > 0 I'inégalité suivante :

I (1Y) 1

0 = Spx)—— F(—) — <

a \a/ xl

b) Retrouver lim, _, ( Sy(x), puis donner un équivalent de S,(x) quand x tend vers 0.

9°) Majoration d'une intégrale auxiliaire (a > 0)
a) Justifier pour tous réels @ > 0 et x > 0 la relation suivante :

+00 a 1 +00 l—l
f e dr = f e "ua  du.
1 axe Jx

b) Etablir 1'égalité suivante pour tous réels @ > O et x > 0 :

+00 l—l l—] 1 +00 l—2
f etye dy=eFxe +|—-1 f e “ua " du.
x @ X

Justifier ensuite I'inégalité suivante pour tous réels @ > O et x > 0 :

+00 1_2 1 +00 l—l
f ety “du < —f e tuae du
X X Jx

En déduire enfin 1'équivalence suivante lorsque x tend vers +co :

+00 l—l l—l
f ety du ~ e Txa .
X

X — o0

¢) En conclure que l'intégrale fl+°° e dt est négligeable devant e™ lorsque x tend vers +co.

10°) Recherche d'un équivalent de S, en +co (@ > 0)
a) Etablir pour @ > 0 et x > 0 'inégalité suivante :

+00
L +oo_a,
Eex” sf e dtr.
1

n=2
b) En déduire un équivalent de S,(x) — 1 quand x tend vers +oo.
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Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)

Dans ce probleme, on désigne par f une fonction continue de R, a valeurs dans C, et on étudie
en fonction de diverses hypotheses 1'intégrale suivante pour tout réel x > 0, si elle existe :

F(x) = f mw d.
0

Dans la partie III, on revient par d'autres méthodes sur le calcul de certaines de ces intégrales.

B PARTIE I : Etude de F(x) lorsque fa une limite finie L en +oo

Dans toute cette partie, on suppose que la fonction continue f admet une limite finie L en +oo.

1°) Etude d'un cas particulier

Dans cette question, on donne deux réels p et g et on suppose que la fonction f'est définie par :
2

-+
Vt=0, f(t):p q.
2 +1
a) Etablir, pour x > 0, qu'il existe des réels a, et by, qu'on exprimera en fonction de x, tels que :
xt)— f(t ayt byt
Vit>0, MZ(]J—(])( X _ X )
t ¥R+l £2+1

b) En posant u = 2, calculer pour tout réel 4 = 0 l'intégrale fOA M dr et en déduire F(x).
¢) Exprimer L = lim;_, ., f(¢) et £(0) a I'aide de p et ¢, puis F(x) en fonction de f(0), L et x > 0.

2°) Etude de F(x) pour x > 0 lorsque f admet une limite finie L en +co
On rappelle que, dans cette partie, la fonction continue f admet une limite finie L en +co.
a) Démontrer les égalités suivantes pour 0 < £ < 4 :

fAf—(Xt)_f(t)dt:foMdu—fAMdu:foMdu— REACEY
& &€ & A

t x u u u £ u
b) En effectuant un changement de variables dans ces deux dernicres intégrales, en déduire que :

fA Jx)-J® dt:fxf(At) dt_fx fen
& 1 1

t t t
c¢) Etablir qu'une fonction continue f :[R, — C ayant une limite finie L en +oco est bornée sur R,.
d) A l'aide du théoréme de convergence dominée, dont on vérifiera soigneusement les hypotheéses,

déterminer la limite de flx @ dt lorsque A4 tend vers +oo et de flx @ dt lorsque & tend vers 0.

e) En déduire I'existence et la valeur de F(x) pour tout réel strictement positif x.
Comparer le résultat ainsi obtenu au résultat particulier obtenu a la question 1°.

3°) Application aux cas ou f(f) = Arctan(?) et f(f) = e™!
a) Déterminer l'existence et la valeur de F(x) lorsque f(¢) = Arctan(z).
Que vaut l'intégrale I(a, b) = fo+°° Arctan(a ”;Arcmn(b 9 d¢ ol a et b sont strictement positifs?

b) Déterminer l'existence et la valeur de F(x) lorsque f(¢) = e™".
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m PARTIE II : Etude de F(x) lorsque 'intégrale I = [;** £ dr converge

Dans toute cette partie, on suppose que l'intégrale impropre / = fl+°° @ df converge.

4°) Etude du cas particulier ou l'intégrale impropre J = f0+°° % dt converge

On suppose plus spécifiquement dans cette question que 1'intégrale J = f0+°° @ dt converge.

a) A l'aide d'un changement de variables, déterminer la nature et la valeur de f toof (f 2 dt.

b) En déduire la convergence et la valeur de F(x) pour tout réel strictement positif x.

5°) Application au cas ou f(t) = sin(¢)
a) Démontrer la relation suivante pour 0 < £ < 4 :

A sin(f) 1 — cos(?) 14 41 — cos(?)
f; ; dt = I:—t ]8 +£ —t2 dr

b) Déterminer la limite de @ lorsque ¢ tend vers 0, puis vers +oo.

c¢) Déterminer la limite de 1-cos(d)

> lorsque ¢ tend vers 0, puis justifier la convergence de
t

1—cos(?)
2

s oo +co sin(?)
l'intégrale fo - dr.

dz, et enfin la convergence de l'intégrale fo
t

d) En déduire l'existence et la valeur de F'(x) lorsque f(¢) = sin(z).

6°) Etude de F(x) pour x > 0 lorsque l'intégrale impropre [ = fl+°° @ dt converge

On rappelle que, dans cette partie, l'intégrale / = fl+°° @ dt converge.

a) En raisonnant comme a la question 2°, démontrer I'égalité suivante pour 0 < € < 4 :

fA St - f(0) dt_f“f(u) f(8t)
e 4
b) Déterminer la limite de AA SEAC lorsque A4 tend vers +co.

u

c¢) Déterminer comme a la question 2° la limite de flx @ dt lorsque € tend vers 0.

d) En déduire l'existence et la valeur de F'(x) pour tout réel strictement positif x.

7°) Application aux cas ou f(t) = el et f(#) = cos(?)
a) Démontrer la relation suivante pour 4 > 1 :
A

Aeit eit Ae
[ 2]
1t it I

b) En déduire, en la justifiant soigneusement, la convergence de l'intégrale f +oo ol dt

¢) En déduire l'existence et la valeur de F(x) lorsque f(¢) = €'’, puis lorsque f (t) = cos(?).
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m PARTIE III : Une autre méthode de calcul lorsque f(¢) = e’ et f(¢) = €'’

Dans cette partie, on considere les deux intégrales suivantes pour x > 0 :

+ooe_tx—e_t +ooeitx_eit
u(x) = f —dt ; v(x) = f —dt.
0 t 0 t

On a démontré leur existence et déterminé leurs valeurs par une premic¢re méthode dans I et II.
On se propose de retrouver ces résultats par une autre méthode, indépendante des précédentes.
A cet effet, on introduit pour tout réel x > 0 et tout réel R = 0 les deux intégrales suivantes :

Re_tx_e_z Reitx_eit
U(x, R) = f — & ; V& R-= f —dr.
0 t 0 t

8°) Etude des fonctions U et V
—tx_,~t tx_ it
X_e et t el x_el

a) Déterminer les limites des fonctions t — < quand ¢ tend vers 0.

On prolonge alors ces fonctions en 0 par ces limites, de sorte qu'elles sont continues sur R .
b) En déduire, pour tout x > 0 et tout R = 0, l'existence des intégrales U(x, R) et V' (x, R), puis

préciser les dérivées partielles ‘;—g (x, R) et Z—; (x, R).

9°) Calcul de l'intégrale u(x) pour x > 0

a) Justifier la convergence de l'intégrale u(x) pour tout x > 0.

b) Montrer que la fonction u est de classe C ! sur tout segment [a, b] inclus dans R7.
Donner I'expression (sans intégrale) de u’(x) pour tout x > 0.

c¢) En remarquant la valeur de u(1), en déduire la valeur de l'intégrale u(x) pour x > 0.

10°) Calcul de l'intégrale v(x) pour x > 0

Pour tout x > 0 et tout R = 0, on introduit l'intégrale suivante :
T

o(x, R) = fi e_XRe_it dr.
0

a) Montrer que la fonction R — ¢(x, R) est bien définie et de classe C U'surR,.

. r e o O i
Donner I'expression de sa dérivée 6—;’; (x, R) sous forme intégrale pour tout x > 0 et R = 0,

puis calculer cette derniére intégrale en primitivant la fonction sous le signe intégral.
b) Vérifier I'égalité suivante pour tout x >0et R =0 :

W n-Lan=iZarn-i12a0n
R VT g Y Tgr I T g

En déduire I'égalité suivante pour tout x >0 et R=0:
U, R)—=V(x,R) = ip(x, R)—i ¢(1, R).
¢) Pour tout x > 0, déterminer la limite de ¢(x, R) lorsque R tend vers +co.
d) En déduire pour x > 0 la convergence de l'intégrale v(x) et 1'égalité u(x) = v(x).
Retrouver ainsi les résultats obtenus dans les parties I et II lorsque f(f) = e et f(¢) = €'’.
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Dans tout ce probléme, on désigne par @ un nombre réel positif, et on se propose d'étudier
la fonction f'définie par l'intégrale suivante lorsque celle-ci est convergente :

fla) = f+<>o sin (¢) ds
0 ¢

On se propose d'approfondir dans la partie I I'absolue convergence, puis la convergence de
l'intégrale f(a), ce qui permet d'obtenir le domaine de définition de f. Puis on étudie dans
les parties II et III le comportement de f'au voisinage de 0 et 2. Enfin, dans la partie IV (qui
est indépendante des précédentes), on calcule l'intégrale f(1).

B PARTIE I : Absolue convergence et convergence de l'intégrale f(«)
Dans cette partie, on étudie la convergence de f (@) a l'aide des deux intégrales suivantes :

1) = fﬂ' sin (¢) ds ; J@ - f+oo sin (¢) ds
0 ta T ta,

1°) Etude de la convergence de l'intégrale I(@)

sin (¢)
tCX

a) Donner un équivalent de la fonction t — quand ¢ tend vers 0.

b) En déduire pour quelles valeurs du réel « l'intégrale /() est convergente.

2°) Etude de l'absolue convergence de l'intégrale J()
a) Démontrer que l'intégrale J(a) est absolument convergente pour a > 1.
b) Vérifier que la fonction t — |sin(?)| est m-périodique, et en déduire, pour tout entier &,

la valeur de l'intégrale k(fr+l) Tlsin(?)| dt.

¢) Démontrer I'encadrement suivant pour tout réel @ > 0 et tout entier k > 1 :

2 f(k+1) m |sin(?)| 2
_ < dr < .
(k+1)* n® kn “ kY n®
En déduire pour tout réel @ = 0 et tout entier n = 1 que :

2 X1 n 7 |sin(?)| 2 =l
N P
k=2 T k=1

d) Préciser pour quelles valeurs du réel a l'intégrale J(a) est absolument convergente.

3°) Etude de la convergence de l'intégrale J(a)
a) Etudier la convergence de l'intégrale J(0).
b) Démontrer la relation suivante pour tout réel a > 0 et tout réel x = 7 :

x sin (¢) 1 cos(x) x cos(?)
f dr=—— 9, f dat
x ¢ % x% o patl
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c¢) Calculer (en justifiant son existence) l'intégrale fﬂ oo % pour a > 0.
t

En déduire I'absolue convergence de l'intégrale fn oo CQOS% dt pour a > 0.
t

d) En déduire la convergence de l'intégrale J(a) pour a > 0.

4°) Domaine de définition de la fonction f

Préciser les domaines de convergence et d'absolue convergence de l'intégrale f(a).

En déduire le domaine de définition de la fonction fintroduite dans le préambule.

Dans toute la suite, on suppose que le parameétre a appartient a ce domaine de définition.

B PARTIE II : Etude de f(a) quand « tend vers 0

On se propose dans cette partie d'étudier f(a) lorsque a tend vers 0, et on écrit a cet effet :

+oo §1n (¢ /2 sin (¢ +o0 8in (¢
f(a):f ()dt:f ()dt+f ()dt
0 ¢ 0 t“ S R

/2 sin (f)
(2 dr

a) Justifier I'inégalité 0 < sin(f) < f pour 0 < ¢ < g

5°) Limite de l'intégrale

b) En déduire a 'aide du théoréme de convergence dominée (dont on précisera 1'énoncé et
dont on vérifiera les hypotheses) la valeur de la limite suivante :

) 7/2 sin (1)
lim f dr
a—0J0 1@

6°) Limite de l'intégrale fﬂ 7200 Si;y) dr

a) A l'aide d'une double intégration par parties, justifier I'égalité suivante :

+oo 8in () o +oo 8in ()
f dt:——a(01+l)f dr
7T/2 ta/ (71./2)(1/-1—1 7'(/2 ta+2

b) Calculer l'expression a(a + 1) f,,;;o %’
t

En déduire la limite de a(a + 1) fﬂ “/Lz‘x’ Si;(;) dt, puis de fn 7200 Si?a(t) dt, quand « tend vers 0.
t

puis déterminer sa limite quand « tend vers 0.

c¢) Déduire de cette question et de la précédente la limite de f(a) lorsque @ tend vers 0.
Peut-on obtenir cette limite par application directe du théoréme de convergence dominée
a l'intégrale f(a)?

m Partie III : Etude de f (@) quand « tend vers 2

7°) Une autre expression de la fonction f
a) Démontrer la convergence de l'intégrale suivante pour 0 < @ < 2 :

+oo | — cos(t
f —() dt

b) A l'aide d'une intégration par parties justifiée, établir que :

+oo 1 — cos(?)
fl@)=«a f — dt
0

ta’+1

En déduire que la fonction f'est a valeurs strictement positives sur 0, 2.
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8°) Limite de f(a) quand « tend vers 2

On considere la fonction auxiliaire ¢ définie pour 1 € R* par ¢(¢) = %

a) Quelle est la limite L de ¢(¢) lorsque ¢ tend vers 0?
On posera désormais ¢(0) = L, de sorte que ¢ est ainsi définie et continue sur R.

b) Montrer que la fonction ¢ reste strictement positive sur [0, ], et justifier qu'elle admet
sur [0, 7r] un minimum strictement positif noté u (qu'on ne demande pas d'expliciter).

c) Etablir les inégalités suivantes :
71 — cos(¢) i@
flo)=za f —dt = au .
0 t(I"’l 2 -
d) En déduire la limite de /(@) quand a tend vers 2 par valeurs inférieures.

%

m Partie IV : Calcul de l'intégrale f(1)

9°) Calcul d'intégrales auxiliaires
a) Justifier pour tout entier naturel » I'existence de l'intégrale suivante :

]n = fﬂ/2W_+1)t) dz.
0 sin(z)

b) Préciser la valeur de /), et prouver qu'on a /,, — 1,_; = 0 pour tout entier n = 1.

En déduire la valeur de l'intégrale 7,,.
1 1

sin(® ¢

¢) On considere la fonction auxiliaire ¢ définie pour 0 < ¢ < % par ¥ (t) =
Quelle est la limite L de () lorsque ¢ tend vers 0?
On posera désormais ¥(0) = L, de sorte que i est ainsi définie et continue sur [0, ;—r]

d) Démontrer 1'égalité suivante pour tout entier naturel » :
/2 ) n (2 n+1)7/2 sin(u)
¢®$m@wﬂﬂmt=5—f

0 u

du.

0

10°) Lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions de classe C'

On considére une fonction g de classe C! du segment [O, g] dans R.

A tout entier naturel 7, on associe l'intégrale suivante :
b

/2
u, = f g sin((2n+ 1)) de.
0

a) Démontrer que :

0 1 /2
U, = 80 + f g (M cos(2n+ 1)1 de.
0

S 2n+1 2n+1
b) A l'aide d'une majoration convenable de cette derniere intégrale, en déduire la limite
de u,, quand n tend vers +oo.
c¢) En admettant, ce que I'on ne demande pas de vérifier ici, que la fonction continue

introduite a la question 9.c) est de classe C Usur [O, ;—T], en déduire la valeur de f(1).
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