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Un principe d’incertitude matriciel

Notations

Soit E un C-espace vectoriel. On note Id 'application identité de E. Un nombre complexe A est valeur propre d’un
endomorphisme ¢ de E si Ker(¢—AId) # {0}. On note VP(¢) ensemble des valeurs propres de ¢. Pour tout A € VP(¢),
Ker(¢ — AId) est un sous-espace vectoriel de E, que 'on note E)(¢).

Si z = (z1,22,...,7x) est un élément de RY on note ||z|| sa norme euclidienne canonique : ||z|| = Zfil z2.

On note My (R) ’ensemble des matrices carrées de taille N a coefficients réels.

On note Iy la matrice identité de My (R) et, si (ay,...,an) € RY, on note diag(ay,...,ax) la matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont aq, . ..,aN.

L’ensemble des valeurs propres d'un élément A de My (R) est noté Sp(A).
On note Sy (R) I'ensemble des matrices symétriques réelles de taille N. On note S (R) (resp. Sy (R)) ensemble des
matrices symétriques réelles positives (resp. définies positives) de taille N.

Partie A — Autour du principe d’incertitude d’Heisenberg

Dans cette partie, E désigne le C-espace vectoriel C*>°(R,C) des fonctions de R dans C indéfiniment dérivables.

I — Valeurs propres de 'opérateur dérivée seconde

Q1. Pour tout f € E, on pose £(f) = —f”. Montrer que 'on définit ainsi un endomorphisme ¢ de E.

Q2. Montrer que Ry C VP(¥). Pour tout réel A € Ry, déterminer une base de E)(¢).

II — Cas des fonctions gaussiennes

R —C
Pour tout a € R, on définit G, : { 1,2 (gaussienne de parametre a). On admet la convergence et la
— e 2
valeur de l'intégrale suivante :
Foo 27
Go(t)dt =/ —.
— 0o
On fixe un réel a strictement positif.
+o00
Q3. Montrer pour tout réel £ la convergence de 'intégrale Ga(t)e %tdt.
— 00
R —C

On notera dans la suite G, : oo et
¢ »—>/ Ga(t)e ctdt

Q4. Démontrer que ’application C/}’; est de classe C!.

Q5. Démontrer que C/}’; est solution sur R d’une équation différentielle du premier ordre que ’on explicitera.

—~ 2
En déduire que G, = \/—ﬂ- G1/a- 1
a
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“+ o0 “+ o0
Q6. Démontrer que les intégrales GZ(u)du et / u?G? (u)du sont convergentes et déterminer leurs valeurs.

— 00 — 00

On définit le réel positif op(G,) (resp. or(G,)) par la relation

1 too
o2 (G,) = / u?Gy(u)?du
#(Ga) 27 fj;; Go(u)?du J-o ®)

+oo
(resp. O'%(Ga) = W/ UQGa(u)2du.>

Q7. Démontrer I'égalité 02 (Go) = (03(Ga)), oty : @+ 4.

Pour f un élément non nul d’'une certaine classe de fonctions S, on a o%(f)od(f) > 1 (inégalité d’Heisenberg). Si

[ représente un signal réel, o2 (f) représente son étalement dans le domaine temporel et oZ(f) son étalement dans
le domaine fréquentiel. Le principe d’incertitude d’Heisenberg dit alors qu’on ne peut pas localiser précisément et
simultanément un signal dans les deux domaines.
Les multiples des gaussiennes sont les seuls éléments de S qui réalisent 1’égalité dans 'inégalité d’Heisenberg.
L’application v : z 4%, vérifie donc v(x) = ; 12{1{10} o2.(f), pour tout réel z strictement positif.
€

or(f)=z
Le but du sujet dans la suite est d’établir pour des signaux discrets (éléments de R™V), un résultat semblable, relati-
vement a une matrice A donnée (principe d’incertitude matriciel). Il s’agira en particulier de définir dans ce contexte
les analogues de 07, o2 et v et d’en étudier certaines propriétés.

Partie B — Laplacien d’une matrice

Dans cette partie B, N désigne un entier supérieur ou égal a 2.
On note G lensemble des matrices symétriques réelles de taille N, & coefficients dans {0,1}, de diagonale nulle.
Si A = (ai )@, )e,n]> est un élément de G on définit

N N N
d(A) = diag (Z aLk,Zag,k, e ’ZaN7k> et Ly =0(A) — A.
k=1 k=1 k=1

I — Etude d’un élément de G

0 0 0 1
oo 10
SOItB_OlOO

1 0 0 0

Q8. Déterminer la matrice Lg. Que vaut rg(Lg)?
Q9. Calculer L%. En déduire Sp(Lp) et pour tout réel A € Sp(Lp), déterminer dim(Ey(Lg)).

Q10. La matrice Lp est-elle élément de S}, (R) ? de S5 1 (R)?

II — Etude du noyau des éléments de G
Soit A un élément de G. On note 1y le vecteur colonne de taille N ne contenant que des 1.

Q11. Montrer que Vect (1) C Ker(L,). A-t-on 1’égalité ?

Soit @ = (z1,x2,...,25) € RV,
On rappelle qu’on peut identifier les éléments de RY et les matrices colonnes de taille N. Ainsi, dans les questions
suivantes, = est identifié & la matrice colonne de taille N dont les coefficients sont x1, 2o, ...,xn, et sa transposée zT

est identifiée a la matrice ligne (ml Lo - a:N).
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Q12. Démontrer que : Z ai ja? = xt §(A) .
(i,5)€[1,N]?

Q13. En déduire :
1
D aglei—mP =g ), aylei-w)’ = L. )

1<i<j<N (i,5)€[1,N]?
Q14. En déduire que Ly € Sf(R).

Q15. On dit qu'un élément A = (a;5),j)eq, Nz de G vérifie la propriété (T') lorsque pour tout (4,5) € [1,N]? tel que
i # 7, il existe un entier n > 2 et des éléments deux a deux distincts i1,ia, . . . i, de [1,N], vérifiant :

ili’i, Vk € [[l,n—l]],aik, =1 et Zn:]

Tk+t1

Dans cette question, on suppose que A vérifie la propriété (T'). Montrer que Ker(L4) = Vect(1y).

Partie C — Région de faisabilité, courbe d’incertitude
Dans la partie C et la partie D, on suppose que N > 4 et on considére 1’élément de My (R) :

I — Définitions de o} et o3
Q16. Montrer que A est un élément de G vérifiant la propriété (I') définie dans la question Q15, sous-partie B.IL.
Q17. En utilisant la partie précédente, montrer qu’il existe (A1,)\a,...,An) € (R4)Y tel que :
Sp(La) ={Ni,i € [I,N]} et 0=X <A< A3<... < Ay
Q18. Déterminer Ly et rg(La — In). En déduire Sp(L4). On vérifiera que dim(E, (L)) = 1.

On pose D = diag(0,1,1,...,1). Pour tout x € RY \ {0}, on définit :

1
o3 (z) = BE t"Dx et oi(x) = . 2T L.

Q19. Soit z € RV \ {0}. Démontrer que A\; < 02(z) < An.
Montrer que :

i) pour tout p € R*, 03 (uz) = od(z);

ii) 02 (x) = A1 si et seulement si x € Ey, (L4).

On admet dans la suite que o3(z) = Ay si et seulement si x € Ey, (La).

IT — Région de faisabilité

On rappelle que la matrice A a été définie au début de la partie C.

On définit la région de faisabilité de A et on note R I’ensemble
R = {(ssm) € (R+)*|3z € RV \ {0}, 0d(z) = s, oy (2) = m} .

A titre indicatif, la figure ci-aprés représente R pour une certaine valeur de N. Le but de cette partie est de démontrer
certaines propriétés observables sur cette figure.
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Q20. Montrer que R C [0,An] x [0,1].

Q21. Soit z € RN\ {0} tel que o2(x) = 0. Montrer que 03;(z) = £*. En déduire que R intersecte la droite d’équation
s = 0 en un unique point dont on précisera les coordonnées.

Q22. Démontrer de méme que R intersecte en un unique point dont on déterminera les coordonnées chacune des deux
droites suivantes : la droite d’équation s = Ay et la droite d’équation m = 0.

IIT — La courbe d’incertitude ~_

Q23. Soient e; € Ey,(La) et ex € Exy(La) tels que |le1|| =1 et ||en]| = 1. On considére xz; = (1 — t)e; + ten ol
t € [0,1].
Justifier que Papplication ¢ : ¢ + oZ(z¢) est définie sur [0,1]. Démontrer que, pour tout s € [0,Ay], il existe
z € RV \ {0} tel que o3(z) = s.

Q24. En déduire D'existence de la quantité ”Hhin o3 (z) pour tout s € [0,An].
poTi

o3 (z)=s

[0,AN] — Ry

La question Q24 permet de définir v_ : < s — Hnhin o3 (z) .
z||=1
o3 (z)=s

Q25. On admet que R est un ensemble convexe. Démontrer que y_ est une fonction convexe sur [0,Ay].

Partie D — Formule explicite pour la courbe d’incertitude ~_
Pour tout o € R, on définit un élément M(a) de Sy (R) par la relation M(a) = D — aL 4. On note
iz = mingSp(M ()} et ut = max{Sp(M(a))}.
Q26. Soient « € Ret y € E, - (M(a)) tel que [ly[| = 1. Démontrer que oy (y) = v-(0§(y))-
On fixe a # 0.
Q27. Montrer que rg(M(e) — (1 — a)Iy) = 2. En déduire p; <1—a < pf.

Q28. Soient a, b et ¢ trois réels vérifiant a < b.
On suppose que pour tout A € R, les racines du trindme du second degré x — (z — a)(x — b) + M(x — ¢) sont
réelles. Démontrer que a < ¢ < b.

Q29. On note Ej; I'élément de My (R) dont tous les coeflicients sont nuls excepté celui d’indice (1,1) qui vaut 1.
Pour tout A € R, on note N(A) = M(a) — AE; 1. Donner une relation entre les polynémes caractéristiques de
N()) et de M (). En déduire p, <1 —a < ul.

4
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N
Q30. Soit V = {(Ul, cooun) ERN vy =0t Zvi = O}.
i=2
Montrer que V est un sous-espace vectoriel de RY dont on déterminera la dimension d et une base.
Q31. Montrer E - (M(a)) & E,+(M(a)) = {(z1,22,...,22) € RY 2, € R, 25 € R}.

Ha

1
Soient 6 € R et z(0) = (cos(@), N sin(#), ... T sin(@)) un vecteur unitaire de E, - (M (a)) & B+ (M(a)).
Q32. A Daide de la formule (%) établie & la question Q13 sous-partie B.II, démontrer I’égalité :
N N-=-2
os(z(9)) = 5 cos(20) — vV N — 1sin(20).
1

Q33. En déduire : —sin(26) = [03(z(0)) + (N — 2)op(z(0)) — (N —1)] .

Q34. Démontrer
(N = 1)(1 = 2034 (2(8)))? + (02(@(8)) + (N — 2)0%y(a(8)) — (N = 1))’ = N — 1.

Q35. En déduire que :

—8(N —2) = N(N —1) —2y/s(N —1)(N — s)

Vs € [0,An], 7 (s) = N

¢ Fin ¢

MO76 - 28 avril 2025 - 14:51:16 @ ® ® ©®

5/6



2025

Rapport du jury sur les épreuves de la filiere PC Epreuves d’admissibilité
Concours Centrale-Supélec — Session 2025 Mathématiques 1

2. Mathématiques 1

2.1. Introduction

Cette épreuve propose deux exercices autour du principe d’incertitude d’Heisenberg.

La partie A du sujet constitue le premier de ces deux exercices. On y propose de vérifier que les
fonctions gaussiennes réalisent 1'égalité dans le principe d’incertitude.

Les parties B & D du sujet s’intéressent a un opérateur de Laplace A — L4 défini sur certaines
matrices symétriques. La partie B se concentre sur un cas particulier en taille 4 x 4 (partie B-I),
puis introduit la classe particuliere de matrices symétriques dont il sera question dans la suite
du sujet (propriété I' citée en question Q15). On montre alors que le noyau de leur laplacien est
de dimension 1.

La partie C se concentre d’abord sur 1’étude spectrale compléte du laplacien L4 pour une
matrice A particuliere (partie C-I). On introduit ensuite les concepts de région de faisabilité et
de courbe d’incertitude dans les parties C-II et C-III. La partie D propose enfin un calcul exact
de I'enveloppe inférieure de la région de faisabilité.

2.2. Analyse globale des résultats

Sur les 3664 copies corrigées, la moyenne constatée, en pourcentage du baréeme, est de 29,8 %,
pour un écart-type de 15,3 %, ce qui permet de considérer le sujet comme de longueur plutot éle-
vée, mais permettant un niveau de discrimination satisfaisant parmi les candidats. La meilleure
copie obtient 85 % des points du baréme total.

Comme nous le verrons plus loin, la sélection des meilleurs candidats s’est essentiellement faite
sur deux points : la connaissance (parfois élémentaire) du cours et la maitrise des calculs de
base, bien plus que sur le volume traité ou ’originalité des idées.

Concernant le premier point, a titre d’exemple, la question Q4, consistant en I'application du
théoreme C' pour les intégrales & parametres avec le rappel et la vérification organisée des
hypotheéses qui le composent — question traitée par la quasi-totalité des candidats — n’a été
réussie (méme approximativement) que par une part minoritaire d’entre eux (41 %). La toute
premiére question du sujet, demandant d’établir le caractére d’endomorphisme de ’application
f — f" sur lespace C°(R,C) — traitée par quasiment tous les candidats — a été un point
d’achoppement pour 30 % d’entre eux.

Quant au second point, le jury releve de nombreuses erreurs et approximations dans des manipu-
lations élémentaires (a ce niveau d’études scientifiques), comme les calculs de dérivée (question
Q4), de primitive (questions Q3, Q6), les calculs de rang pour des matrices de petite taille
(questions Q8, Q9) ou lacunaires (questions Q18, Q27) ou encore la résolution d’équations
différentielles élémentaires (Q2). Certains interdits sont assez largement enfreints par les can-
didats, parmi lesquels les comparaisons entre nombres complexes (questions Q3, Q4) et les
simplifications abusives par des matrices (question Q19).

Cette année encore, le soin apporté a la qualité des réponses est un facteur plus décisif dans les
résultats finaux que la quantité de questions traitées.
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2.3. Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux
candidats

Ce sujet se caractérise par la grande variété des questions en termes de niveau de difficulté et
de notions abordées.

Le jury a relevé un certain nombre de points généraux dans la correction des copies et en tire
les recommandations suivantes.

— Le jury note des faiblesses importantes et largement répandues sur des points de cours
élémentaires. Le rappel et la vérification, avec organisation et méthode, des hypotheses du
théoreme C! pour les intégrales a parametres, en question Q4, est un point de discrimi-
nation important parmi les copies. L’évocation soignée du théoréme spectral en question
Q17, et son utilisation éventuelle dans les questions Q9 et Q10, posent des problémes im-
portants aux candidats. Le jury constate également un manque de méthode assez répandu
dans les démonstrations de convergence des intégrales impropres (questions Q3, Q6).

— Le jury releve des lacunes fréquentes sur des points de technique élémentaires. Le calcul
de dérivée partielle attendu en Q4 (sans confusion entre les variables £ et t) est un point
d’achoppement pour de nombreux candidats. Il en est de méme pour la résolution d’une
équation différentielle d’oscillateur harmonique y” + Ay = 0 avec A € R, en question
Q2 : la forme des solutions et leur présentation rigoureuse échappent a la plupart des
candidats. Les calculs de rang demandés dans les questions Q8, Q9 et Q18 manquent
également globalement de rigueur.

— Un enchalnement de calculs ou de symboles logiques ne peut constituer une réponse a part
entiere. Le jury releve une proportion importante de copies présentant presque systémati-
quement les réponses de cette maniere, avec un maniement souvent bancal des symboles
logiques élémentaires (implications, équivalences en particulier), utilisés, a tort, comme
des abréviations. Le jury encourage les futurs candidats a faire un plus grand effort de
rédaction, a subordonner leurs calculs et enchalnements logiques & un texte constitué.

— Les variables utilisées par les candidats sont loin d’étre systématiquement déclarées. Il n’est
pas rare de voir apparaitre des indices, des vecteurs colonnes ou des matrices, au milieu d’'un
raisonnement, sans en avoir constaté la moindre déclaration préalable, laissant au lecteur le
soin de comprendre dans quel ensemble ces variables se trouvent, ou ce qu’elles désignent.
Dés les premieres questions, on voit abonder, dans les copies, pléthore d’indices i,n et de
variables & dont le statut n’est pas précisé et dont la place dans le raisonnement est laissée
a la libre appréciation du lecteur. Ce genre d’oubli n’est pas souhaitable.

Le jury rappelle également que les fautes d’orthographe et de francgais, malheureusement nom-
breuses dans les copies, nuisent a la qualité et & la clarté du discours et laissent au lecteur
une impression négative qui peut se répercuter, consciemment ou non, sur la note finale (en
plus de faire 'objet d’un malus). En particulier, les fautes d’accord, trés nombreuses et quasi-
systématiques dans bon nombre de copies (citons les malheureusement tres fréquents « espace
vectorielle » et « théoréme spectrale »), interrogent quant a 'idée que certains candidats se font
de la structure d’une phrase.

Voici désormais les remarques du jury, question par question :

Q1 La stabilité de FE par ¢ est souvent oubliée. Le calcul de £(0) n’est pas nécessaire pour
démontrer la linéarité de I’application /.

Q2 Les fonctions candidates a étre un vecteur propre doivent étre non nulles. La non-nullité
d’une fonction comme z +— A cos(v/Ax) + Bsin(v/Az) n’est vraie que si (4, B) # (0,0).
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La résolution de ’équation différentielle y” + Ay = 0, avec A € Ry, n’est pas un point de réus-
site majoritaire parmi les copies. C’est pourtant une équation différentielle du second ordre a
coefficients constants qu’on retrouve aussi en physique avec les oscillateurs harmoniques.

Une base se présente ici sous la forme d’un couple de fonctions. De nombreuses réponses pro-
posent des couples sous la forme « (cos(v/Az),sin(v/Az) » sans les floches d’association. 11 faut
faire attention a la nature des objets manipulés. Le cas A = 0 est rarement étudié, alors qu’il
mérite une attention particuliere.

Q3 On lit malheureusement beaucoup d’inégalités impliquant des nombres complexes.

La continuité par morceaux de la fonction intégrée est rarement un point d’attention. C’est
pourtant elle qui permet la mise en évidence des points en lesquels étudier la convergence d’une
intégrale impropre.

Q4 Le théoréme de classe C! des intégrales & parameétre est trés rarement rappelé de maniere
exacte et organisée.
L’hypothese d’intégrabilité selon ¢ a £ fixé est particulierement oubliée.

Q5 Les calculs sont plutét bien menés, avec une réussite toutefois rarement totale.

t

. . o 1 .
Certaines propositions de primitive surprennent beaucoup (t — ——e n’est pas une primitive

) 2t
de t — e " sur R).

On rappelle la nécessité de justifier la convergence du terme de crochet lorsqu’on effectue une
intégration par parties sur une intégrale impropre.

Q6 Comme en Q3, il ne faut pas oublier de mentionner la continuité des fonctions intégrées.
Par ailleurs, le jury rappelle que ’énoncé admet des convergences qui peuvent directement étre
utilisées pour accélérer la résolution de la question. Beaucoup de candidats n’y ont pas pensé.
Quant au calcul des intégrales, le jury s’étonne des nombreuses propositions aboutissant a des
intégrales nulles.

Q7 Question peu traitée. Les copies ayant réussi Q6 parviennent en général a proposer une
réponse aboutie.

Q8 Evoquer les relations de liaison entre colonnes (ici C1 et Cy, puis Cy et C3) ne suffit pas.
Il faut encore noter que les colonnes C; et Cy sont linéairement indépendantes pour conclure
quant au rang de Lp.

Q9 Si un polynoéme P € C[X] annule une matrice A, alors le spectre de A n’est qu’inclus
dans I'ensemble des racines de P. Trop de copies ont exprimé une égalité (non justifiée) entre
ces deux ensembles.

On rappelle qu'une inclusion C n’est pas une appartenance €.

Q10 La symétrie de la matrice B est un argument nécessaire pour conclure. On rappelle qu’une
matrice symétrique positive n’est pas une matrice symétrique dont tous les coefficients sont
positifs.

Q11 Beaucoup de candidats pensent, a raison, au contre-exemple de la matrice B pour traiter
la seconde partie de la question.

Q12 Le calcul demandé, plutot classique, est bien réussi.

Q13 Peu de calculs aboutis ou corrects, malgré la proximité avec la question précédente.
Dans cette question, il s’agit de démontrer un résultat qui est donné dans 1’énoncé de la question.
Face a 'important nombre de démarches peu integres, le jury rappelle aux candidats qu’il est
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attendu un soin particulier dans le raisonnement pour que la réponse proposée soit considérée
comme valable.

Q14 1II ne faut pas oublier 'argument de symétrie de la matrice L4 pour pouvoir utiliser la
positivité de I’expression vue en Q13.

Q15 On note trés peu de propositions pertinentes pour cette question.

Q16 Le volet concernant la propriété I' aura connu un peu plus de succes qu’a la question
précédente, mais cela reste rare.

Q17 Le théoreme spectral est rarement explicité dans cette question : il s’agit pourtant d’un
point de passage important pour conclure. L’inégalité stricte entre A; et Ao est un autre point
important de la question qu’il convient de considérer avec rigueur.

Q18 L’étude du spectre de L4 aura posé beaucoup de problémes, tant pour la détermination
des valeurs propres que pour la dimension des sous-espaces propres associés.

Q19 Le calcul permettant 'encadrement de o%(x) est trés peu réussi. Seule la démonstration
du point (i) aura recueilli un certain succes. L’organisation du raisonnement au point (ii) (en
deux implications distinctes) aura posé beaucoup de problémes.

C’est sur cette question que les bonnes et trés bonnes copies se distinguent.

Q20 De bonnes propositions, dans ’ensemble.

Q21 L’unicité du point d’intersection mentionné est tres rarement un point d’attention dans
les copies.

Q22 a Q26 Questions peu abordées dans I’ensemble.

Q27 L’importance de ’hypothése o # 0 dans le calcul de rang demandé est trés peu considérée.
Et pourtant, elle est une clé du raisonnement développé dans cette derniere partie.

Q28 Le premier calcul de discriminant est abordé, rarement le second.
Q29 Question tres peu abordée dans I'ensemble.

Q30 La structure d’espace vectoriel est souvent abordée, mais on voit tres peu de propositions
concernant le reste de la question.

Q31 a Q35 Questions tres peu abordées dans ’ensemble.

2.4. Conclusion

Il est absolument primordial de se présenter a une épreuve de ce niveau avec une connaissance
précise des éléments de cours et une capacité a les manier avec précision et rigueur. Il est
également attendu des candidats un certain de niveau de maitrise technique sur des points
considérés comme élémentaires a ce niveau d’étude, en termes de dérivation, d’intégration, de
résolution d’équations différentielles élémentaires, de calculs de rang en petite taille, etc.

Il est également important d’apporter une attention particuliéere a ce qui semble étre considéré
par de nombreux candidats — a tort — comme des détails : déclaration des variables, utilisation
pertinente des liens logiques (implications, équivalences) et des mots de liaison. Il importe éga-
lement que les candidats sélectionnent et mentionnent explicitement la totalité des arguments
nécessaires pour répondre a chaque question et organisent leur raisonnement avec méthode. Un
soin tout particulier doit étre apporté a I’énonciation et a la vérification des hypotheéses dans les
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théorémes en comportant plusieurs, comme ici le théoreme C! pour les intégrales & parameétres.
Ce manque de rigueur explique que de nombreux candidats risquent de se retrouver décus par
leur note, ayant eu I'impression de traiter de nombreuses questions du sujet, alors que la plupart
des réponses sont incompléetes ou insuffisamment précises.

Le jury tient également a rappeler I'impact significatif d’une copie bien présentée, rédigée dans
un francgais correct. Il en a été tenu compte dans la notation. Les désagréments impliqués par
un manquement a ces regles d’usage sont doubles :

— sur le fond, un certain manque de soin ou une rédaction précipitée fait manquer des points
importants de la question ou certaines étapes cruciales d’un raisonnement ;

— sur la forme, I'impression laissée au correcteur par une copie négligée est forcément né-
gative. Pour éviter tout désagrément, le jury recommande aux candidats de soigner leur
écriture, de limiter les ratures, d’éviter de multiplier les insertions plus ou moins lisibles
ou les renvois vers une autre page, et d’écrire dans un francais correct.

Enfin, il n’est pas nécessaire de se précipiter et de traiter un nombre impressionnant de questions
pour obtenir un tres bon résultat : il suffit de procéder avec soin, dans un esprit scientifique
empreint de rigueur, de discernement et de précision. Le jury encourage les futurs candidats
a prendre ces bonnes habitudes dans leur préparation. Les bonnes et trés bonnes copies sont,
presque sans exception, de cette sorte.
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Notations

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on note [a,b] 'ensemble des entiers k tels que a < k < b.

Pour n € N, on appelle polyndéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a n toute fonction de R dans C de la

forme
n
T E cpett®

k=—n

ou, pour tout k € [-n,n], ¢x € C. On note T, ensemble des polyndmes trigonométriques de degré inférieur ou égal
a n. C’est un C-espace vectoriel, ce qu'on ne demande pas de vérifier.

On note CY, le C-espace vectoriel des fonctions continues 27-périodiques de R dans C et C3_ le sous-espace vectoriel
des fonctions de classe C! 27-périodiques. Pour g € C9, et h > 0, on pose :

wy(h) = sup [g(s) — g(t)].
|t—s|<h

Pour toute fonction bornée f de R dans C, on pose :

[flloc = sup | £(t)]-
teR

Partie A — Préliminaires

Q1. Montrer que si g est la fonction sinus, alors, pour tout ko > 0, wg(h) < h.
Q2. (a) Montrer que, pour tous g € C9,_ et h > 0, wy(h) est un réel bien défini.
(b) On suppose que g € C4.. Montrer que, pour tout i > 0, wy(h) < hl|¢’||cc. En déduire que }lligbwg(h) =0.
On admet que }llin%)wg (h) = 0 est vrai pour tout g € C3,..
—
Q3. Soit h et ' deux réels strictement positifs et soit g € Ca_.
(a) Montrer que, si h < R/, alors wy(h) < wy(h).
(b) Montrer que wy(h + h') < wy(h) + wy(h').
(¢) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1 et pour tout réel A strictement positif :
wg(nh) <nwg(h) et wy(Ah) < (14 Nwg(h).

Q4. Soit g € CY.. Montrer que pour tout z € R,

/_ :: g(t)dt = /_ : o(t) dt.

Q5. Soit g € CY_ et n € N. Pour tout p € 7, on note A(p) la fonction de R dans C définie par

s

VoeR A@a) = [ plo -ttt
Montrer que A définit un endomorphisme de 7,,.

11
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Partie B —

I — La fonction J,

Pour tout n € N, on définit la fonctions ¢,, de R dans C en posant, pour tout ¢t € R,
LI
enlt) = eMES R et fu(t) = palt).
k=0

Dans cette sous-partie, on fixe un entier n € N.

Q6. Montrer que, pour tout réel ¢ n’appartenant pas a 277,

4

on(t) = sin(n +1)% ot fult) = (sm(n+ 1)5)

st «in L
sin 3 sin

Q7. Montrer que ¢, et ¢? appartiennent & 7,,, puis que f,, appartient a Ta,.

Q8. Montrer qu’il existe un réel strictement positif ¢, tel que / enfn(t)dt = 1.

—T

Pour tout n € N, on pose désormais J, = ¢, fn, de sorte que J, est une fonction réelle positive vérifiant

s

o € Ton ot /Jn(t)dtzl.

—Tr

IT — Une majoration de /7T |t]Jn(t) dt

Soit n € N.

. /Tr tf.(t)dt
Q9. Montrer que / [t|Jn(t) dt = 2%
- -
| s
2

Q10. Montrer que pour t € [072} , —t <sint < L.
0

s

Q13. Montrer qu’il existe a > 0 tel que, pour tout n € N, / [t] T (t) dt <

—Tr

a
n+1"

IIT — Approximation uniforme par des polyndémes trigonométriques

Dans cette sous-partie, on fixe g € C3..

Pour tout n € N, on définit la fonction 7, g en posant, pour tout x € R,

Togw) = [ e =00

—T

L’objectif de cette sous-partie est de montrer que (7),g) est une suite de polynémes trigonométriques qui converge
uniformément vers g sur R.

12
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Q14. Pour tous n € N et x € R, montrer que

s

Tng(x):/ﬁ To(Og(z — 1) dt et g(ac):/ Ta(D)g(x) dt

—T —T

s

En déduire que |T,g(z) — g(z)| < / Jn(t) |g(x — t) — g(z)] dt.
Q15. Le cas C*. On suppose, seulement dans cette question, que g est C!.
(a) Montrer que, pour tout n € N,
allg’ [l
n+1

1Tng = glloo <

ou le réel a a été défini a la question Q13.

(b) Conclure que (7},g) est une suite de polynoémes trigonométriques qui converge uniformément vers g sur R.

Q16. Le cas C°. Dans cette question, on ne suppose plus que g est de classe C!.
On rappelle le résultat admis a la question Q2 : ’llir% wg(h) = 0.
—

(a) Montrer que, pour tout n € N* et tous réels t et z,
lg(z — 1) — g(@)| < (1 +nlt))wy(1/n).
(b) En déduire qu’il existe b > 0 tel que, pour tout n € N*,
[Tng = glloc < bwy(1/n).

(c) Conclure que la suite (T},g) converge uniformément vers g sur R.

Partie C —

Dans cette partie, on considére 'espace vectoriel C[X] des polynoémes & coefficients complexes. Pour n € N, on note
C,[X] le sous-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & n.

I _
Dans cette sous-partie on fixe un entier n € N* et on note T le polynéme X" + 1.

Q17. Montrer que T" admet n racines simples dans C.

On note z1,...,z, les racines de T

Q18. Soit k € [1,n]. Montrer que H(zk —z;) =T (2).
J#k

Xé
Soit ¢ € [0,n]. On considére la fonction rationnelle F' donnée par F' = X1
On rappelle que, par décomposition en éléments simples de F, il y a existence et unicité de p1, ..., u, dans C et de F

dans C[X] tels que

n m
F= E.
;X—zk+

Q19. Montrer que, pour tout k € [1,n], ux = _zf;; : et que F est soit le polynéome nul, soit le polynéme constant
égal a 1.
no 2« P
Q20. Calculer F'(1) et en déduire que £ = 5 + ~ > m

Q21. En déduire que :

2~ znP(z X
(a) pour tout polynéme P € C,[X], XP'(X)= gP(X) += Z alX)

13
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Pour tout P € C[X], on pose ||P| = sup |P(z)].
|z|=1

Q22. Montrer que ||.|| est une norme sur C[X].

Q23. Montrer que, si z est un nombre complexe de module 1 et si z # 1, alors 5 est un réel négatif.

_
(z=1)
Q24. A l'aide de Q21, en déduire que pour tout P € C,[X], ||P'|| < n||P|.

Q25. En déduire que pour tout ¢ € Ty, 1¢'[lcc < 3n]|¢]c0-

Partie D — Fonctions holdériennes

Soit g une fonction définie sur un intervalle I C R et & valeurs dans C et soit o € ]0,1].

On dit que g est a-holdérienne s'il existe K > 0 tel que, pour tous réels = et y de U'intervalle I, |g(x) —g(y)| < K|z —y|*.

I — Exemples

Soit a € ]0,1] et soit h, la fonction définie sur Ry par hy : @ — z%.

Q26. Soit y un réel positif, montrer que pour tout z >y on a: 0 < z* —y* < (v —y)*
Q27. En déduire que h,, est a-holdérienne sur R .

Q28. Soit 8 €]0,1] tel que 5 # «. Montrer que h, n’est pas S-holdérienne.

Soit k la fonction définie sur R4 par

zlnz siz>0
k:x—
0 siz=0
Q29. Soit y € ]0,1]. Montrer que pour tout € [0,1 —y], (z+y)In(z+y) —zlne < (y—1)In(l —y).

Q30. En déduire que k est a-holdérienne sur [0,1] pour tout « € ]0,1].

IT — Espace H$, et approximation uniforme par des polynémes trigonométriques

Dans la suite du probléme, pour « € ]0,1[, on note Hg_ ’ensemble des fonctions a-héldériennes 2m-périodiques de R
dans C.

Pour tout f € C9,, on pose §,(f) = in7£ If = Plloo-
PETH

Q31. Montrer que H$g, est un sous-espace vectoriel de CJ, .

1
Q32. Montrer que si g € HS,, alors §,(g) = O(—)

n—-+oo n<

IIT — Etude d’une réciproque
L’objectif de cette sous-partie est d’établir une réciproque a la question Q32.

1
On fixe un réel o € ]0,1] et une fonction f € C3.. telle que 4, (f) = O(—a) Il existe ainsi un réel C' > 0 tel que,
n—-1+00 n
pour tout n € N*| §,,(f) < %
no

Q33. Pour n € N, montrer qu’il existe g, € T, tel que §,(f) = ||f — qnlloo-

14
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34. Montrer, en appliquant I'inégalité établie & la question Q25, qu’il existe un réel C’ > 0 tel que, pour tout n € N,
2

Q35.

Q36.

Q37.
Q38.

[Phis = Phllec < €270,

En déduire que, pour tout n € N,

/

C
lprlloo < llPolloe + 57—

277,(1704).
En déduire lexistence d’un réel A > 0 tel que, pour tout n € N,
o lloo < A2~
Montrer que, pour tout (z,y) € R, |f(x) — f(y)| < C217" + A20=)n | g,

En déduire que f est a-holdérienne.

<lr—yl <

Indication : lorsque 0 < |z —y| < 1, on pourra choisir n € N tel que STESEN

a l'aide de la question précédente.

2

in et majorer | f(x) — f(y)|

¢ Fin o

5/6
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3. Mathématiques 2

3.1. Introduction

Le sujet de cette année traite de polyndémes trigonométriques et de I’approximation des fonctions
continues 2m-périodiques par ceux-ci. On montre en particulier le théoreme de Fejer (cf. Q15
et Q16), puis une version de 'inégalité de Bernstein (Q25) qui permet une caractérisation des
fonctions a-holdériennes (Q38). Le probléme touche ainsi de nombreux domaines de 1’analyse
mais aussi de I'algebre.

En faisant la part belle au programme de premiére année, ce sujet a finalement permis de tester
une assimilation en profondeur des connaissances. Les méthodes suggérées restent tres élémen-
taires. Le cheminement parfois long a bien testé les candidats sur leur capacité de concentration
et leur assimilation des résultats amassés en cours de route.

3.2. Analyse globale des résultats

Globalement, les candidats maitrisent certes les fondements du programme, mais les questions
plus théoriques, plus techniques ou a la frontiére du programme (préliminaires, décomposition
en éléments simples ou questions demandant une compréhension un peu plus globale du sujet)
leur font souvent perdre leurs moyens. On note alors parfois une tendance a écrire des assertions
a la limite de I’absurde, parfois des le début de la copie.

Un autre défaut qui parait facile a remédier consiste a mal lire I’énoncé ou oublier un peu trop
vite ce qu'on a lu et fait auparavant. Dans ce sujet, comme souvent, de nombreuses questions
s’éclairent quelque peu a la lecture de la suite de 1’énoncé.

3.3. Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux
candidats

3.3.1. Partie A

Les correcteurs ont été surpris par le manque de maitrise dans les toutes premiéres questions.
Celles-ci sont habituellement traitées avec plus d’attention — et souvent plus faciles, il est vrai.
On reléeve ici de mauvaises manipulations d’inégalités, des utilisations erratiques des valeurs
absolues, méme dans certaines copies moyennes par ailleurs.

Q1 Cette question fait le pari de préparer la réflexion sur la question Q2.b par un exemple.
L’inégalité des accroissements finis est finalement rarement citée. Pour autant, une identité
trigonométrique comme sin s — sint = 2sin(25%) cos(2:) est encore moins utilisée.

Q2.a Ici beaucoup de confusion. Le fait qu’une fonction continue sur un fermé borné soit elle-
méme bornée est souvent évoqué, mais parfois en oubliant que le domaine doit étre borné.
Ensuite, il est rare que la périodicité soit invoquée pour se ramener a un intervalle borné. Le fait
que la quantité étudiée dépende de deux variables est une autre difficulté rarement surmontée.
Au total, une copie sur cinq seulement traite la question de fagon satisfaisante.
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Q2.b Le théoreme des accroissements finis est souvent invoqué, parfois en relation avec la notion
de fonction lipschitzienne comme a la question Q1. Certaines copies notent a juste titre que ’on
peut majorer en partant de égalité g(s) — g(t) = [’ ¢'(z) dx.

Q3.a L’inclusion des bandes {(s,t) | |[s —t| < h} C {(s,t) | |s — t| < h'} dans R? est rarement
bien dégagée d’autres considérations.

Q3.b L’idée a été apercue par beaucoup de candidats, mais la rédaction d’une solution a fina-
lement posé de grandes difficultés. Lorsque |s — t| < h + A/, on peut séparer les cas selon que
|s — t| appartient & [0, k[ ou & [h,h + h'], mais cette discussion est souvent restée incompléte.
Il est également vrai qu’il existe toujours un r tel que |s — r| < h et |r —t| < A/, mais encore
fallait-il argumenter quelque peu.

Q3.c Pour la premiere inégalité, on voit des récurrences bien organisées. Une solution de proche
en proche, du type w(nh) < w((n —1)h) + w(h) < ..., est aussi possible — et plus courte pour
ces cas de récurrence les plus simples.

La seconde inégalité pose moins de difficultés que la question (b).

Q4 Une question tres facile mais réussie ou abordée seulement par une moitié des candidats.
On ne voit quasiment jamais de dessin, ce qui pourtant aurait au moins l'utilité de suggérer
qu’un changement de variable par translation ne suffit pas a résoudre la question.

Q5 La linéarité de A est conséquence de la linéarité de 'intégration mais ne s’y résume pas :
ici, & une fonction on associe non pas un nombre mais une autre fonction. Le fait que A envoie
chaque polynoéme trigonométrique sur un polyndéme trigonométrique a été comparativement
plutdt bien compris, peut-étre grace au fait que la base considérée depuis le début est une base
de vecteurs propres pour A.

3.3.2. Partie B

Dans la partie B, la manipulation des polynoémes trigonométriques n’est pas maitrisée. En par-
ticulier, on reléve beaucoup de confusion avec les polynémes. Les copies qui vérifient les conver-
gences des intégrales considérées sont aussi bien trop rares. La bonne foi des candidats parait
en défaut lorsqu’il faut établir 'existence de constantes indépendantes de n dans des inégalités,
mais que celles-ci s’averent dépendre de n dans une majorité de copies.

Q6 Un calcul qui n’a pas posé de grande difficulté.

Q7 L’erreur d’énoncé concernant ¢, n’a pas paru troubler les candidats. Par contre, certains
ont peiné a comprendre qu’il fallait oublier la question précédente et revenir a la définition de ¢, .

Q8 Une fois que la question est comprise, elle est généralement résolue correctement. Mais
beaucoup de candidats n’abordent pas la question ou sont déroutés par une formulation inhabi-
tuelle.

Q9 La parité (de f, et de t — |t|fn(t)) doit étre explicitement invoquée, afin de justifier
Pégalité [T fn(t)dt =2 [ fu(t)dt.

Q10 La seconde inégalité est bien plus abordée que la premiére. La relation avec la question
Q1 n’est presque jamais apercue. La concavité de la fonction étudiée est parfois invoquée mais
rarement de maniere rigoureuse. Hormis des tableaux de variation, on ne voit pratiquement
aucun dessin non plus.

Q11 et Q12 Des conséquences faciles de la question précédente. Noter que la convergence des
intégrales n’est pas indispensable & ce stade.

18
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Q13 Cette question devrait étre une conséquence quasi-automatique de ce qui précéde mais
nombre de copies oublient d’argumenter la convergence de 0+°° u *sin uwdu (k = 3 ou 4) avant
m [;F° u=3sint u du

de poser a = 3" — .
22 [(7 u=tsin udu

Q14 Une question facile pour ceux qui I’ont abordée.

Q15.a La question devrait résulter facilement de Q2.b et Q13, pourtant le manque de rigueur
dans la manipulation des sup est cause de beaucoup d’échecs.

Q15.b La plupart des candidats ne voient pas que la question porte surtout sur le fait que les
T,g sont bien des polynémes trigonométriques.
Q16 La question n’est abordée que par une moitié des candidats.

Il est facile de voir que la dérivée de g ne joue aucun role dans la solution de Q3. Nous avons
donc admis que Q3.c puisse étre utilisée dans le (a) de Q16 avec la seule hypothese que g est
continue.

Le (b) ne pose pas de grandes difficultés a ceux qui 'abordent, le (c) encore moins.

3.3.3. Partie C

Q17 La question est abordée par la moitié des candidats, mais avec un taux d’échec alarmant.
Le critére de racines multiples utilisant le polynéme dérivé est pratiquement absent malgré la
question qui suit — et la simplicité de T”. Le fait qu’on ne demande pas d’expliciter les racines
ameéne ceux qui s’y risquent & le faire sans beaucoup de soin, le résultat le plus fréquent étant
alors les racines n-iemes de 1'unité.

Q18 Notons que la formule demandée s’applique a tout polyndéme unitaire factorisé sous la
forme [T/, (X — z;), que les z; soient distincts ou non.

Q19 La décomposition en éléments simples des fonctions rationnelles & poles simples semble
connue mais peu pratiquée. Notons que ’exemple traité ici est particulierement élémentaire. Le
seul détail & ne pas oublier est que 2z = —1 =z, ".

Q20 Calcul presque immédiat.

Q21.a Bien peu de candidats ont su percevoir que les deux questions précédentes visent préci-
sément & vérifier cette formule pour P = X*.

Q21.b Un cas particulier trivial du (Q21.a), mais ’aubaine est restée largement ignorée.

Q22 Beaucoup de copies qui abordent la question oublient de vérifier que le sup est fini. Rap-
pelons par ailleurs que la positivité de la norme résulte des axiomes classiques des lors qu’ils
sont vérifiés par une fonction a valeurs réelles.

Q23 Bien traité par ceux qui prennent effectivement z = € pour 6 € R \ 27Z.
Q24 Une question qui reste délicate malgré I'indication fournie.

Q25 Peu traitée.
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3.3.4. Partie D

Q26 La question est abordée par un nombre significatif de copies. Mais les considérations restent
le plus souvent parcellaires, atteignant tout juste la premiere inégalité 0 < z® — y®. Seules les
meilleurs copies proposent une étude de fonction.

Q27 Un peu plus de succes ici, mais la constante K n’est presque jamais nommeée.

Q28 Les difficultés de la question Q26 deviennent ici insurmontables pour la plupart des copies
qui abordent la question Q28.

Q29 Encore une étude de fonction relativement banale mais qui ne recoit pas assez d’attention
pour aider les candidats.

Q30 Une question difficile qui demandait, outre I'inégalité de la Q29, de remarquer que
yIn(y) < (x +y)In(x + y) — xInz pour tout y € ]0,1[ et x € ]0,1 — y]. Tres peu de candidats
I'ont abordée.

Q31 La question de la continuité des fonctions a-hoéldériennes est parfois oubliée, de méme que
la justification de HS, # 0.

Q32 Tres peu abordée.

Q 33 Quelques candidats notent bien la nécessité d’appliquer le théoreme des bornes atteintes
a la fonction g — ||f — ¢l|co sur 7,. Le fait que celle-ci est continue, voire 1-lipschitzienne, est
parfois percu. Justifier de se restreindre a un borné reste tres difficile. Quelques copies font
allusion a la notion de projection et proposent en vain une formule qui s’applique aux bases
orthonormées pour un produit scalaire.

Q34 a 38 Les questions suivantes sont trés peu abordées.

3.4. Conclusion

Les lacunes en termes de rédaction peuvent inquiéter quand elles ne sont pas entiérement at-
tribuables & la difficulté des questions. Au final, la pauvreté des commentaires sur les calculs,
I’abus d’abréviations et la quasi-absence de représentations graphiques donnent l'image d’étu-
diants assez démunis au plan de ’argumentation.

Pour le reste, I’épreuve aura bien permis de tester et de classer les candidats sur leur assimilation
de concepts élémentaires du programme de mathématiques (inégalités, différentes notions de
fonctions) et leur capacité a construire sur ce qu’ils ont assimilé.
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Ce sujet comporte quatre parties, qui peuvent étre traitées indépendamment :

— La partie I étudie deux facons d’approcher le réel /2.

— La partie IT généralise la méthode de Héron d’Alexandrie étudiée en sous-partie I.B au cadre des matrices
symétriques positives.

— La partie III traite le cas général de la méthode de Newton numérique réelle.

— La partie IV g’inspire de la méthode de Newton abordée en partie III pour établir 'existence de la décom-
position de Jordan-Chevalley-Dunford, par une approche algorithmique et en donne une application a la
détermination de la racine carrée de certaines matrices.

Notations

Dans tout le sujet, K désigne R ou C et ¢ est un entier naturel non nul.

On note M ,(K) ensemble des matrices carrées de taille ¢ a coefficients dans K ; on note I, la matrice identité
dans M q([K) et PT la transposée d’une matrice P. On note § q([R) I’ensemble des matrices symétriques apparte-
nant & M ,(R). On note O(q) le sous-ensemble de M (R) constitué des matrices orthogonales, c’est-a-dire des
matrices P € M (R) vérifiant PTP = I .

Pour toute matrice M € M (K) et pour tous 1 < i,j < g, on note [M], ; le coefficient d’indice (3, j) de M.
Pour ay, ...,a, € K, on note diag(ay, ..., a,) la matrice A de M (K) telle que, pour tous 1 < i,j < q:

[A]__:{aisiij

i,j 0 sinon.

On munit 'ensemble M, (K) d'une norme |-||. On rappelle que, par 'équivalence des normes en dimension finie,
la notion de convergence d'une suite (M,,),,c & valeurs dans M ,(K) ne dépend pas du choix de la norme |-|.

On pourra alors utiliser librement et sans démonstration dans tout le sujet les deux résultats suivants :

pour toute suite (M,, ),y & valeurs dans M (K) et pour toute matrice M € M (K),

— la suite (M,,),,cy converge vers M si et seulement si, pour tous 1 < 4, j < g, la suite ([Mn]i’j>nel]\l converge
vers [M]; ;;

— si A€ M (K) et si la suite (M,,),cy converge vers M, alors les suites (AM,,),cy et (M, A),cy convergent
respectivement vers AM et M A.

I Quelques approximations de /2.

I.A — Via un développement en série entiére.

Soit & € R. On pose ay =1 et, pour tout n € N*,

ala—1)(a—n+1) 1%

a, = =— | |(a—k).
n! nl
Q1. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere Z a,x™ vaut :
neN
R— { 1 si oz.¢ N

+00 sinon.

Q 2. Donner, sans justification supplémentaire, ’expression de la fonction somme de la série entiere Z a,x"
neN
sur |—R, R].
Q3.  Pourtoutne N b (2n)! Mont tout = € ]—1, 1
. our tout n on pose b, = ———————. Montrer que, pour tout x € |—1,
+o00
Vitr =) (=1)"b,a".
n=0
20
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Q 4. Déterminer un équivalent simple de la suite (b,) _ . En déduire la nature de la série Z(—l)"*lbn.
neN
Q5. Montrer que la série entiére Z(—l)”*lbnx" converge uniformément sur [—1, 1] et en déduire la valeur
N neN
o0
de » (=1)"*1b,,.
n=0

Q 6. Montrer que

L 1
=S o ()

I.B - Via la méthode de Héron d’Alexandrie.
Soit a € R,. On définit la suite (c,(a)), ey par :
cola) =1
1 a
Vi €N, 6y (a) = 5 (6@ + ).
Qr. Montrer, par récurrence sur n € N, que, pour tout n € N, ¢,,(a) est bien défini et que ¢,,(a) > 0.
Q 8. Pour tout n € N, donner une expression de ¢, (a)? — a faisant intervenir (c,(a)? — a)?. En déduire

que, pour tout n > 1, ¢, (a) = /a.
Q9. Montrer que (¢, (a)),en cOnverge vers v/a.
Q 10.  Calculer ¢,(2). A I'aide de la question Q 8, montrer que, pour tout n € N*,

5 1 271—1
9)2 —2 < 8(—) .
u(2) =
En déduire que

a0 ((5)7)

n—+oo

I.C - Comparaison des différentes approxzimations de v/2 : vitesses de convergence.
1
32
Dans la question suivante, on s’interdit d’utiliser une valeur approchée de /2 stockée dans Python. En particulier,

on s’interdit lutilisation de 2 * x(1/2), math.sqrt(2) ou numpy.sqrt(2).

1 271,—1
Q 11. Parmi les deux suites (3—/2) et <( ) >, déterminer celle qui converge le plus vite vers zéro.
n

Q 12.  Ecrire une suite d’instructions en Python permettant, grace & la méthode de la question Q 10, d’obtenir
une approximation de v/2 avec 10 décimales correctes.

IT Racine carrée d’une matrice symétrique positive.
On note S;([R) I'ensemble des matrices symétriques positives de M (R), c’est-a-dire des matrices M € §,(R)
vérifiant XTMX > 0 pour toute matrice colonne X € M, (R).

Dans toute cette partie, étant donnée une matrice M € M q([R), on appelle racine carrée de M toute matrice
B e M (R) telle que B> = M.

II.LA — Racines carrées de la matrice I,.
Q 13. Rappeler sans démonstration la description des matrices de O(2).
On décrira leurs coefficients en fonction d'un paramétre 6 € R.
Q 14. Déterminer les racines carrées de I, appartenant a O(2). Que peut-on conclure quant au nombre de

racines carrées de I, 7
II.B — [Existence et unicité d’une racine carrée symétrique positive.

Q 15. Rappeler sans démonstration la condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre d’une matrice
symétrique pour qu’elle soit positive.
Q 16.  Soit M € S/ (R). Déterminer une matrice B € S/ (R) telle que B? =M.

Q 17. Montrer que B est la seule racine carrée de M appartenant a 5(]*([R).

On note alors v M 'unique racine carrée symétrique positive de M.

21
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II.C — Une méthode de Héron d’Alexandrie matricielle.
Soit M € 5;(IR). On note Ay, ..., A, les valeurs propres de M comptées avec multiplicité. On rappelle que, d’apres
le théoréme spectral, il existe une matrice P € O(q) telle que

M = Pdiag(\y, ..., A,) PT.

On rappelle de plus que, pour tout réel a > 0, la suite (c,(a)),cy définie en sous-partie I.B, est & valeurs
strictement positives et converge vers y/a. On pose alors :

My =1,
1 _
VneN, M, , = 3 (MnJrMMnl).
Q 18. Montrer, par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, M, est bien définie et que

M, = Pdiag(c,(A),....c,(N,) PT.

Q 19. En déduire que la suite (M, ), converge vers v/ M.

IIT Méthode de Newton numérique.

Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I — R une fonction de classe €2 sur I telle que f’ ne s’annule
pas sur [I.

III.A — Convergence de la méthode de Newton.

Q 20. Que dire du nombre du nombre de points d’annulation de fsur I 7

On suppose qu'’il existe ¢ € T tel que f(c) = 0. Pour tout r > 0, on pose J, = [¢c — 7, ¢+ 1].

cp el
{ flen)

vneN, ¢, =c¢, — .
o f(eq)

L’objectif de cette sous-partie III.A est de montrer qu’il existe r > 0 tel que J, C I et tel que, si ¢, € J,., alors
(Cp)nen COLVErge vers c.

Q 21.  Soit 7 > 0 tel que J,. C I. Justifier que s, = sup |f”| et i, = i}lf|f’| sont bien définis et que i, > 0.

T

Soit (¢, ),en une suite telle que

s,
(0] te K, = —.
n note K, %
Q 22.  Justifier qu’il existe r > 0 tel que 0 < rK, < 1.
Dans la suite de cette sous-partie III.A, on fixe r > 0 tel que rK, < 1.

Q 23. On suppose que n € N et ¢, € J,. A Daide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que
|Cn+1 - C| < Kr‘cn - 6‘27

puis en déduire que ¢, ., € J,.

gn
K, |cyg—c
Q 24. Montrer que, si ¢, € J,, alors, pour tout n € N, |¢, —¢| < % et conclure.
T
III.B — Une implémentation en Python.
Q 25. On désigne dans cette question par df la fonction Python représentant f’. Ecrire une fonction Python

newton(c0,f,df) prenant en arguments le réel ¢, et les fonctions f et f' et renvoyant, si la suite (c,),en
converge, une valeur approchée de ¢ et la valeur None si (c,,),, oy diverge.

On pourra convenir ici que la suite (c,),cy converge si on trouve un n < 50 tel que |f(c,)| < 10719, et qu’elle
diverge sinon.

IV Décomposition de Jordan-Chevalley-Dunford et calcul de racine
carrée.

On dit qu’une matrice N € M ,(C) est nilpotente s'il existe k € N* tel que N* = 0.
Dans toute cette partie IV, on fixe M € M q(C). On note A, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes
de M (avec s € N*). On définit alors

22
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On note P’ le polyndéme dérivé de P.
d d
Pour tout polyndéme Q = Z'kak € C[X], on note Q(M) = Z’ykMk' € M ,(C) et on pose
k=0 k=0

CIM] ={Q(M)|Q € C[XT}.

On admet alors et on pourra utiliser librement que :
— si A, B € C[M], alors A et B commutent, et A+ B et AB appartiennent a C[M];
— si Q € C[X] et si A € C[M], alors Q(A) € C[M].

IV.A — Une méthode de Newton matricielle.

Q 26.  Montrer que, pour toute racine complexe p de P’, la matrice M — pl, est inversible. En déduire que
P’(M) est inversible.
Q 27.  Montrer que le polynéme caractéristique x,; de M divise P?. En déduire que P(M) est nilpotente.

Gréce a ces résultats, on peut définir la suite de matrices (M,,),,c) en posant :

My=M
vn e N, Mn+1 = Mn - P(Mn)P/(Mn>71

On admet que, pour tout n € N :

— M, est bien définie et appartient & M (C) ;

— il existe B,, € C[M] telle que P(M,,) = (P(M))*"B
— la matrice P’ (M,

n

n

) est inversible.

Q 28.  Montrer que la suite (M,,), ¢ est stationnaire.

Q 29. Montrer que, pour tout n € N, les matrices M et M, commutent.

Q 30. On note A la limite de (M,,),,ci- Montrer que A est diagonalisable.

Q 31. On pose N =M — A. Justifier que A et N commutent et que N est nilpotente.

IV.B — Un calcul de racine carrée pour certaines matrices réelles trigonalisables

Q 32. En utilisant le développement limité en 0 de la fonction x + /1 + z, montrer qu'il existe un polynéme
R, € R[X] tel que X9 divise 1 + X — R (X)?.

Q 33.  En déduire 'expression d’une racine carrée de I, + N lorsque N est une matrice nilpotente.

Pour les questions suivantes, on suppose que M est a coeflicients réels et trigonalisable dans M q([R) et que le

spectre de M est inclus dans R7 .
On considere alors les matrices A et N introduites dans la sous-partie IV.A.

Q 34.  Justifier que A et N sont a coefficients réels et que A est diagonalisable dans M (R).
Q 35. Montrer que le spectre de A est inclus dans R

Q 36.  Justifier que la méthode de Héron d’Alexandrie de la sous-partie II.C peut étre appliquée a la matrice
A afin d’obtenir une racine carrée A’ de A. En déduire 'expression d’une racine carrée de M.

e e o[INe oo
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Mathématiques 1

Présentation du sujet

Cette épreuve propose d’adapter la méthode de Héron d’Alexandrie & la détermination d’une racine
carrée matricielle, dans le cas des matrices symétriques positives, puis des matrices trigonalisables &
spectre strictement positif.

La partie I est consacrée & 1’étude de deux approximations de /2, I'une par le développement en série
entiere de la fonction x > +/1 + z, 'autre par la méthode d’Héron d’Alexandrie, qui est alors introduite
de maniére générale pour étre utilisée dans la suite du sujet.

La partie IT propose une adaptation de la méthode d’Héron d’Alexandrie & la détermination d’une racine
carrée pour une matrice symétrique positive.

La partie ITI est consacrée a ’étude des performances numériques de la méthode de Newton-Raphson,
dont la méthode d’Héron est un cas particulier (celui de la fonction z +— 2% — a).

Enfin, la partie IV propose 1’étude partielle d’un algorithme menant a la décomposition de Dunford d’une
matrice trigonalisable. Cet algorithme, analogue a celui de Newton-Raphson, est ensuite utilisé pour
déterminer une racine carrée d’une matrice trigonalisable a spectre strictement positif.

Analyse globale des résultats

Comme nous le verrons plus loin, la sélection des meilleurs candidats s’est essentiellement faite sur deux
points : la connaissance (parfois basique) du cours et la qualité du raisonnement, bien plus que sur le
volume traité ou 'originalité des idées.

Concernant le premier point, a titre d’exemple, la question Q13. (dont la réussite consiste en la restitution
sans démonstration des isométries de R?), traitée par la quasi-totalité des candidats, n’a été réussie que par
une part minoritaire d’entre eux (47 %). La question Q2., demandant de reconnaitre sans démonstration
le développement en série entiere de la fonction x +— (1 + 2)® (connaissance demandée explicitement par
le programme), aura été un échec pour plus d'un quart des candidats.

Quant au second point, le jury rappelle que la gestion des implications et équivalences dans les raisonne-
ments doit se faire avec la plus grande rigueur. A titre d’exemple, particulierement significatif, la question
Q15. demande I’énoncé d’une condition nécessaire et suffisante : une réponse qui repose sur « pour que
M soit positive, il faut que etc. » ou bien « M est positive si son spectre etc. » ne peut étre considérée
comme répondant pleinement aux exigences. Preés de la moitié des candidats se seront laissés aller a ces
approximations.

Cette année encore, le soin apporté a la qualité des réponses est un facteur plus décisif dans les résultats
finaux que la quantité de questions traitées.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Ce sujet se caractérise par la grande variété des questions en termes de niveau de difficulté et de notions
abordées.
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Le jury a relevé un certain nombre de points généraux dans la correction des copies, et en tire les
recommandations suivantes.

— Le jury note des faiblesses importantes et largement répandues sur des points de cours
élémentaires. Les questions Q2., Q13. et Q15. consistent explicitement en un rappel — sans dé-
monstration — de points de cours de base.

En question Q23., I'inégalité de Taylor-Lagrange est rappelée avec succes par moins d’un tiers des
candidats traitant la question.

— Un enchainement de calculs ou de symboles logiques ne peut constituer une réponse
a part entiére. Le jury reléve une proportion importante de copies présentant presque systéma-
tiquement les réponses de cette manieére, avec un maniement souvent bancal des symboles logiques
élémentaires (implications, équivalences en particulier), utilisés, a tort, comme des abréviations. Le
jury encourage les futurs candidats & faire un plus grand effort de rédaction, a subordonner leurs
calculs et enchainements logiques a un texte construit.

— Les variables utilisées par les candidats sont loin d’étre systématiquement déclarées. Il
n’est pas rare de voir apparaitre des indices, des vecteurs colonnes ou des matrices, au milieu d’un
raisonnement, sans en avoir constaté la moindre déclaration préalable, laissant au lecteur le soin de
comprendre dans quel ensemble ces variables se trouvent, ou ce qu’elles désignent. Dés les premieres
questions, on voit abonder, dans les copies, pléthore d’indices i, n et de variables x dont le statut n’est
pas précisé et dont la place dans le raisonnement est laissée a la libre appréciation du lecteur. Ce genre
d’oubli n’est pas souhaitable.

Le jury rappelle également que les fautes d’orthographe et de frangais, malheureusement nombreuses
dans cette épreuve, nuisent a la qualité et a la clarté du discours et laissent au lecteur une impression
négative qui peut se répercuter, consciemment ou non, sur la note finale (en plus de faire 'objet d’un
malus). En particulier, les fautes d’accord, trés nombreuses et quasi-systématiques dans bon nombre de
copies (citons le malheureusement trés fréquent « théoréme spectrale »), interrogent quant a l'idée que
certains candidats se font de la structure d’une phrase.

D’une maniére générale, le jury note de maniére importante un manque de rigueur dans I’apprécia-
tion des liens logiques. Par exemple, de trés nombreuses réponses a la question Q15. se contentent,
sans doute par manque de rigueur ou d’attention, d’énoncer une condition nécessaire ou une condition
suffisante de positivité de la matrice M.

Le jury note enfin une recrudescence de divers sigles et abréviations pour signifier certaines notions ou
certains résultats (« CSSA », « APCR », « CVU », « CVN », « TVI », « STG », « SATP ») dont 'usage
n’a rien d’universel. Dans certaines copies, une trop forte concentration de tels sigles dessert notablement
la clarté du discours.

Voici désormais les remarques du jury, question par question.

Q1. De trop nombreuses réponses proposent d’appliquer le critere de d’Alembert pour les séries entiéres
sans s’assurer que a,, # 0 au moins a partir d’un certain rang.

. (¢4 . . .
La notation n’est pas au programme lorsque a n’est pas un entier naturel : les candidats qui veulent
n

I'utiliser doivent la définir.

Q2. Reconnaitre ici, sans démonstration, le développement en série entiére de la fonction  — (1 + x)“
est un point qui échappe a plus d’'un quart des candidats.

Q3. Le calcul a mener, sachant que le point d’aboutissement en est donné, est dans I’ensemble plutot
bien compris et pratiqué par les candidats.
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Q4. La décroissance du terme général |b, | pour le critere spécial des séries alternées est souvent citée
mais non démontrée, alors que ce point n’a rien d’évident.

Malgré un équivalent trouvé en O (W , une majorité de candidats préfére recourir au critere spécial
n

des séries alternées alors que la série est absolument convergente.
+oo
Q5. De trop nombreuses réponses se contentent d’évaluer 1’égalité v1 4+ x = Z (=), 2" en z = 1

n=0
sans comprendre que cela résulte d’'un argument de continuité en 1.

Contrairement & ce qui a été souvent lu, la décroissance d’un équivalent d’une suite n’implique pas la
décroissance de cette suite.

Q6. Le jury note beaucoup de raisonnements combinant des O(-) de maniére profondément erronée.

Q7. Certains raisonnements par récurrence sont mal rédigés : on n’introduit pas la phase d’hérédité par

« on suppose que la propriété est vraie pour tout n etc. ». Il faut aussi remarquer que cn((La) n’est que
positif (et non strictement positif), étant donné que a est pris dans R,

De méme, la phrase d’initialisation attendue est pour n = 0 et non pour n = 1.

Enfin, I’évocation simple d’une « récurrence immédiate » ne peut constituer une réponse satisfaisante.

Q8. La positivité de c,(a) est ce qui permet de passer de 2, (a) > a & ¢,,(a) > /a. Trop peu de
copies le mentionnent (un quart).

Q9. La suite (c,(a)),en n'est décroissante qu’a partir du rang 1. Par ailleurs, le jury note plusieurs
approximations de raisonnement dans la détermination de la valeur de la limite pour cette méme suite.

Une suite minorée par y/a ne converge pas nécessairement vers y/a : cet argument est donc tout & fait
insuffisant pour conclure.

Enfin, on rappelle qu'il ne faut pas confondre le réel ¢, (a) (qui ne peut, par exemple, étre qualifié de
« croissant ») et la suite (¢, (a)),en-

Q10. Beaucoup de candidats commettent de grosses erreurs sur le calcul avec des puissances, par exemple
1

1 2n- 1 2n—1
« (372> - (@) ».

Q11. La croissance comparée, si elle est généralement correcte, est trés rarement justifiée (et encore
plus rarement de maniére satisfaisante). Il ne s’agit pourtant pas d’une croissance comparée usuelle, une
justification était attendue.

Q12. Une question assez peu traitée, avec un code Python qui nécessite une justification mathématique
s’appuyant sur la question Q10.. Le jury rappelle que tout code doit étre convenablement présenté, en
particulier sur le plan de l'indentation (déterminante en langage Python).

Certaines copies proposent des algorithmes a la complexité démesurée par rapport aux enjeux. Méme si
la question ne le précise pas spécifiquement, la complexité est un enjeu en programmation, auquel les
candidats sont par ailleurs fortement sensibilisés par le cours d’informatique de tronc commun. Le jury
attend que les candidats soient bien conscients de cet enjeu dans leurs productions informatiques.

Q13. Cette question de simple restitution du cours (sans démonstration) est mal réussie. La plupart des
erreurs proviennent de ce que les candidats se contentent de citer les matrices de rotation, oubliant les
symétries (sans, par ailleurs, préciser le statut du parameétre 6 introduit).
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Q14. Si, certes, il existe une infinité de réels 0 tels que § = 0[r], ceux-ci ne donnent pas naissance a une
cosf sinf

infinité de matrices .
—sinf cos@

). L’ensemble {cos(nm) : n € Z} n’est pas infini.

Q15. Outre une mauvaise lecture de la question (il s’agit ici d’exprimer clairement une condition nécessaire
et suffisante), on note de trés nombreuses confusions entre inclusion et appartenance. Le spectre d’une
matrice réelle peut éventuellement étre inclus dans R, mais ne peut certainement pas lui appartenir.

Q16. De nombreuses réponses proposent une racine carrée basée sur une diagonalisation de la matrice
M, sans préciser que cette diagonalisation a lieu avec une matrice de passage orthogonale. Or ce point
est essentiel pour conclure au caractére symétrique de la racine carrée matricielle proposée.

Le jury rappelle qu'une notation (ici v M) ne peut étre utilisée avant d’avoir été proprement introduite
(ici, deux questions plus loin).

Q17. Une question difficile, peu traitée et réussie par moins de 3 % des copies. On rappelle que ’égalité
B? = C? dans M,,(C) n’implique pas B=C ou B = —C.

Deux matrices diagonalisables ne le sont pas nécessairement avec la méme matrice de passage. Une part
importante de la question se situe a ce niveau.

Q18. La bonne inversibilité de la matrice M,, dans la phase d’hérédité fait ’objet de peu d’attention de
la part des candidats.

Q19. Un argument d’unicité de la racine carrée matricielle positive est nécessaire pour conclure, ce point
est peu présent dans les copies.

Q20. Cette question nécessite une juste articulation des théoremes d’analyse de premiere année, une
articulation peu souvent présente dans les copies (moins de 15 %). La continuité de f” est ce qui fait que
f’ reste de signe constant (strict) sur I, ce qui implique la stricte monotonie de f, donc son injectivité,
et donne par conséquent la présence d’au plus un point d’annulation pour f.

La continuité de la fonction f’, par exemple, est 'argument qui manque le plus souvent.

Q21. Le jury note quelques passages hasardeux a la borne inférieure : ce n’est pas parce que f’(a) > 0
pour tout a € I que inf . f'(a) est strictement positif. Le « théoréme des bornes atteintes » appliqué a
f est ce qui permet cette conclusion.

Par ailleurs, ce théoréme ne s’applique pas aux fonctions continues sur un intervalle fermé : il faut aussi
que l'intervalle en question soit borné.

Q22. Question peu traitée et peu réussie par les candidats.

Q23. L’inégalité de Taylor-Lagrange est un point de cours tres peu su par les candidats. L’inégalité est
d’ailleurs souvent confondue avec la formule de Taylor-Young et la formule de Taylor avec reste intégral.

Q24. Question plutdt réussie par les quelques candidats ’ayant abordée.
Q25. Le code Python de cette question est mieux réussi que celui de la question Q12..

Q26. Cette question est le théatre de nombreuses erreurs, parfois lourdes, avec le formalisme des poly-
némes de matrice : par exemple, P(M — AI,,) n’est pas égal & P(M) — P(X) (ou P € C[X], M € M, (C)
et A € C).

Le théoreme de Rolle est également inutilisable dans un contexte de fonctions de la variable complexe.

Q27. De nombreuses copies proposent un raisonnement basé sur le fait que x,, = P, ce qui n’est pas le
cas.

Q28. Une suite stationnaire n’est pas nécessairement constante, aussi il n’est pas opportun de démontrer
le caractére stationnaire de la suite (M), o, par récurrence sur n.
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Q29. 1l ne faut pas oublier de soigneusement démontrer que M,, et P’(M,)~! commutent. La propriété

selon laquelle si deux matrices A, B commutent, avec A inversible, alors A~! et B commutent également,

mérite justification. De méme, il n’a rien d’évident que P’(M,,)~! soit un polynéme en M.

Q31. Seule la partie portant sur ’égalité AN = N A est abordée par les candidats, avec un relatif succes.
Q32. a Q36. Questions globalement peu traitées, et trés peu réussies.

Il est a noter que le développement limité, a la question Q32., souvent abordé par les candidats, n’est
que tres rarement réussi, alors qu’il est explicitement donné a la question Q3. de ce méme sujet.

Conclusion

Il est absolument primordial de se présenter a une épreuve de ce niveau avec une connaissance précise
des éléments de cours et une capacité a les manier avec précision et rigueur. Il est également important
d’apporter une attention particuliere a ce qui semble étre considéré par de nombreux candidats — a tort —
comme des détails : déclaration des variables, utilisation pertinente des liens logiques (implications, équi-
valences) et des mots de liaison. Il importe également que les candidats sélectionnent et mentionnent
explicitement la totalité des arguments nécessaires pour répondre a chaque question et organisent leur
raisonnement avec méthode. Cela pourra par exemple leur éviter d’oublier de traiter certains aspects
d’une équivalence ou d’une disjonction de cas. Ce manque de rigueur explique que de nombreux candi-
dats risquent de se retrouver décus par leur note, ayant eu I'impression de traiter de nombreuses questions
du sujet, alors que la plupart des réponses sont incomplétes ou insuffisamment précises.

Le jury tient également a rappeler 'impact significatif d’une copie bien présentée, rédigée dans un francais
correct. Il en aura été tenu compte dans la notation. Les désagréments impliqués par un manquement &
ces regles d’usage sont doubles :

— sur le fond, un certain manque de soin ou une rédaction précipitée fait manquer des points importants
de la question ou certaines étapes cruciales d’un raisonnement ;

— sur la forme, I'impression laissée au correcteur par une copie négligée est forcément négative. Pour
éviter tout désagrément, le jury recommande aux candidats de soigner leur écriture, de limiter les
ratures, d’éviter de multiplier les insertions plus ou moins lisibles ou les renvois vers une autre page,
et d’écrire dans un frangais correct.

Enfin, il n’est pas nécessaire de se précipiter et de traiter un nombre impressionnant de questions pour
obtenir un tres bon total : il suffit de procéder avec soin, dans un esprit scientifique empreint de rigueur,
de discernement et de précision. Le jury encourage les futurs candidats a prendre ces bonnes habitudes
dans leur préparation. Les bonnes et tres bonnes copies sont, presque sans exception, de cette sorte.
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Notations

Dans ce probléme, on introduit la notion de produit infini et on 1'utilise pour obtenir diverses propriétés.

— La partie I permet d’obtenir des résultats qui seront utilisés dans tout le probléeme.

— La partie II étudie quelques exemples de calcul de produit infini, dont celui de Wallis, et donne par ailleurs

une illustration en probabilités.

— La partie III permet de montrer, sous certaines conditions, la continuité ou le caractére ¢! d’une fonction

définie par un produit infini de fonctions.

— La partie IV a pour but d’exprimer la fonction sinus sous forme de produit infini et, en s’appuyant sur la

partie III, d’en tirer quelques conséquences.

— Enfin, la partie V étudie la fonction I'. Elle utilise quelques résultats des parties I, III et IV.

Pour ¢ € R, on note |¢] la partie entiére de ¢.

Soit p € N et (un)n>p une suite de nombres réels. On pose pour tout n € N tel que n > p,
n
Pn - H uk.
k=p

est la suite des produits partiels du produit infini H Uy, -

nzp

On dit que la suite (P,)

nzp

Si la suite (P,)

nzp
+00

u, = lim P,.

H k n—o+oo
k=p

I Résultats préliminaires

LA - Soit n € N*.
Q1. Montrer que, pour tout (z4,...,x,) € R™,

(ﬁu + mk)) -1

< (ITa+ b)) -1

k=1 k=1
Q 2. Montrer que, pour tout (zy,...,z,) € [—1, +oo[",
n n
[T+ <exp (Z xk)
k=1 k=1
1.B — Soit z € C. Pour tout n € N*, on pose
z n

Le but de cette sous-partie est de montrer que la suite (u,, ),y converge vers e?.
Q 3. Montrer que, pour tout t € C,

14t) —et] < |t]2elt.
( ) < |t

Q 4. Soit (a,b) € C? et n € N*. On note M = max{|al, |b|}.

M063/2024-05-07 10:39:22 Page 1/6
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Montrer que |a™ — b"| < nM" |a —b|.

Z\" z|?
Q 5. Montrer que, pour tout n € N*, ’(1 + ﬁ) —e*| < ue|z|.

n

Q 6. Conclure que la suite (u,,),,c» converge vers e?.

II Exemples de calcul de produit infini

II.A — Q. Calculer H(l — —) et H( n+1).

N n+1
On pourra, pour tout N > 2, établir une expression de H( — —) et de H( ( )
n2

n=2

)

II.B - Pour tout n € N, on pose

W, / (cosu)™du.
0

Q 8. Montrer que, pour tout n € N, (n + 2)W,

n

12 = (n+1)W,, et en déduire que, pour tout n € N,

22n(nl)?

Wons1 = Goyr

+00o
1
Q9. Déterminer un équivalent de la suite (W5, ),y et en déduire H (1 + 421>
n2 —

n=1
II.C - On considere (92, A, [P) un espace probabilisé et (A,,),,cy une suite d’événements indépendants tels
que la série numérique Z P(A,,) diverge.
n=0
+00

Q 10. Soit n € N. Montrer que H 1 —P(A )) =0.

On pourra utiliser I megallte demontree en Q 2.

Q 11.  En déduire que [P(ﬂ U A,

neNp>n

III Etude d’une fonction définie par un produit infini
On considere dans cette partie :

— a et b deux réels tels que a < b et le segment § = [a, b].

— (fn)n>1 une suite de fonctions définies sur & a valeurs dans |—1, 4+-o0].

— Pourtout ne N*etx € §:

n n
H (1+ fr(z H (1+|f(z)]), et sous condition d’existence R, ( Z | fi(x
k=1 k=1 k=n+1
ITI.A —  On suppose dans cette sous-partie que (f,,),~; est une suite de fonctions continues sur § et que la

série de fonctions E |f.| converge uniformément sur § vers la fonction Rj.
n=1

Q 12.  Montrer qu’il existe M € R’ tel que, pour tout = € Setne N,
Qn+1(‘r) - Qn(x) < eM|fn+1(x)|'
Q 13. Montrer que, pour tout x € § et n € N*,

30
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Q 14. En déduire que la suite de fonctions (P,),,c\- converge uniformément sur § vers la fonction P définie
sur § par:
S§—R
P +oo
e [JO+ ful@)
n=1
Q 15. Montrer que la fonction P est continue et ne s’annule pas sur S.
+o0
II1.B —  Pour tout x € R, on pose f(z) = (1 — e’”mQ).
n=1
Q 16.  Montrer que f est définie et continue sur R .

Q 17.  Dresser le tableau de variations de f sur RY puis calculer les limites de fen 0 et en +oo.

II1.C - On suppose dans cette sous-partie que (f,,),~; est une suite de fonctions de classe Cl sur § telle
que :

— la série de fonctions g |f,,| converge uniformément sur S.
n>1

’

— la série de fonctions E — converge uniformément sur §.
n=1 1 + fn

Q 18. Montrer que, pour tout n € N* et z € 8,

, ~  fi(x)
P (z)= Pn(x)kz:; m

Q 19. En déduire que la fonction

S§—R
P +0o0
e [T+ ful@)
n=1

est de classe C! sur § et que

P@a) K f@)
YEES Bl ‘;an(x)'

IV Expression de la fonction sinus comme produit infini

IV.A — Pour tout n € N, on pose

1 iX N\ 2n+1 iX N 204l
P (X)=~ (1 7) —(1— ) .
n(X) 2i< +2n+1 2n+1

Dans les questions Q20 a Q23, on fixe un entier naturel n.

Q 20. Montrer que P, est un polynoéme de degré 2n + 1.

k
Q 21.  Pour tout k € [[0,2n], on note z;, = (2n+1) tan(2 _T_ T
n

est {z; | k € [0,2n] }.

) . Montrer que ’ensemble des racines de P,

Q 22. En déduire qu'il existe A € C tel que

Q 23.  En calculant P’ (0), montrer que :

31
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Q 24. Montrer que la suite de fonctions (P,),,c converge simplement sur R vers la fonction sinus.

IV.B - Dans cette sous-partie, on fixe un réel = et on considere la suite de fonctions (vy,)ey- de R, dans R
définie par :

R, —R
Il -
Vk e N* v, : x 1— - 5 sit>k
t= j=1 (tan (%) (2Lt] + 1))

Q 25.  Montrer que, pour tout t € R et £ € N tel que k > 2,
22

[04(6) = Vi (D] < Ty lopr (0

Q 26.  Montrer que, pour tout ¢t € R, et £ € N,

k 72
048] < lalexp ( (W) -

Q 27.  En déduire que la série de fonctions Z(vk — v;,_;) converge uniformément sur R, .
k>2
Q 28.  Calculer, pour tout k € N*, lim v, (¢) et, pour tout t € R, lim wv(¢).
t—+00 k—

+o0
Q 29. En déduire que :

Iv.C -

Q 30. Montrer que, pour tout x € [—W ﬂ] — {0},

272
cos(z) 1 =X 2x
sin(z) x po (jm)2 — 2’
+oo 1 7T2
Q 31. En déduire que Z 2=
n
n=1

x cos(x) — sin(x)

On pourra dans un premier temps déterminer lim

70 22 sin(z)
V Autour de la fonction I
V.A - Pour tout z € R’ , on pose
+oo
I(x) = / t*~letdt.
0
Q 32. Montrer que I' est une fonction définie et continue sur R* .

+
Pour tout n € N* et tout 2 € K’ , on pose

gn(@) = [ u* 1 (1 —u)" du.
/

Q 33. Montrer que, pour tout n € N* et tout = € [R:,

32 k=0
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Q 34.  Montrer que, pour tout z € R’

n

t n
lim /tw’l (1 — ) dt =T'(z).
n—-+oo n

0

Q 35.  En déduire que, pour tout z € R7, [(z) = lim

V.B - Q 36.  Soit z € ]0, 1[. Montrer que I'(2)I'(1 — z) = — Zr 7
sin(mz

V.C - Q 37. Montrer qu’il existe v € R tel que

n 1
kz:; T wroo Inn+v+o(1).

Q 38.  En déduire que, pour tout z € R,

ez +00 x T -1
I'(z) = . He” (1+n> .

=1

oo oe[[Ne oo

33
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Mathématiques 2

Présentation du sujet

Le probleme introduit la notion de produit infini et 1'utilise pour obtenir divers résultats. On passe ainsi
en revue de nombreux cas assez classiques de produits infinis qui illustrent bien la puissance du procédé.

La partie I contient des résultats préliminaires qui seront utilisés dans la suite. Elle aboutit a la limite
. 2\"
lim (1 + —) = e”.
n—+oo n
L’exercice est relativement classique pour z = 1 mais ici z est un nombre complexe. Les questions sont
en fait assez difficiles.

La partie II étudie le produit de Wallis, on calcule ainsi I | (1 + 42711) Elle se conclut par la dé-
n2 —
n>1
monstration du théoréme de Borel-Cantelli.

La partie IIT est plus théorique, puisqu’on y donne des propriétés de convergence et dérivabilité de
+o0

fonctions définies par des produits infinis H (14 f,,(z)) sous les hypothéses de convergence uniforme des

+00 +00 f/ n=l
séries de fonctions Z |£,.] et Z n_ cette derniere ayant vocation a étre la dérivée logarithmique du
n=1 n=1 1 + f”
+00o
produit infini H(l + fn)-

n=1

La partie IV applique ce qui précede pour obtenir ’égalité

sin(z) = xﬁ (1 — (]a;f)Q) .

L’application n’est pas directe et passe par des questions assez techniques (partie IV.B). Elle se conclut
+00

par l'utilisation de la dérivée logarithmique pour calculer Z
n=1

n?’

La partie V donne quelques premiéres applications a la fonction I', se terminant par la formule

en passant par 1'égalité I'(z)I'(1 — x) = — )
sin(mz

Analyse globale des résultats

S’agissant d’un sujet difficile des les premieres questions, seule une grosse dizaine de questions ont été
traitées par une majorité d’étudiants, d’autres notamment la sous-partie IVB ne sont quasiment pas
abordées.

Globalement, on peut regretter un gros manque de rigueur dans un grand nombre de copies. En particulier,
les récurrences sont globalement mal rédigées, aussi bien dans ’énoncé initial de la proposition que dans
la phase d’hérédité, sans parler de la phrase de conclusion, inexistante dans la plupart des copies.

De méme des inégalités de base ne sont apparemment pas bien assimilées. Nous disons « apparemment »
car il est bien souvent difficile de dire si le candidat fait un usage sincere de certaines formules dans le
seul but d’obtenir le résultat demandé. La partie I et notamment la premiére question a donné lieu a
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des erreurs trés nombreuses et a montré que 1'inégalité triangulaire n’était pas maitrisée par les étudiants
ou plutét que ceux-ci préféraient faire comme §’ils avaient le résultat méme si I'inégalité utilisée était
clairement fausse. Cette attitude se retrouve régulierement dans les copies, notamment quand il y a
des égalités a démontrer avec des télescopages ou des égalités successives a prendre en compte. Les
points de suspension font office de démonstration souvent sans les valeurs initiales (notamment dans les
questions 7 et 8). On peut déplorer ce manque de rigueur. On peut aussi s’étonner de voir un probléme
de mathématiques implicitement réduit pour chaque question a une recherche de la formule donnant une
solution immédiate.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

I - Résultats préliminaires

LA

Q1. Seulement 10 % de réussite, ce qui est rare pour une premiere question. Une récurrence est possible,
de méme que tranformer le produit en somme, mais les deux méthodes demandent du soin. On voit hélas
plus souvent des formules du type |a — b| < |a| — |b].

Q2. Le cas n = 1 est bien maitrisé, encore faut-il convenablement I’articuler au cas général.

I.B

Q3. La question parait familiere mais ne le serait vraiment que si t était réel. C’est le principal sujet de
confusion, menant a une utilisation abusive du développement de Taylor ou de I'inégalité des accroisse-
ments finis.

Q4. La formule algébrique a™ — b" = (a —b) - (a1 + a™ 2b + - + b" 1) est trop rarement évoquée,
comme si le probléme devait ne comporter que des considérations d’analyse. Ici encore 'inégalité des
accroissements finis ne pourrait étre évoquée que si on se ramenait & I’étude de la fonction d’une variable
réelle ¢t = (a + t(b—a))™.

Q5. Une certaine réussite, avec toutefois des passages un peu rapides de |e*| & el ainsi que des hésitations
au sujet du max.

Q6. Question facile.

IT - Exemples de calcul de produit infini

I.A

Q7. Ceux qui apercoivent le télescopage des termes oublient souvent de considérer ensuite les rangs
impairs dans le deuxiéme cas.

I1.B
Q8. Un classique relativement bien connu. Des erreurs toutefois dans I'intégration par parties.

Q9. La puissante formule de Stirling est certes connue mais c’est la notion d’équivalent qui est finalement
mal assimilée dans bien des cas. On voit beaucoup de (n+1)"* ~ ™! (comme conséquence de n+1 ~ n)
sans voir la contradiction avec la question 6.

1.C

Q10. Certains candidats ont mieux réussi cette question de probabilité méme si le reste a 'ordre n de la
série divergente est parfois considéré a tort.

Mathématiques 2 28 novembre 2024 11h01 2
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Q11. La question n’est réussie que dans les meilleures copies. On voit beaucoup d’erreurs de raisonnement
sur 'additivité, ou I'indépendance d’événements qui ne le sont pas.

III - Etude d’une fonction définie par un produit infini

".A

De nombreux candidats ne voient pas I'utilité de la convergence uniforme pour montrer la continuité et
peinent d’ailleurs a I’établir.

Q12. La continuité de R, est rarement apercue. La difficulté de la question est évidemment que M ne
doit dépendre ni de n ni de x.

Q13. Une question assez réussie mais des errreurs encore une fois sur I'inégalité triangulaire avec bien
trop de [P, (x) = Py ()| < [P, (2)] = [Pypq (2)].

Q14. Une question souvent mal faite et mal comprise. La convergence uniforme est une notion qui pose
de grandes difficultés.

Q15. On voit trop souvent argument que P est continue comme produit de fonctions continues. Repasser
au logarithme semble ici contre-intuitif et de fait presqu’aucune copie ne montre que P ne s’annule pas.

.B

Q16. La plupart des candidats ne comprend pas qu’il suffit de vérifier les conditions d’application de la
sous-partie précédente.

Q17. Variations et limites sont en général convenablement devinées mais la justification compléte est
extrémement rare.

.C
Q18. Question correctement traitée.

Q19. Des réponses globalement confuses, comme a la question 14. Les candidats tentent de justifier
leur propos par les termes « convergence uniforme » et « continuité » non sans un certain désordre. La
confusion entre ce qui s’applique a une fonction et & une suite de fonctions est fréquente.

IV - Expression de la fonction sinus comme produit infini

IV.A

Q20. Question généralement bien traitée mais de fagon parfois maladroite. On ne remarque pas toujours
qu’il s’agit de la partie réelle d’'un élément de C[X]. Le mot « coefficient dominant » est souvent absent.

Q21. Question peu abordée.
Q22. La « symétrie » des racines est rarement justifiée.
Q23. Question généralement bien traitée mais par un tiers des candidats seulement.

Q24. Une question assez facile mais peu traitée. On voit des logarithmes de nombres complexes. Certains
candidats ne pensent pas a utiliser le début du probleme.

IV.B et C

Des questions trés peu abordées. Le théoréme de la double limite (Q29.) n’aura eu qu’une poignée
d’utilisateurs. La partie suivante semble alors jouer un role de rattrapage.
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V - Autour de la fonction I

V.A

Q32. La domination n’est pas toujours bien définie. De plus 'argument demande de séparer les cas t > 1
et 0 <t <1, ce dernier étant souvent oublié.

Q33. Une question assez bien traitée, ce qui est rare pour une question située si loin dans I’énoncé : un
candidat sur trois a la moyenne des points a cette question. On voit tout de méme rarement traitée la
question de la convergence de 'intégrale en 0.

Q34. Une question plus technique ou la culture des candidats a sans doute joué un réle. Des erreurs
communes : domination par une fonction dépendant de n, absence de justification de la domination. La
définition de la suite de fonctions avec une fonction indicatrice n’apparait que dans les bonnes copies.

Q35. Peu abordée mais bien réussie. La persévérance est récompensée.

V.B
Seule la question 37 est régulierement abordée, mais elle n’est que partiellement réalisée. La majorité
n
1
des candidats n’obtient pas mieux que I’encadrement In(n + 1) < Z z < In(n) 4 1 et s’en contente pour
k=1

conclure.

Conclusion

Notons que dans beaucoup de questions la difficulté était de méler technicité algébrique et intuition
analytique. Les étudiants paraissent particulierement maladroits lorsqu’il faut ainsi combiner des parties
du programme relativement éloignées.

La difficulté du sujet a dés lors produit des copies moins longues qu’a ’accoutumée, minorant certains
défauts relevés les années précédentes.
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L’objectif de ce sujet est d’établir le théoréme de Perron-Frobenius pour une certaine classe de matrices symé-
triques. Ce théoréme étudie les espaces propres d’une matrice associés aux valeurs propres de module maximal.
Une application, en conclusion, montre une ouverture a I’analyse spectrale des matrices a coeflicients positifs.

— La partie I permet d’obtenir des résultats préliminaires, utiles pour les parties suivantes.
— La partie I examine, a titre d’exemple, le cas des matrices a coefficients strictement positifs de taille deux.

— La partie III s’intéresse au lien entre le rayon spectral d’'une matrice et le comportement asymptotique de
la suite de ses puissances successives ; elle est indépendante de la partie II.

— La partie IV donne une démonstration du théoréme pour une classe de matrices symétriques a coefficients
positifs ; elle est indépendante des parties IT et III.

Notations et définitions

K désigne ’ensemble R des réels ou 'ensemble C des complexes.

Soit n et p deux entiers naturels non nuls.

— On note M,, ,(K) 'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients dans K et M, (K) = M, . (K).

— Si A= (4;;)1<i<n,1<j<p st une matrice de M, (K), on note |A| la matrice de M, ,(K) dont les coefficients
sont [A;;] (1<i<netl<j<p).

n,n(

1,
— Une matrice A de M n’p([R) est dite positive (respectivement strictement positive) lorsque tous ses coefficients
sont positifs ou nuls (respectivement strictement positifs). La notation A > 0 (respectivement A > 0) signifie
que la matrice A est positive (respectivement strictement positive).

— Si A et B sont deux matrices de M, ,(R), la notation A > B (respectivement A > B) signifie que la matrice
A — B est positive (respectivement strictement positive). De méme, la notation A < B (respectivement
A < B) signifie que la matrice B — A est positive (respectivement strictement positive).

— Les propriétés suivantes pourront étre librement utilisées (sous réserve que les opérations correspondantes
puissent étre envisagées) :
o [A+B|I<I|A[+|B];
o |ATI=14]";
o sivy ek, alors [yA| = |v]|4] ;
e siA>0et B>0,alors AB > 0.

— On rappelle que le produit scalaire canonique de M, ;(R) est défini, pour tous vecteurs X et Y de M,, ;(R),

par
n X, Y,

X[YV)=XTY=> X}, ouX=| i |etV =] :
k=1 X, Y,

La norme euclidienne (associée a ce produit scalaire) du vecteur X est alors donnée par

n 1/2
IX|=VXTX = (;; X,f) .

— Le spectre d’une matrice A de M, (K) est noté sp(A).

— Le rayon spectral d’une matrice A de M, (K), de spectre non vide, est le réel positif ou nul, noté p(A4), défini
par

p(A) = max{[A| | X € sp(A)}.
— On dit qu'une norme N : M, (K) — R est sous-multiplicative si, pour toutes matrices A et B de M, (K),

N(AB) < N(A)N(B).
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I Résultats préliminaires
Q1. Soit n un entier naturel, A et B deux matrices de M, (R) et X un vecteur de M, ;(R). Montrer que

siA>0,X>0et X #£0, alors AX >0,
et que

|AB| < |A]|B|.

X Y,

n n

En déduire que si n est un entier naturel et zq, ..., z,,, wy, ..., w,, sont des nombres complexes, alors

n n 1/2 n 1/2
z|zk|wk|<(z|zk2) (zw) |
k=1 k=1 k=1

Q 3. Soit z un nombre complexe tel que |1 + z| = 1+ |z|. Montrer que z € R, . En déduire que, si z et 2’
sont deux nombres complexes vérifiant |z + 2’| = |z| + |2’| et z # 0, alors

Xy Y
Q 2. Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour deux vecteurs X = ( : ) et Y = ( : ) de M,, 1(R).

JaeR, |2 =az.

Q 4. Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et z, ..., 2,, des nombres complexes non tous nuls tels que

n
= Z|Zk|~
k=1

n

D

k=1

Montrer que
30 € R | Vk € [1,n], 2, = e'|2,].

Dans le cas ol z; # 0, on pourra appliquer le résultat de la question précédente aux couples (zq, z;,) pour
ke [2,n].

IT Matrices strictement positives de M, (R)

Soit a, b, ¢ et d des nombres réels strictement positifs et A = (lcl b >

d
Q 5. Exprimer le discriminant A du polynéme caractéristique de A en fonction de a, b, c et d.
Q 6. Montrer que A > 0. En déduire qu’il existe deux réels A et p, vérifiant A < pu, tels que A soit semblable
0
3 la matrice [ K V).
a la matrice (0 )\)
Q7. Montrer que |[A| < p.
Q 8. Montrer que la suite (A¥), . converge vers une matrice L non nulle si et seulement si u = 1. En cas

de convergence, préciser le rang de L puis montrer que L est la matrice d’un projecteur de R2.

Q9. Soit « et S deux réels de ]0,1[ et B la matrice (1 ; « . f B). Montrer que B est semblable & la
1 0

0 1—oa— 5) et donner une matrice S de M, (R), inversible, telle que B = SDS™!.

Q 10. En déduire que la suite (B") ke converge vers une matrice A que 1'on explicitera.

matrice D = <

ITT Normes sous-multiplicatives sur M, (C) ; rayon spectral

III.A — Exemples de normes sous-multiplicatives sur M, (C)

Pour toute matrice A = (4;;);<; j<,, de M, (C), on pose

4. = max (;w) et ||A||2=(

Q 11.  Montrer que ||, est une norme sous-multiplicative sur M, (C).

" 1/2
S

n
i=1 j=1

Q 12.  On admet que ||, est une norme sur M, (C) ; montrer que cette norme est sous-multiplicative.
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Q 13.  Soit N une norme sous-multiplicative sur M, (C) et S une matrice inversible de M, (C). Montrer que
'on définit une norme sous-multiplicative v sur M, (C) en posant v(A) = N(S~1AS) pour toute A € M,,(C).

III.B — Rayon spectral

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et A une matrice de M, (C).

II1.B.1)

Q 14.  Soit S une matrice inversible de M,,(C). Comparer p(A) et p(S~LAS).

Q 15.  Justifier que A est trigonalisable. Comparer, pour k € N*, p(A¥) et p(A)* et, pour a € C, p(ad)
et p(A).

Q 16.  Montrer que, pour toute norme N sous-multiplicative sur M, (C), on a p(A) < N(A).

On pourra fixer une valeur propre A de A et mettre en évidence une matrice H € M, (C), non nulle, telle
que AH = \H.

I11.B.2)
Le but de cette section est de montrer que, pour tout réel strictement positif ¢ > 0, il existe une norme N sur
M,,(C), sous-multiplicative (dépendant de A et de ¢), telle que
N(A) < p(A) +e.
A cette fin, on introduit, pour tout réel strictement positif 7, la matrice diagonale

D_ = diag(1,7,..., 7" 1)

et on considére une matrice T triangulaire supérieure de M, (C).
Q 17.  Calculer le produit D;lT D, en précisant, pour tout (i,5) € [1,n]?, 'expression du coefficient en
position (i, ) de la matrice D;lT D_ en fonction de 7 et des coeflicients de la matrice 7.

Q 18.  Montrer qu’il existe § > 0 tel que, pour tout 7 € R vérifiant |7| < 6, on a [D_'TD, |, < p(T) +e.
Q 19. Conclure.
IILB.3)

Q 20. Utiliser ce qui précéde pour montrer que la suite (A*) ren+ converge vers la matrice nulle si et seulement
si p(A) < 1.

IV Théoreme de Perron-Frobenius pour une classe de matrices sy-
métriques positives

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et A une matrice non nulle de M, (R), symétrique et positive (c’est-a-dire

a coefficients positifs ou nuls). On pose r = p(A).

IV.A -

Q 21. Justifier que A est diagonalisable sur R. Que peut-on dire des sous-espaces propres de A 7

Q 22. Montrer que r > 0.

On note p la plus grande valeur propre de A.
Q 23.  Montrer que, pour tout vecteur X € M, ;(R), unitaire pour la norme euclidienne canonique,

XTAX < p.

On pourra faire le calcul dans une base orthonormée convenablement choisie.

Q 24. Montrer que cette inégalité est une égalité si, et seulement si, X est un vecteur propre de A associé a
la valeur propre pu.

Q 25. Montrer que, pour tout vecteur unitaire X,

IXTAX] < |X]TAIX] < .
Q 26. En déduire que, pour toute valeur propre A de A, on a |A| < u, et que p =7.
IV.B —

Dans cette sous-partie uniquement, on suppose en outre que A est strictement positive.

Q 27. Montrer que, si X est un vecteur propre de A, unitaire, associé a la valeur propre r, alors |X| est un
vecteur propre de A, unitaire, associé & la valeur propre r, et que | X| > 0.

Q 28. Montrer que X = |X| ou X = —|X]|.
Q 29. Mountrer que le sous-espace propre ker(A — 1) est de dimension 1.
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Q 30. Montrer que la multiplicité de r, en tant que valeur propre, vaut 1 et en déduire que —r n’est pas
valeur propre de A.

Ainsi, r est 'unique valeur propre de A de module égal a r.
Q 31. Montrer que cette propriété n’est pas forcément vérifiée si A est seulement supposée positive.

On pourra chercher des exemples dans M4, (R).

IV.C -
On suppose dans cette sous-partie qu’il existe un entier p > 2 tel que AP est strictement positive.
D’apres la question 26, r est une valeur propre de A.
Q 32. Montrer que 'espace propre ker(A — rl,) est de dimension 1, engendré par un vecteur strictement
positif.
Q 33. Montrer que r est I'unique valeur propre de A de module égal a r.
On pourra distinguer deux cas suivant la parité de p.

IV.D — Une application : un théoréme de Ky Fan

On admet que les résultats obtenus pour les matrices symétriques strictement positives, ou positives admettant
une puissance strictement positive, restent vrais pour une matrice strictement positive. Ainsi, si B est une matrice
strictement positive, alors p(B) est I'unique valeur propre de B de module maximal, elle est de multiplicité 1
en tant que valeur propre et son espace propre est de dimension 1.

Soit A = (Al-j)
de M, (R).

Q 34. Montrer que

1<i,j<n Une matrice quelconque de M, (C) et B = (B;;)1<; j<, Une matrice strictement positive

n

sp(4) C U {Z €Cl|z— A, < Z Ay
i=1

=154

o Y~

On suppose que, pour tout couple (i,7) € [1,n]? tel que i # j, on a |A;;| < By
Q 35. Montrer que

sp(d) ¢ J{zeC - 44 < p(B) - B, }.
=1

X

1

On pourra considérer un vecteur propre X = : de B, strictement positif, associé a la valeur propre
Xn

p(B), et utiliser la matrice D™ AD, ot D = diag(X, ..., X,,).

o 0o o[INe oo
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Mathématiques 1

Présentation du sujet

Cette épreuve propose une démonstration du théoreme de Perron-Frobenius pour certaines matrices
symétriques réelles a coefficients positifs. Une application est proposée en fin de sujet a un théoreme di
a Ky Fan.

La partie I est consacrée a des résultats préliminaires présents dans le programme (cas d’égalité de 'inéga-
lité triangulaire dans C, inégalité de Cauchy-Schwarz) ou nécessitant des calculs tout a fait élémentaires.
La partie II est consacrée a la réduction des matrices 2 x 2 a coefficients strictement positifs, avec un
exemple.

La partie III propose I’étude de la notion de rayon spectral pour une matrice complexe et un résultat de
convergence associé a cette notion.

Enfin, la partie IV est consacrée a la démonstration du théoreme de Perron-Frobenius pour les matrices
symétriques réelles a coefficients strictement positifs, puis pour les matrices symétriques réelles dont une
des puissances est a coefficients strictement positifs. En toute fin de sujet, un théoreme de Ky Fan est
proposé en application de ce résultat.

Analyse globale des résultats

Sur les 3501 copies corrigées, la moyenne constatée, en pourcentage du baréme, est de 32,9 %, pour un
écart-type de 15,1 %, ce qui permet de considérer le sujet comme de longueur raisonnable, et permettant
un niveau de discrimination satisfaisant parmi les candidats. La meilleure copie obtient 83,1 % des points
du baréeme total.

Comme nous le verrons plus loin, la sélection des meilleurs candidats s’est essentiellement faite sur deux
points : la connaissance (parfois basique) du cours et la qualité du raisonnement, bien plus que sur le
volume traité ou 'originalité des idées.

Concernant le premier point, & titre d’exemple, la question Q21 (dont la réussite s’appuie essentiellement
sur la connaissance du théoréme spectral), traitée par la quasi-totalité des candidats, n’a été réussie que
par une part significativement minoritaire d’entre eux (moins d’un quart).

Quant au second point, le jury rappelle que la gestion des implications et équivalences dans les raisonne-
ments doit se faire avec la plus grande rigueur : de nombreux candidats tentent de résoudre la premiere
partie de la question Q8 ou la question Q24 directement par équivalence, un exercice bien périlleux au vu
du raisonnement a maintenir de bout en bout. Ces deux questions auront d’ailleurs été le lieu de grandes
différences dans la qualité de 'organisation du raisonnement.

Cette année encore, le soin apporté a la qualité des réponses est un facteur plus décisif dans les résultats
finaux que la quantité de questions traitées.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Ce sujet se caractérise par une difficulté progressive et la quasi-absence de questions nécessitant une
forte prise d’initiative de la part des candidats. Les domaines mathématiques concernés par ce sujet
se concentrent essentiellement autour de l’algebre bilinéaire et de la réduction des matrices symétriques
réelles. La partie ITI, néanmoins, offre une incursion dans le domaine de la topologie des espaces vectoriels
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normés. Peu de candidats auront traité 'application proposée en fin de sujet, consacrée a un théoréeme
de Ky Fan sur le spectre des matrices a coefficients strictement positifs.

Le jury a relevé un certain nombre de points généraux dans la correction des copies, et en tire les
recommandations suivantes.

— Le jury note des faiblesses importantes et largement répandues sur des points de cours
élémentaires. L’expression du coefficient général d’un produit matriciel (Q1), 'inégalité de Cauchy-
Schwarz (Q2) et le théoréme spectral (Q21) sont des résultats centraux encore connus avec trop peu
de précision par les candidats.

— Un enchainement de calculs ou de symboles logiques ne peut constituer une réponse
a part entiére. Le jury reléeve une proportion importante de copies présentant presque systéma-
tiquement les réponses de cette maniére, avec un maniement souvent bancal des symboles logiques
élémentaires (implications, équivalences en particulier), utilisés, & tort, comme des abréviations. Le
jury encourage les futurs candidats a davantage rédiger, a subordonner leurs calculs et enchainements
logiques a un texte constitué.

— Les variables utilisées par les candidats sont loin d’étre systématiquement déclarées. Il
n’est pas rare de voir apparaitre des indices, des vecteurs colonnes ou des matrices, au milieu d’un
raisonnement, sans en avoir constaté la moindre déclaration préalable, laissant au lecteur le soin de
comprendre dans quel ensemble ces variables se trouvent, ou ce qu’elles désignent. Par exemple, le
début de la partie IV (questions Q23 a Q26) demande aux candidats d’introduire leurs propres
notations pour cheminer vers le résultat attendu, elles n’auront que tres rarement été proprement
mises en place.

Le jury rappelle également que les fautes d’orthographe, malheureusement nombreuses dans cette
épreuve, nuisent au discours et laissent au lecteur une impression négative qui peut se répercuter,
consciemment ou non, sur la note finale (en plus de faire I'objet d’un malus). En particulier, les fautes
d’accord, trés nombreuses et quasi-systématiques dans bon nombre de copies (citons le malheureuse-
ment trés fréquent « théoréme spectrale »), interrogent quant & I'idée que certains candidats se font de
la structure d’une phrase.

D’une maniere générale, le jury note de maniere importante des inversions entre conclusions et
hypothéses. Par exemple, dans les questions Q3 et Q4, beaucoup de candidats seront partis de la
conclusion & démontrer, pour la démontrer. Supposer que z est un réel positif pour partir de 1+|z| = |1+2|
et découvrir qu’alors z est un réel positif n’est pas une réponse admissible & la question Q3. Ce mode de
raisonnement, fondamentalement incorrect, est rencontré a divers endroits du sujet et dans des proportions
importantes parmi les candidats.

Voici désormais les remarques du jury, question par question.

— Q1 : une question de calcul élémentaire, plutét bien réussie. Les erreurs constatées ont porté majori-
tairement sur la confusion entre X > 0 (toutes les composantes de X sont strictement positives) et
3i € [1;n], X; > 0. On note également de nombreuses versions incorrectes du coefficient général d'un
produit matriciel, ainsi qu’une confusion entre AB et son coefficient ABi, j].

— Q2 : l'inégalité est mal connue dans de larges proportions (et la valeur absolue est par ailleurs souvent
oubliée, dans la version | (X,Y)| < |X]-|Y]). Le jury rappelle que 'inégalité de Cauchy-Schwarz (ce
n’est pas lorthographe de I'inégalité, d’autant plus qu’elle est donnée dans le sujet) ne s’applique pas
a des vecteurs a composantes complexes.

— Q3 : le jury note de nombreuses erreurs dans la premiére partie de la question, en raison d’une
gestion approximative des modules dans les égalités. Pour cette question, on s’étonne de ne pas avoir
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le succes escompté sur un résultat pourtant explicitement au programme (cas d’égalité dans 'inégalité
triangulaire).

Q4 : une question souvent abordée, mais trés rarement réussie. L’organisation d’un raisonnement par
récurrence sur cette question-ci a posé d’importantes difficultés au plus grand nombre.

Q5 : une question globalement bien réussie, et pour laquelle les erreurs se sont essentiellement concen-
trées sur des fautes de calcul élémentaires (signe, oubli d’un coefficient 2 ou 4).

Q6 : une question globalement bien réussie.

Q7 : de trop nombreux candidats pensent conclure en obtenant |A| < p, alors qu’une inégalité stricte
était attendue (quand il ne s’agit pas d’une confusion pure et simple entre les deux types d’inégalités).
L’examen de la trace, parfois judicieusement effectué, permettait de conclure.

Q8 : établir proprement 1’équivalence demandée en premiere partie de cette question aura posé d’im-
portantes difficultés a la majorité des candidats. Les bonnes réponses sont celles qui auront fait preuve
d’organisation dans le raisonnement (disjonction de cas selon la valeur de p, ou séparation des deux
implications). Dans la seconde partie de la question, les candidats confondent souvent L et la matrice

((1) 8), alors qu’elles ne sont que semblables.

Q9 et Q10 : dans la premiere partie de la question Q9, les candidats oublient de citer avec précision
la stricte positivité des parameétres a et 5 dans leur raisonnement. Les calculs attendus dans les deux
questions auront été rarement couronnés de succes.

Q11: il ne faut pas oublier d’établir les propriétés définissant une norme (positivité, séparation,
homogénéité positive et inégalité triangulaire). Le jury note de nombreuses approximations dans la
gestion des opérations de maximum pour la sous-multiplicativité de la norme |- |,. Enfin, la question
Q1 est parfois utilisée en référence, a tort.

Q12 : tres peu de bonnes réponses, intégrant correctement 'inégalité de Cauchy-Schwarz démontrée
en question Q2. Il est inutile de redémontrer que |- |5 est une norme : I’énoncé demande explicitement
de 'admettre. Fait surprenant : on lit de nombreuses fois U'erreur ABJi, j] = Ali, j] B¢, j] méme lorsque
le calcul a été fait correctement en question Q1.

Q13 : comme en Q11, il ne faut pas oublier d’établir les propriétés d’une norme.

Q14 : le jury note de maniere récurrente I’erreur consistant a penser que toute matrice complexe est
diagonalisable.

Q15 : cette question est convenablement traitée a chaque fois que la trigonalisation de A est bien
établie, ainsi que le calcul de A*.

Q16 : il ne faut pas oublier de préciser que N(H) # 0 (voire N(H) > 0) avant de diviser dans
linégalité N(A)N(H) < p(A)N(H). La matrice H est parfois traitée comme un vecteur propre, ce
qui rend lécriture N(H) vide de sens.

Q17 : le calcul a été globalement réussi dans les copies.

Q18 a Q20 : questions assez peu réussies, demandant un effort de synthese précis et organisé, a partir
des questions précédentes (c’est-a-dire une prise de recul sur la stratégie de la démonstration engagée).
Il s’agit en particulier de bien comprendre la dépendance entre les diverses variables introduites
précédemment (la norme N, le réel ¢, Uentier k). Peu de copies parviennent & produire un raisonnement
correct.
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— Q21 : une question de cours, globalement bien réussie, aux points preés suivants primo, le théoreme
spectral s’applique a des matrices symétriques réelles, secundo, I'information attendue sur les sous-
espaces propres est leur orthogonalité deux a deux. Les réponses correctes auront tout de méme été
valorisées.

— Q22: le caractére diagonalisable de A est un argument décisif pour affirmer que p(A) = 0 implique
A = 0 (on notera que 'égalité p(A) = 0 est vérifiée aussi par les matrices nilpotentes). Attention
a ne pas confondre la notion de matrice positive définie dans I’énoncé (c’est-a-dire a coefficients
positifs) et la notion usuelle de matrice symétrique positive (c’est-a-dire vérifiant X' AX > 0 pour
tout X € M, ;(R)).

— Q23: le calcul de XTAX, pourtant classique, a été trés peu réussi, notamment parce qu’il s’agissait
de mettre en place des notations adaptées. L’écart entre les candidats sur ce point s’avere important.

— Q24 : le traitement de 1’équivalence attendue est tres disparate dans les copies, le jury note majo-
ritairement un manque d’organisation dans le traitement des différents aspects de la question. Le
sens rétrograde est globalement traité avec succes. L’erreur XX = 1 est fréquente : I'objet XX T,
matrice carrée de taille n, est & ne pas confondre avec le produit scalaire X' X (qui, lui, vaut 1 pour
X unitaire).

— Q25 et Q26 : la référence aux questions précédentes est rarement établie avec précision, en particulier
la vérification du caracteére unitaire des vecteurs auxquels on applique les résultats des questions Q23
et Q24 (le vecteur | X| en Q25 par exemple). En Q26, les confusions entre plus grande valeur propre
et valeur propre de plus grande valeur absolue (rayon spectral) sont fréquentes. Enfin, il ne faut pas
préter & la notation | X| les mémes propriétés qu’a la valeur absolue dans R (par exemple : |[AX]| n’est
pas égal & |A||X|, X non nul n’implique pas | X| > 0, etc.).

— Q27 a Q35 : questions rarement ou trés rarement traitées par les candidats. On obtient de maniere
récurrente des propositions pertinentes de contre-exemples en Q31. En Q30, 'inégalité entre dimen-
sion du sous-espace propre et multiplicité de la valeur propre est souvent énoncée dans le mauvais
sens.

Conclusion

Il est absolument primordial de se présenter a une épreuve de ce niveau avec une connaissance précise
des éléments de cours et une capacité a les manier avec précision et rigueur. Il est également important
d’apporter une attention particuliere a ce qui semble étre considéré par de nombreux candidats — a tort —
comme des détails : déclaration des variables, utilisation pertinente des liens logiques (implications, équi-
valences) et des mots de liaison. Il importe également que les candidats sélectionnent et mentionnent
explicitement la totalité des arguments nécessaires pour répondre a chaque question et organisent leur
raisonnement avec méthode. Cela pourra par exemple leur éviter d’oublier de traiter certains aspects
d’une équivalence ou d’une disjonction de cas. Ce manque de rigueur explique que de nombreux can-
didats risquent de se retrouver décus par leur note, s’ils ont eu 'impression de traiter de nombreuses
questions du sujet, alors que la plupart des réponses sont incomplétes ou insuffisamment précises.

Le jury tient également & rappeler I'impact significatif d’une copie bien présentée, rédigée dans un francais
correct. Il en aura été tenu compte dans la notation. Les désagréments impliqués par un manquement a
ces regles d’usage sont doubles :

— sur le fond, un certain manque de soin ou une rédaction précipitée fait manquer des points importants
de la question ou certaines étapes cruciales d’un raisonnement ;

— sur la forme, I'impression laissée au correcteur par une copie négligée est forcément négative. Pour
éviter tout désagrément, le jury recommande aux candidats de soigner leur écriture, de limiter les
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ratures, d’éviter de multiplier les insertions plus ou moins lisibles ou les renvois vers une autre page,
et d’écrire dans un francgais correct.

Enfin, il n’est pas nécessaire de se précipiter et de traiter un nombre impressionnant de questions pour
obtenir un trés bon total : il suffit de procéder avec soin, dans un esprit scientifique empreint de rigueur
et de précision. Les bonnes et trés bonnes copies sont, presque sans exception, de cette sorte. Le jury
encourage les futurs candidats & prendre ces bonnes habitudes dans leur préparation.
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Notations

R, [X] désigne 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & n a coefficient réels.

n

(X — ).

J

(H;) jen désigne la famille de polynémes définie par H, = 1 et, pour tout j € N*, H; =

2=
I
o)

g

0
Pour (k,n) € N2, on note (Z) le coefficient binomial k£ parmi n. On a (()) =1let (Z) =0sik>n.
[a,b] désigne I’ensemble des entiers compris entre a et b. Ainsi, [a,b] = {n € Z|a <n < b}.

I Utilisation de séries entiéres

I.A — Une premiére formule
Q1. Donner sans démonstration le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle E x".
n>0
Q 2. En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle g nx”.
n=>0
Q 3. Pour k € N, montrer que la série entiere E Pk admet 1 pour rayon de convergence et que, pour
n=0

tout = € |—1,1],

+o0 n .’L'k’
% (’f) T G -y

n=0
I.B —  Utilisation d’une famille de polynémes
+o0
Pour tout k£ € N, on note f, : x — anx”.
n=0

Q 4. Montrer que, pour tout k € N, f, est définie sur |—1, 1[.
Q 5. Soit k € N. Montrer que (H,, ..., H};,) est une base de R,[X] et qu’il existe une unique famille

k
(0g,0s -r i) dans RFTL telle que X* = Zak’jHj.
7=0
Q 6. Pour k € N, donner les valeurs de oy, et ay .
-1 /.
Q7. Pour tout couple (j, k) € N? tel que 1 < j < k, montrer que Q= gk — Z (Z) Qi
=0

Q 8. Ecrire une fonction Python alpha qui prend un couple d’entiers (k, j) en paramétre et qui renvoie la
valeur de «, ;. On supposera avoir acceés a une fonction binome telle que binome(n, k) renvoie le coefficient

binomial
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Q9. Montrer que, pour tout k € N, il existe un unique polynéme réel P, tel que, pour tout z € |—1,1],

fu(x) = % et que ce polynome vérifie la relation

k
Po=) oy XI(1— X)k,
=0

Q 10. A l'aide de la fonction Python alpha, écrire une fonction Python P qui prend lentier k en parameétre
et qui renvoie la liste des coeflicients de degré 0 a k de P,.

Q 11.  Montrer que, pour tout k € N, P, = X(1 - X)P, + (k+1)XP,.
Q 12.  Calculer explicitement P, et P;.
Q 13. Déterminer, pour tout k € N, le degré de P, ainsi que son coeflicient dominant.

Q 14. Montrer que, pour tout k € N* et pour tout = € |0, 1[, ¥+ P, (%) = P.(x).

Q 15.  En déduire, pour tout k € N* et pour tout j € [0, k]|, un lien entre les coefficients de degré j et k+1—j
de P,.

I.C — Une derniére formule

2n
On s’intéresse dans cette sous-partie a la série entiere E ( 2™ dont on note R le rayon de convergence.

n=0
X (2n 1
Q 16. Déterminer R et montrer que, pour tout = € |—R, R|, "= —Y—.
] [ 7;) n v1—4x

Q 17.  Montrer que, pour tout € |—R, R[\ {0},

*i’ (2n> " _1-V1—dz

e n+1 2x

Q 18.  En déduire que, pour tout z € |—R, R[\ {0},
z”: 1 (2k> <2n—2k>xn_1( 1 _1)
ikt 1\ K n—=k 2z \ /1 — 4x
Q 19. Montrer que, pour tout n € N,
Z 2k 2n — 2k 2 2
k +1 —k 2 n+1

II Etude de sommes doubles

On consideére dans cette partie des familles de nombres réels indexées par N? c’est-a-dire du type (ai,j>(i,j)ew2'

+00 +00 +00 +00
Dans ce contexte, on se demande s’il est possible de définir les quantités ZZGM et ZZam— et si ces
i=0 j=0 j=0 i=0
quantités, lorsqu’elles sont définies, sont nécessairement égales.
On rappelle et on admet les deux résultats suivants.
+00 +00 +00 +00
e Sia,; ; > 0 pour tout (i,7) € N?, alors les deux sommes Z Z a; ; et Z Z a; ; existent dans [0, +o0] et sont
=0 j=0 7=0 i=0

égales. En particulier (cas d’une famille sommable de réels positifs), si 'une des sommes est finie, ’'autre aussi
et elles sont égales.

e (Cas d'une famille sommable de réels quelconques.) Si (a; ;)(; jjenz est une famille de nombres réels telle que

+00 +00 +00 +00 +oc +00
la somme E E la; ;| est finie, alors les sommes E E a; ; et E g a; ; existent et sont égales.
=0 j=0 1=0 5=0 7=0 1=
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II.A — Applications

II.A.1) Une premiére application

Soit z € |—1, 1.
nx™ =X nan XX
Q 20. Montrer que la série g converge et que g = na1+k),
1—an — 1 —2z" — —
n>1 n=1 n=1 k=0
;. P . N - nz"
Q 21. Montrer que la série E ———— converge et que sa somme est égale a celle de la série g
(1 —ar)? = 1—azn

p>1

I1.A.2) Une seconde application

+o00 2
On admet que Z FERm
k=1 6

+oo
1
Q 22. Montrer que 'on peut définir, pour tout n € N*, u,, = n];l m

Q 23. Montrer que la série E u,, converge et calculer sa somme.
n>=1

II.B — Contre-exemples

II.B.1) Un premier contre-exemple

0 sit > j,
On considere la famille (b; ;); jene définie, pour tout (i,7) € N?, par b, ; = *i sii=j,
577 sii<j.
+00 +00
Q 24.  Montrer I'existence de Z Z b; ; et calculer sa valeur.
i=0 j=0
+0oo +0o
Q 25. Montrer lexistence de Z Z b; ; et calculer sa valeur.
§=0 i=0
+00 +00 400 +00
Q26. Aton) Y b= b ; ?
i=0 5=0 4=0 =0
I1.B.2) Un second contre-exemple
0 sit > j,
On considere la famille (Q‘,j)(i,j)ew définie, pour tout (i,7) € N2, par C;j =197 - osii=,
—2i3"77 sii <.
+00 +00
Q 27. Montrer I'existence de Z Z ¢; ; et calculer sa valeur.
i=0 j=0
— 1311
Q 28. Soit j € N. Montrer que la série Z ¢; ; converge et que Z Cj = PRI
>0 i=0
+00
Q 29. Quelle est la nature de la série Z Z ¢!
7>0 =0

IIT Probabilités

Dans cette troisieme partie, toutes les variables aléatoires considérées sont des variables aléatoires discrétes
définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).

La lettre p désigne un nombre réel de I'intervalle 0, 1[.
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III.A — Un conditionnement
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* suivant la loi géométrique de parametre p :
vn €N, P(X=n)=p(l—p"L

Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N telle que, pour tout n € N*, la loi conditionnelle de Y sachant
[X = n] est la loi de Poisson de paramétre n :
k

Vn e N*, Vk e N, [P(Y:k;|X:n>:efn%'

Q 30. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

Q 31. Calculer P(Y = 0) et montrer que, pour tout k € N*,

ol f;, est la fonction définie en I.B.
+0oo
Q 32.  Vérifier que 'on a bien Z PY=k)=1.
k=0
Q 33. Montrer que Y admet une espérance finie et calculer cette espérance.
Q 34. Montrer que Y admet une variance et calculer cette variance.

III.B — Pile ou face infini

On considere la répétition infinie du lancer d’une piece dont la probabilité de « faire pile » est p. Pour modéliser
cette expérience, on admet que l'on peut définir une suite (X,,),c\- de variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Bernoulli de parameétre p. Pour tout n € N*, [X,, = 1] désigne I’événement « le n-iéme lancer donne
pile » et [X,, = 0] désigne I’événement « le n-iéme lancer donne face ».

Par ailleurs, pour tout n € N*, on définit A, et B,, par
— A,, : «aVlissue des 2n premiers lancers, il y a autant de piles que de faces » ;
— B, : «alissue des 2n premiers lancers, il y a pour la premiere fois autant de piles que de faces ».

Par exemple si les six premiers lancers donnent dans l'ordre (face, face, pile, pile, face, pile), A; n’est pas réalisé
mais A, et Az le sont, B, est réalisé mais B; et By ne le sont pas.

Enfin on définit C, « au bout d’un certain nombre (non nul) de lancers, il y a autant de piles que de faces ».
On admet que, pour tout n € N*; A, et B,, sont des événements, et que C est un événement.
Q 35.  Soit n € N*. Exprimer A, & l'aide de la variable aléatoire X; + --- + X, et en déduire P(A4,,).

Q 36.  Montrer que les événements (B,,),cn- sont deux & deux incompatibles.

Q 37.  Montrer que C est un événement et que P(C) = Z P(B,,)-

Q 38.  On pose A, = Q. Montrer que, pour tout n € N*, P(4,,) = Z P(B,)P(A,_L).

k=1
Q 39. A l'aide notamment de la formule (1.3), montrer que, pour tout n € N*,
2 (2n—2 n
P(B,) == 1— .
(B,,) n(n_1>(p( p))

Q 40. On suppose que p # %, montrer que P(C) =1— /1 —4p(1 —p) (on pourra utiliser la formule (I1.2)).

Q 41. On suppose que p = 1 montrer que P(C) = 1.

27

o e o[[Ne oo
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Mathématiques 2

Présentation du sujet

Le sujet de cette année proposait ’étude de séries doubles provenant pour certaines d’entre elles, comme

S 1 (2 (2n—2k)
S () ()

n=0 k=0

d’un probléeme de probabilités associant les nombres de Catalan et le pile ou face infini.

= %X(X —1)..(X — j+ 1) étaient introduits pour 'étude des séries

Les polynomes de Hilbert H,;(X)
J!

felz) = anx”.
n=0
Deux questions demandaient des codes en Python menant & 'expression polynomiale de (1 —z)**1f, (z).

Des exemples montraient I'importance des conditions de signe pour la convergence commutative des séries
doubles.

Analyse globale des résultats

L’analyse statistique des résultats donne une moyenne correspondant & 21,5% des points du baréme.
L’écart type de 12,4 % correspond & une épreuve ayant permis une bonne évaluation de la qualité des
candidats. La moyenne relativement basse s’explique largement par la longueur du texte et les nombreuses
questions difficiles (Q7, Q9, Q10, Q11, Q14, Q16, Q21, Q23, Q38, Q39) demandant aux candidats
de concevoir une stratégie, méme sommaire, pour ensuite la réaliser. Les meilleures copies n’ont pu
qu’approcher 70 % des points prévus.

Le sujet comportait effectivement des questions difficiles des le début, ce qui a contraint les candidats
a ne pas les négliger. Dans de nombreuses questions, le résultat n’était pas donné explicitement. Cela a
rendu presque invisible un défaut souvent pointé : des copies produisant des résultats demandés a partir
de calculs faux.

Des défauts fréquents dans les copies de cette épreuve concernent la rédaction des récurrences, trop
souvent baclée. Il y a clairement un effort a faire sur ce theme. Une autre erreur tres présente cette année
est la confusion entre fonction polynomiale et polynéme. Seules quelques rares copies font une distinction
rigoureuse.

D’autres manques demandant un effort particulier sont signalés dans notre revue des questions.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

I - Utilisation de séries entiéres

I.A - Une premiére formule

Beaucoup de copies, pourtant bonnes par ailleurs, ne répondent qu’a une partie de la question lorsque
celle-ci comporte plusieurs demandes (ici, le rayon et la somme d’une série entiere).
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Q1. L’égalité Zx" = (1 —2)7! et le rayon de convergence sont trés classiques mais on voit tout de
n=0
méme quelques erreurs, comme la fonction logarithme.

Q2. Attention aux erreurs de signe.

Q3. Une itération de Iidée de la question précédente. Notons que le membre de droite k!(1 —z)~*~1 doit
étre justifié par un argument de récurrence.

I.B - Utilisation d'une famille de polynomes

Q4. La convergence de la série ne devrait pas poser de difficulté particuliére mais de nombreux candidats
semblent vouloir s’inspirer de ce qui a précédé, souvent sans succes.

Q5. L’argument des degrés échelonnés (en fait U'inversibilité d’une matrice triangulaire) ne vaut que si
on est explicite sur le fait que deg(H;) = j.

Q6. Une majorité de candidats fait une erreur dans le calcul de oy, 5 (oubli de ag o = 1). Seules 20 % des
copies donnent un traitement satisfaisant de la question.

La question Q1 « sans justification » devait aussi étre comprise comme une incitation a justifier, méme
brievement, ce qui est fait dans les autres questions. Ici on demandait autre chose que de simples égalités.

Q7. Une premiere question qui demandait quelque initiative, essentiellement d’évaluer ’égalité de la
question Q5 en x € N. Seule une copie sur huit parvient a résoudre la question. Beaucoup tentent une
récurrence malgré le fait qu’une relation de récurrence se prouve rarement par récurrence.

Q8. Une majorité de candidats aborde la question. Les codes proposés pour ce probléme tres simple
sont assez satisfaisants malgré ’oubli trop fréquent des conditions initiales lorsqu’on utilise la récursivité.
Rappelons aussi que casse et indentation doivent étre clairement indiqués. Certains candidats sont sen-
sibles aux problémes de complexité (version récursive) et proposent parfois des versions itératives avec
mémoisation/programmation dynamique.

Q9. Une question difficile qui a pu dérouter les candidats de par sa place tres tot dans I’énoncé et I’absence
d’indication. Elle n’est abordée que par une minorité, les autres candidats sautant souvent alors plusieurs
questions.

L’unicité dun polyndme satisfaisant Py (z) = (1 — z)*"1 f,(x) sur Pensemble infini ] — 1, 1] est souvent
oubliée.

Pour le reste, l'existence de P, € R[X] et l'identité demandée pouvaient étre séparées mais la bonne
idée était ici de montrer cette identité directement par Q3 et Q5. Notons que la relation de récurrence
Qi1 = Jo 1 + joy, ; (conséquence de H;.(X —j) = H, ;.(j+ 1)) permet classiquement une solution
plus directe de cette question et de la Q11.

Q10. Ici beaucoup moins de tentatives, et encore moins de succes, qu’a la question Q8. Beaucoup de
copies tentent d’abord d’expliciter le coeflicient de X7 dans P, et en cas de réussite partent alors de

J ,
- k—1
la formule Zak (=1 ( . ) Certains candidats ont bien vu qu’une formule moins explicite du

L ' j—i

=0

k k—j .
i k - ] i+q . . . , . . .
type Z Qy Z(—l) ; X7 pouvait aussi se coder et produire un résultat tout aussi satisfaisant.
§>0 i=0

Beaucoup d’erreurs proviennent toutefois de ces calculs préliminaires pourtant simples.
Pour ce qui est du code on voit parfois apparaitre une indéterminée X, ce qui en théorie serait possible
a définir mais demanderait un travail préparatoire sur les listes d’un autre ordre de difficulté.

Q11. Une question du méme niveau de difficulté, élevé, que la Q9. Elle est abordée par une majorité
de copies dont seul un petit nombre arrive au résultat demandé, le plus souvent en dérivant la relation
P, = (1 — 2)k*1f,. Un effort payant pour les candidats qui parvenaient & mettre en oeuvre cette idée.
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Certaines copies ont établi auparavant la relation bien utile z f; (x) = fj 1 (). La possibilité de démontrer
et utiliser I'égalité demandée ici comme étape pour Q9 apparait aussi dans quelques copies.

Pour étre complete, la solution de Q11 devait aussi mentionner que 1’égalité de fonctions entrainait une
égalité de polynomes.

Q12. Une question apparemment facile, abordée dans la plupart des copies mais avec un taux d’échec
assez alarmant. A peine une moitié des candidats produisent un calcul sans erreur.

Q13. Méme remarque qu’a la question précédente avec un taux de réussite encore inférieur. La réponse
est relativement facile & deviner a partir de la question précédente et a effectivement une valeur, méme
sans démonstration, puisqu’elle n’est pas donnée par 1’énoncé.

Q14. Question difficile demandant un peu d’imagination et pas mal de ténacité. Seules quelques dizaines
de copies donnent une démonstration complete.

Q15. Une question bien plus facile mais beaucoup moins tentée apres I’échec a la précédente. De plus,
la question est souvent mal comprise (confusion avec les coefficients devant les termes X7(1 — X)*¥77) et
mal justifiée (considération des fonctions polynomiales sans passer par les polynomes).

|.C - Une derniére formule

Q16. Le critere de d’Alembert est utilisé avec succes par une courte majorité de copies. Toutefois le calcul
qui doit suivre s’avere bien difficile. Le développement en série entiére de = + (1 4+ x)* ne parait pas
assez familier pour que les candidats voient tout de suite qu’il fallait partir du terme de droite de 1’égalité
demandée.

2 n
Q17. L’idée de considérer g(x) = E ( n) x+ 7 et la dérivée de = > xg(x) ne rend pas la question
nln
n=0

plus difficile que la précédente, ce qui peut surprendre. Par contre la nécessité de prendre z % 0 en fin de
raisonnement n’est pas toujours clairement affirmée.

Q18. Le produit de Cauchy est utilisé de fagon correcte par les candidats qui ont réussi les deux questions

précédentes. A x fixé dans |— [\ {0} les séries numériques sont absolument convergentes. On peut

474
aussi travailler avec des séries entieres a condition de considérer zg(z) comme & la question précédente.

Q19. Ici aussi pour procéder par identification des coefficients de séries entiéeres il convenait de se placer
sur un intervalle non vide | — R, R[ et donc de dire un mot sur le cas = 0. Beaucoup de copies oublient
ce point.

II - Etude de sommes doubles

IlLA - Applications

Le rappel du théoreme de Fubini dans les cas des séries ne semble pas avoir beaucoup d’influence sur les
copies. L’absolue convergence est tres rarement invoquée.

Q20. Rappelons que le criteére de d’Alembert demande de vérifier que les termes sont non nuls. Rappelons
aussi que deux séries a termes équivalents ne sont pas nécessairement similaires quant a leur convergence.

Q21. Méme remarque sur le théoreme de Fubini trop rarement invoqué et les hypothéses d’absolue
convergence.

Q22. Méme imprécision concernant la convergence. On voit beaucoup la « recette » consistant a vérifier
que n?u,, tend vers 0 pour en déduire que la série E u,, converge.

n
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Q23. La question est abordée dans la moitié des copies mais la formulation de la question s’avere un piege

+oo +oo
redoutable. Majorer efficacement le reste ————— (par exemple par k% puis par une intégrale
j ;k3<l+k)(p xemple p ; puis p grale)

s’avere tres difficile. On voit aussi ici des équivalents appliqués a des sommes infinies. En appliquant le
second théoréme rappelé par 1’énoncé il convenait bien str de sommer d’abord dans [0, +o0]. La force de
ce théoreéme sur les doubles sommes a termes positifs se voit également dans le fait que ce calcul résout
aussi rétrospectivement la question précédente. Cette remarque s’appliquerait aussi aux questions Q20
et Q21 pour justifier ’absolue convergence.

I1.B - Contre-exemples

Q24. Cette question et les deux suivantes promettaient un nouveau départ qui s’est avéré parfois illusoire
avec un fort taux d’échec. Le plus souvent on attaque le calcul sans s’assurer que la somme existe.

Q25. Les calculs présentés comportent beaucoup d’erreurs qu’'une relecture patiente auraient permis de
corriger. L’enjeu devrait étre encore plus clair quand le résultat n’est pas donné.

Q26. Notons qu’aucun commentaire n’étant demandé, les correcteurs ne peuvent pas récompenser les
copies qui font l'effort de confronter le résultat aux théorémes rappelés.

Q27. Moins abordée, la question montre les mémes défauts qu’aux questions Q24 et Q25.

Q28. Ici des erreurs de calcul bien regrettables et parfois un peu de mauvaise foi pour conclure, le résultat
étant fourni par I’énoncé.

Q29. Méme remarque qu’a la question Q26.

III - Probabilités

I11.A - Un conditionnement

Q30. Cette partie III.A est abordée dans deux tiers des copies et le vocabulaire probabiliste parait
compris.

Q31. Nous avons dit plus t6t que des calculs erronés produisant miraculeusement le bon résultat donnent
une bien mauvaise opinion de leur auteur. Mais a l'inverse le candidat qui constate son erreur et la
commente méme sans la résoudre peut recevoir plus d’indulgence. C’était notamment le cas ici et a la
question suivante avec des problemes de somme commencant a 0 au lieu de 1.

Q32. Les tentatives sérieuses s’amenuisent et la question est réussie par seulement une copie sur dix.
L’inversion des symboles E est tres peu justifiée.

Q33. Encore moins de tentatives, peu de copies allant au bout d’un calcul pourtant simple. Les candidats
tentent de justifier a priori la convergence de la série Z kP(Y = k). Cela malgré le rappel du programme

k
de PC par I’énoncé : pour les familles positives, le calcul peut étre effectué dans [0, +00] et la finitude de
la somme vaut alors preuve de sommabilité.

Q34. Quelques rares candidats résolvent la question.

I11.B - Pile ou face infini
Cette partie III.B suscite aussi 'intérét des deux tiers des candidats mais le profit est bien moindre.

Q35. La coquille de I’énoncé — il fallait lire X; +---4+ X, au lieu de X; 4 -+ X,, — n’a pas paru géner
les candidats qui ont abordé la question. Les correcteurs n’ont pas sanctionné les trés rares copies qui
faisaient le méme lapsus que I’énoncé. La difficulté, 1égere, résidait plutét dans la deuxiéme partie de la
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question. Les candidats oublient souvent de mentionner I'indépendance pour le résultat ayant trait aux
sommes de variables de Bernoulli.

Q36. Ici I'intuition est facile et en général correctement exprimée. Mais trop de candidats pensent qu’il
suffit d’affirmer que B, N B,,.; = 0.

Q37. Une conséquence facile de ce qui précéde pour les 20 % de candidats encore présents & ce point de
I’énoncé.
Q38. Une question difficile, intéressante mais peu tentée. Des explications souvent confuses (« A, =

U, BLNA,_; » ou variantes) que les correcteurs ont tenté de comprendre avec patience mais qui s’avéraient
presque toujours incompletes.

Q39. La question la moins abordée du probléme n’est pas la moins intéressante. Grace aux séries géné-
ratrices des questions Q16 et Q17, on montre que les nombres de Catalan C,, = ﬁ@:) dénombrent
les mots de Dick de longueur 2n, ici assimilés a des tirages a pile ou face. Notons qu'une démonstration

directe par dénombrement est possible en commengant par réécrire C,, = (277) — (nzfl)

Q40. Une question assez facile qui a pu récompenser ceux qui sont allés jusque la. On oublie toutefois
trop souvent de vérifier que 0 < p(1 —p) < 1/4.

Q41. Trés peu de réussite méme si la question est & peine plus difficile que la précédente.

Conclusion

L’épreuve n’a pas révélé de lacune particulierement grave, ceci sur un énoncé assez élémentaire, il est
vrai. Les séries entiéres sont une notion ou les candidats ont généralement une intuition et une expérience
réelles. La difficulté des questions importantes résidait essentiellement dans les idées qu’il convenait de
trouver pour chaque situation. C’est ce qui a incité les candidats & réfléchir un peu plus longuement que
d’habitude avant de rédiger, puis a le faire avec plus de soin. Cela a sans doute aidé a prolonger une
amélioration de la rédaction des copies perceptible depuis quelques années.

En conclusion le jury est heureux que cet écrit n’ait pas été une épreuve de pure rapidité mais que les
candidats aient pu montrer certaines qualités d’initiative et de réflexion.
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Notations
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On utilisera les notations matricielles classiques :

— M, ,(R) désigne I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels et M, (R) 'ensemble
des matrices carrées réelles a n lignes ;

— 0,, désigne la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls ;

— §,,(R) désigne le sous-espace vectoriel de M, (R) formé par les matrices symétriques ;

— diag(aq, ..., a,,) désigne la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont aq, ..., a,, dans cet ordre ;
— AT désigne la transposée de la matrice A ;

— sp(A) désigne le spectre réel de la matrice A, c’est-a-dire ’ensemble des valeurs propres réelles de A.

Les éléments de M (R) sont assimilés a des réels.

Avec ces notations, le produit scalaire canonique de M, ; (R) est donné par (U | V) =UTV.

On note |U] la norme euclidienne canonique de U € M, ;(R).

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Q, B,P). On suppose que, pour
tout p € 10, 1], il existe une suite (X,,),cn de variables aléatoires de Bernoulli de parameétre p mutuellement
indépendantes définies sur 2.

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discrétes définies sur €2, on note E(X),V(X) et cov(X,Y)
respectivement ’espérance de X, la variance de X et la covariance de X et Y, lorsqu’elles sont définies.

On rappelle la formule
cov(X,Y) = [E((X —E(X)(Y — [E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).
Définition

Une matrice A de M, (R) est dite orthodiagonalisable s’il existe une matrice diagonale D et une matrice ortho-
gonale P telles que A= PDPT.

Orthodiagonaliser A revient a déterminer un couple de telles matrices (D, P).

I Généralités sur les matrices symétriques réelles

Q1. Démontrer qu'une matrice A € M, (R) est orthodiagonalisable si et seulement si elle est symétrique.
LA - Un exemple dans M;(R)
3 -2 4
Onpose A, =| -2 6 2.
4 2 3
Q 2. En observant la premiére et la derniére colonne de A;, déterminer un vecteur propre de A; et la valeur

propre A, associée.
Q 3. Déterminer le sous-espace propre de A; associé a la valeur propre \; et en déduire le spectre de A;.
Q 4. Orthodiagonaliser A;.

I.B - Un exemple dans M, (R)

1
Q 5. Montrer que l'application ¢ : (P,Q) — ¢(P,Q) = /P(t)Q(t) dt définit un produit scalaire sur
0

[Rnfl[X]'
Q 6. Ecrire la matrice H de ce produit scalaire dans la base canonique de R,,_;[X], c’est-a-dire la matrice
de terme général h; ; = ¢(X*, X7) ot les indices i et j varient entre 0 et n — 1.

Q. Soit U € M, 1 (R). Exprimer le produit U" HU a l'aide de ¢ et des coefficients de U.
Q 8. Montrer que H appartient a §,,(R) et que ses valeurs propres sont strictement positives.
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I.C — Rayon spectral
Pour toute matrice A € M,,(R) de spectre non vide, le rayon spectral de A, noté p(A), est défini par

A) = A
p(A) Agg@l |

Q9. Montrer que, si A est nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe p € N* tel que A? = 0,,, alors le rayon spectral
de A est nul.

Q 10. Onnote C ={U € M, (R) | U'U = 1}. Démontrer que C' est une partie fermée de M, | (R).
Q 11.  En déduire que Papplication : U — |UT AU| admet un maximum sur C.
Q 12.  Montrer que p(A4) < Illjlaé{|UTAU|.

€

I.D — Rayon spectral d’une matrice symétrique
Soit A € §,,(R).
Q 13.  Démontrer que p(A) = Iélaé(|UTAU|.
S
On suppose de plus que les valeurs propres de A sont toutes positives.

Q 14.  Montrer alors que p(A4) = rerlaC}j((UTAU).
€

Q 15.  Démontrer que l'application p définit une norme sur §,(R).

II Matrice de covariance

Dans la suite du probléme, on considére n variables aléatoires discrétes Y7, ..., Y, définies sur (2, B,P) a valeurs
réelles et on définit la fonction Y de © dans M, ;(R) en posant

(YNU) )
Vwe, Y(w)= : .
Y, (w)

n

Un tel vecteur aléatoire est dit constant si la fonction Y est constante.

Si chacune des variables aléatoires discretes Y; admet une espérance finie, on définit le vecteur espérance de Y

en posant
E(Y})
m):( )
E(Y,,)

Si toutes les covariances existent, la matrice de covariance de Y est la matrice de M, (R), notée Xy, de terme
général o, ; = cov(Y;,Y)).

La wvariance totale de Y est définie par V(YY) = z”: V(Y;).

Dans la suite du probléme, on suppose que E(Y) 1;1 3y sont bien définies.

II.A -

On admet que Y est une variable aléatoire discrete sur (€2, B,P) a valeurs dans M, ; (R).

On admet aussi que (Y — E(Y))(Y — [E(Y))T est une variable aléatoire discréte, a valeurs dans M,,(R), dont
I’espérance, par définition, est également calculée terme & terme.

Q 16.  Vérifier que Xy est une matrice symétrique, que
-
By = [E((Y —E(Y))(Y —E(Y)) )
et que, si U est un vecteur constant dans M, ;(R), alors

Yyiu = Yy

Q 17. Soient p € N* et M € M, ,(R). On définit la variable aléatoire discrete Z = MY, a valeurs dans
M, 1(R). Justifier que Z admet une espérance et exprimer E(Z) en fonction de E(Y'). Montrer que Z admet une
matrice de covariance ¥, et que

EZ = MZYMT.
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II.B — Propriété des valeurs propres

On note P la matrice de passage de la base canonique de M, ;(R) & une base orthonormée formée de vecteurs
propres de Xy

X4
On définit la variable aléatoire discréte X = PTY = ( : ) .
X

n

Q 18. Démontrer que Xy est une matrice diagonale.
Q 19. En déduire que les valeurs propres de ¥y sont toutes positives.
Q 20. Démontrer que la variance totale de X est égale a celle de Y.

II.C — Etude de la réciproque

Soit D = diag(Aq, ..., A,,) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux A, sont tous positifs.

Q 21.  Démontrer I'existence d'une variable aléatoire discréte Z a valeurs dans M, ;(R) telle que ¥, = D.
Soit A € §,,(R) une matrice symétrique dont les valeurs propres sont positives.
Q 22.  Démontrer I'existence d'une variable aléatoire discréte Y a valeurs dans M, ; (R) telle que ¥y = A.
Uy
II.D - Soit U= | i | dans M, ;(R). On définit la variable aléatoire discréete X = UTY.
un

Q 23. Montrer que X admet une variance et que
V(X)=U"%,U.

II.E — Image de %y
L’objectif de cette sous-partie est de montrer que

P(Y —E(Y) €Im%y) = 1.

On note r le rang de la matrice de covariance de Y.

Q 24.  Traiter le cas ou r = n.

On suppose maintenant r < n.

Q 25. Démontrer que le noyau et 'image de ¥y sont supplémentaires orthogonaux dans M n,1([R)-
On note d = dimker ¥y et on considére une base orthonormée (V, ..., V;) de ker £y

Q 26. Démontrer que

vj e [1,d], V(V]T(Y - [E(Y))) = 0.

Q 27. En déduire que [P(VJ,T(Y —E(Y)) = o) ~ 1.
Q 28. Conclure.

III Maximisation de la variance

Les notations sont celles de la partie II. On cherche un vecteur U unitaire tel que la variance de UTY soit
maximale.

Comme en I.C, on note C' = {U € M, ;(R) | U'U = 1}.
On note gy I'application de C' dans R définie par ¢y (U) = V(U'Y).

ITII.A — Un exemple dans M;(R)
On pose A, = diag(9,5,4).
Q 29. Justifier I'existence d’'un vecteur aléatoire dont A, est la matrice de covariance.

Q 30.  Dans cette question uniquement, on suppose que Y une variable aléatoire & valeurs dans M3 ; (R) telle
que Xy = A,. Déterminer le maximum de g, sur C.

III.B — Cas général

Q 31. Dans le cas général, démontrer que la fonction ¢y admet un maximum sur C. Préciser la valeur de ce
maximum ainsi qu'un vecteur U, € C' tel que

T _ T
max V(UTY) = V(U] Y).
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III.C — Etude d’un exemple

On suppose, dans cette sous-partie III.C uniquement, que Xy vérifie

Vie [[lanﬂv Uz’,i = 02 et v(%]) € [[1,71]]27 i #] = Ui,j = 027

ol o et vy sont deux réels strictement positifs.
On note J € M,,(R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Q 32. Démontrer que v < 1 et exprimer ¥y en fonction de J.

Q 33. Déterminer les valeurs propres de J et la dimension de chaque sous-espace propre associé. Déterminer
également un vecteur propre associé a sa valeur propre de module maximal.

Q 34. Préciser un vecteur U, unitaire tel que la variance de Z = UOT Y soit maximale.

V(Z
Q 35.  Calculer le pourcentage de la variance totale représenté par Z, c’est-a-dire le rapport v ( (Y))
T
III.D — On suppose, dans cette derniére sous-partie, que Xy présente n valeurs propres distinctes qu’on

classe par ordre strictement décroissant A; > --- > X,

On se munit d’un vecteur Uy tel que V(U Y) = max YUTY).
S

On note

C'={UeM, ,(R)|UTU =1et UjU = 0}.

Q 36.  Justifier que ¢y admet un maximum sur C”’.
37. Déterminer la valeur de ce maximum et préciser un vecteur U; € C’ tel que
Q p 1 q

T _ T
max V(UTY) = V(U] Y).

Q 38. Calculer la covariance des variables aléatoires discretes UOT Y et UlT Y (pour simplifier ’écriture, on
pourra supposer Y centrée, c'est-a-dire E(Y) = 0).

Ces questions de maximisation de la variance sont a la base de la méthode statistique d’analyse en composantes
principales. Il s’agit de déterminer, & partir d’un certain nombre de wvariables aléatoires, des combinaisons
linéaires (composantes principales) concentrant le mazimum d’information et décorrélées entre elles.

oo o[ [Ne oo
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Mathématiques 1

Présentation du sujet

Cette épreuve constitue une introduction & ’analyse en composantes principales, un domaine des statis-
tiques dans lequel 'analyse spectrale d’une matrice de covariance permet la mise en évidence de facteurs
principauzr. Ceux-ci sont les vecteurs propres de cette matrice, et leur importance est mesurée par la va-
leur propre (réelle positive) & laquelle ils sont associés. La fin du sujet propose, dans certains cas choisis,
une méthode pour la recherche des premiers facteurs principaux d’une matrice de covariance par ordre
décroissant d’importance.

La partie I reprend des résultats classiques sur I'orthodiagonalisation des matrices symétriques réelles ainsi

que I’étude du rayon spectral p(A) d’une telle matrice, établissant 'identité p(A) = max |UTAU|.
UeM, 1(R):|U[=1

La partie II introduit le concept de matrice de covariance associée a un vecteur aléatoire et propose ’étude

de ses principales propriétés. On y démontre notamment une formule donnant la matrice de covariance

d’une transformation linéaire d’un vecteur aléatoire (question 17), formule utile pour une large partie de

la suite du sujet.

Enfin, s’appuyant sur les concepts et propriétés introduits en partie II, la partie III détaille une méthode
d’extraction des deux premiers facteurs principaux par optimisation de la fonctionnelle U + U Ty U. Le
résultat général pour le premier facteur principal est donné en III-B, puis la section III-C se concentre
sur ’étude d’un modele a corrélation uniparamétrée. La section III-D conclut ce sujet en revenant au cas
quasi général d’une matrice de covariance présentant des valeurs propres deux a deux distinctes.

Analyse globale des résultats

Sur les 3454 copies corrigées, la moyenne constatée est de 26,2% du baréme, pour un écart-type de
16,2 %, ce qui permet de considérer le sujet comme de longueur raisonnable, et permettant un niveau de
discrimination satisfaisant parmi les candidats. La meilleure copie obtient 90,3 % des points du baréme
total.

Comme nous le verrons plus loin, la sélection des meilleurs candidats s’est essentiellement faite sur deux
points : la connaissance (parfois basique) du cours et la qualité du raisonnement, bien plus que sur le
volume traité ou 'originalité des idées.

Concernant le premier point, & titre d’exemple, les questions 1 (dont la réussite s’appuie essentiellement sur
la connaissance du théoréme spectral) et 5 (demandant d’établir que ’application (P, Q) fo 'p H)Q(t) dt

définit un produit scalaire sur R,,_;[X]) ne sont totalement réussies que par une part significativement
minoritaire des candidats (un tiers pour Q1 et un quart pour Q5).

Quant au second point, il est important de vérifier la validité des hypotheses permettant I'utilisation
d’un résultat précédemment établi. Par exemple, en question 29, la moitié des candidats ’ayant abordée
oublient de rappeler la nécessaire positivité des coefficients diagonaux de la matrice A, avant d’utiliser le
résultat de la question 21. Par ailleurs, le jury rappelle que la gestion des implications et équivalences dans
les raisonnements doit se faire avec la plus grande rigueur : de nombreux candidats tentent de résoudre
la question 1 directement par équivalences sans préter attention a leur validité. Enfin, la manipulation
d’espérances et de covariances (en questions 16 et 17) nécessite d’aborder la question de leur existence,
une précaution rarement présente dans les copies.
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Cette année encore, le soin apporté a la qualité des réponses est un facteur plus décisif dans les résultats
finaux que la quantité de questions traitées. Par exemple, parmi les copies obtenant plus de la moitié des
points du baréme total, environ 85 % de la note se répartit sur seulement 25 des 38 questions du sujet.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Ce sujet se caractérise par une difficulté progressive et la quasi-absence de questions nécessitant une
forte prise d’initiative de la part des candidats. Malgré la présence de notions de probabilités a partir
de la question Q16, les domaines mathématiques concernés par ce sujet se concentrent essentiellement
autour de l'algebre bilinéaire et de la réduction des matrices symétriques réelles. Les quelques questions
probabilistes (Q21, Q27, Q28 par exemple) sont rarement abordées par les candidats (et, beaucoup plus
rarement encore, réussies).

Le jury a relevé un certain nombre de points généraux dans la correction des copies, et en tire les
recommandations suivantes.

— Le jury note des faiblesses importantes et largement répandues sur des points de cours élémentaires.
La question 1 dont la substance repose sur la connaissance de I’énoncé du théoreme spectral n’est
totalement réussie que dans environ un tiers des copies (pour une question traitée par 90% des
candidats). Plus loin dans le sujet, la question Q5, demandant de vérifier que 'application (P, Q) +
fo ! P(t)Q(t) dt définit un produit scalaire sur R,,[X], n’est pleinement réussie que dans un quart des
copies (pour une question traitée par 99 % de candidats). Il est par ailleurs faux de croire, comme vu
en réponse a la question 16, qu'une variable aléatoire admet une espérance pour la seule raison qu’elle
est discrete.

— Un enchainement de calculs ou de symboles logiques ne peut constituer une réponse da part entiére. Le
jury reléve une proportion importante de copies présentant presque systématiquement les réponses de
cette maniére, avec un maniement souvent bancal des symboles logiques élémentaires (implications,
équivalences en particulier), utilisés, a tort, comme des abréviations. Le jury encourage les futurs
candidats a davantage rédiger, a subordonner leurs calculs et enchainements logiques a un texte
constitué.

— Les variables utilisées par les candidats sont loin d’étre systématiquement déclarées. 11 n’est pas rare
de voir apparaitre des indices, des polynémes ou des matrices, au milieu d’un raisonnement, sans en
avoir constaté la moindre déclaration préalable, laissant au lecteur le soin de comprendre dans quel
ensemble ces variables se trouvent, ou ce qu’elles désignent. En question 7, notamment, le décalage
des indices entre 0 et n — 1, par contraste avec I’habitude d’indexer les composantes d’un vecteur de 1
a n, rend nécessaire ce degré de précision avant le moindre calcul. Un manque de rigueur sur ce plan
nuit a la clarté du discours et rend le raisonnement confus.

— Le jury recommande aux candidats une posture d’humilité, et notamment de bannir de leur vocabu-
laire des mots comme « clairement », « trivialement », « évidemment ». Ceux-ci n’apportent rien au
contenu mathématique de la copie et ne peuvent jouer qu’en défaveur du candidat, surtout lorsqu’ils
sont suivis d’erreurs manifestes ou lorsqu’ils ont pour effet d’éluder des points essentiels a la résolution
de la question.

Le jury rappelle également que les fautes d’orthographe, malheureusement nombreuses dans les copies,
nuisent au candidat et laissent au lecteur une impression négative qui peut se répercuter, consciemment
ou non, sur la note finale (en plus de faire 'objet d’un malus). Citons pour exemple, malheureusement
tres fréquents : « théoréme spectrale », « théoréme de transfere », « valeure propre », « la fonction atteind
ses bornes », « dévellopement », « il est admit que », etc. La validité d’un raisonnement passe aussi par
la correction de la langue employée pour ’exprimer.
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Voici désormais les remarques du jury, question par question.

Q1. Une question proche du cours pleinement réussie par une proportion relativement peu importante
des candidats, en particulier pour 'implication consistant & montrer qu’une matrice symétrique réelle
est orthodiagonalisable (terme défini dans 1'énoncé), c’est-a-dire diagonalisable en base orthonormée. Les
confusions entre la transposée AT et 'inverse A~! d’une matrice A sont nombreuses.

Q2. Question globalement réussie par les candidats. Toutefois, la piste donnée par ’énoncé de cette
question, consistant a comprendre une opération sur les colonnes sous la forme d’une multiplication &
droite (ici, par un vecteur colonne), aura été peu comprise par les candidats.

Q3. Au moment de conclure quant au spectre de A;, on note beaucoup de calculs faisant intervenir le
polyndéme caractéristique de la matrice A,, alors qu'il suffisait d’invoquer son caractere diagonalisable et
I'invariance de sa trace par similitude. L’utilisation rigoureuse de la trace est relativement rare parmi les
candidats.

Q4. Le jury note tres peu de bonnes réponses a cette question, en particulier quant a I’orthonormalisation
d’une base de vecteurs propres. De nombreuses copies se contentent de proposer une base de diagonalisa-
tion de la matrice A; sans se préoccuper de la rendre orthonormale (par exemple en utilisant le procédé
de Gram-Schmidt).

Q5. Un exemple classique cité au programme, pourtant faiblement réussi par les candidats. La justification
du caractere défini positif aura été le lieu de nombreuses approximations.

Q6. Question réussie par deux tiers des copies, pleinement valorisée pour le calcul de l'intégrale jé Uit dt,
un calcul qui aura posé des problémes & une proportion non négligeable des copies. Les représentations
lacunaires de la matrice H, non étayées par un calcul explicatif, ne peuvent constituer une réponse
pleinement satisfaisante a cette question.

Q7. Beaucoup d’approximations de calcul dans la gestion de la somme double, pour une question réussie
par un tiers des candidats.

Q8. La symétrie de H est traitée par une grande majorité de candidats, mais avec des arguments souvent
surprenants (« d’apres le dessin de Q6, H est symétrique » ou « H est symétrique donc H € S, (R) »). Les
autres aspects de la question sont rarement traités et réussis dans les copies (en particulier, les valeurs
propres d’une matrice, méme symétrique, ne sont pas ses éléments diagonaux).

Q9. 11 est bon de préciser pour quelle raison une matrice nilpotente admet au moins une valeur propre
réelle avant d’en établir la nécessaire nullité. Le jury rappelle que la notion de matrice nilpotente et, a
fortiori, tout résultat théorique sur les matrices nilpotentes, est hors programme. De nombreux candidats
pensent qu’une matrice nilpotente est diagonalisable, ce qui n’est pourtant vrai que pour la matrice nulle.

Q10. Question souvent traitée, ou les principaux problémes sont pour justifier la continuité de 'applica-
tion U — U'U. Beaucoup de candidats pensent que le caractére borné d’une partie de R™ implique son
caractére fermé, ce qui est faux. On rappelle également que U'U et UU " ne sont pas des matrices de
taille identique.

Q11. Dans cette question, moins traitée que la précédente, on trouve les mémes problemes quant a la
continuité de Papplication U + |U T AU/, ainsi que la référence correcte au théoréme des bornes atteintes.
Une proportion significative des candidats écrivent, & tort, que 'application U — UT AU est linéaire.

Q12 a Q14. Questions traitées par moins de la moitié des candidats, et réussies uniquement dans les
meilleures copies.

Q15. Question souvent traitée, rarement réussie, a cause de nombreuses approximations dans la gestion
des valeurs absolues. Il ne faut pas non plus oublier que la propriété d’homogénéité a établir pour une
norme est une propriété d’homogénéité positive, un point qui aura manqué dans de nombreuses copies.
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Quant a I'axiome de séparation, il nécessite d’invoquer le caractere diagonalisable d’une matrice symé-
trique réelle, un argument uniquement rencontré dans les meilleures copies. Enfin, il est faux de croire
qu’étant donné deux matrices A4, B € M, (R), le spectre de A + B est constitué des sommes A + p pour
A parcourant le spectre de A et pu parcourant le spectre de B.

Q16 et Q17. Questions souvent traitées, avec une appropriation variable du concept de matrice de
covariance. Il ne faut pas oublier d’établir I’existence des espérances et covariances évoquées, un point
souvent négligé dans les copies. Par ailleurs, la moindre identité impliquant des vecteurs aléatoires, par
exemple E(MY) = ME(Y) nécessite de raisonner composante par composante, et ne constitue pas, comme
lu dans de nombreuses copies, une extension évidente de la propriété de linéarité de 1’espérance.

Q18. Question réussie par un tiers des candidats, qui voient le changement de base impliqué par la formule
démontrée en Q17 lorsque M est une matrice orthogonale. De nombreux candidats pensent ou laissent
entendre que la matrice orthogonale P réalisant le changement de base peut étre prise quelconque, ce qui
n’est pas le cas.

Q19 et Q20. Questions peu traitées, et peu réussies pour ceux qui s’y attellent. Peu reconnaissent que
cov(X,, X;) = V(X,) > 0 pour Q19 ou remarquent ’argument d’invariance de la trace par similitude en
Q20. On rappelle également qu’une covariance entre deux variables aléatoires n’est pas toujours positive.

Q21. Question difficile qui demande d’utiliser la richesse de I’espace probabilisé mentionnée en introduc-
tion. Moins de 1% des copies proposent une solution compléte.

Q22. Question traitée par moins d’'un tiers des candidats, mais davantage réussie que la précédente,
certains voyant la déduction qui s’opere a partir de Q20 et de la formule démontrée en Q17.

Q23. Peu de réussite (10% des copies) pour une question se référant presque directement & Q17 et
demandant de remarquer la taille (1, 1) de la matrice obtenue.

Q24. Question réussie par la moitié des copies s’y étant consacrées (une moitié des candidats).

Q25 a Q28. Questions peu traitées par les candidats, et réussies uniquement dans les meilleures copies.
Le jury note de nombreuses confusions entre les notions de supplémentaire et de complémentaire en
Q25. La question Q28 est probablement la plus difficile du sujet, demandant la mise en place d’une
intersection d’événements et une utilisation judicieuse des questions Q25 a Q27, un raisonnement tres
rarement rencontré dans les copies.

Q29. La référence presque directe a la question Q21 aura été remarquée par une proportion significative
de copies.

Q30 et Q31. Questions rarement traitées, avec des références a la partie I, souvent remarquées par les
candidats, rarement bien mises en place avec rappel des hypotheses.

Q32 et Q33. L’étude spectrale de la matrice J est abordée dans de nombreuses copies, avec de la réussite
et aussi quelques approximations dans le calcul des dimensions des sous-espaces propres.

Q34 a Q38. Questions treés rarement abordées par les candidats, avec des solutions proposées uniquement
dans les toutes meilleures copies.

Conclusion

Il est absolument primordial de se présenter a une épreuve de ce niveau avec une connaissance précise
des éléments de cours et une capacité a les manier avec précision et rigueur. Il est également important
d’apporter une attention particuliere a ce qui semble étre considéré par de nombreux candidats — a tort
— comme des détails : déclaration des variables, utilisation pertinente des liens logiques (implications,
équivalences) et des mots de liaison. Il importe également que les candidats sélectionnent et mentionnent
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explicitement la totalité des arguments nécessaires pour répondre a chaque question. En effet, les correc-
teurs, & l’écrit (contrairement aux examinateurs, a 1’oral), ne peuvent interroger les candidats afin de leur
demander d’étayer leurs affirmations ou de les compléter ; il faut donc que tout soit exprimé sur la copie.
Ce manque de rigueur explique que de nombreux candidats risquent de se retrouver dégus par leur note,
ayant eu 'impression de traiter de nombreuses questions du sujet, alors que la plupart des réponses sont
incompleétes ou insuffisamment précises.

Le jury tient également a rappeler 'impact significatif d’une copie bien présentée, rédigée dans un francais
correct. Il en aura été tenu compte dans la notation. Les désagréments impliqués par un manquement a
ces regles d’usage sont doubles :

— sur le fond, un certain manque de soin ou une rédaction précipitée fait manquer des points importants
de la question ou certaines étapes cruciales d’un raisonnement ;

— sur la forme, 'impression laissée au correcteur par une copie négligée est forcément négative.

Pour éviter tout désagrément, le jury recommande aux candidats de soigner leur écriture, de limiter les
ratures, d’éviter de multiplier les insertions plus ou moins lisibles ou les renvois vers une autre page, et
d’écrire dans un francais correct.

Enfin, il n’est pas nécessaire de se précipiter et de traiter un nombre impressionnant de questions pour
obtenir un tres bon total : il suffit de procéder avec soin, dans un esprit scientifique empreint de rigueur et
de précision. Le jury encourage les futurs candidats a prendre ces bonnes habitudes dans leur préparation.
Les bonnes et tres bonnes copies sont, presque sans exception, de cette sorte.
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Ce sujet en trois parties étudie la convergence des polyndémes d’interpolation de Lagrange sous différentes
hypotheses et aborde le phénomene de Runge.

La partie I est consacrée a ’étude de deux familles de polynoémes, les polynomes de Lagrange et les polyndémes
de Tchebychev.

La partie II donne des résultats généraux de convergence des polynémes d’interpolation de Lagrange pour des
fonctions de classe C° ; elle utilise également quelques résultats de la partie I.

Enfin la partie III présente le phénomene de Runge. Elle s’appuie sur les sous-parties I11.A et II1.B, qui portent
sur une intégrale généralisée et sont indépendantes des parties I et II.

Notations

Si ky et ky sont deux entiers tels que k; < ko, on note [k, ky] Pensemble des entiers k tels que k; < k < ks.
Pour tout réel z, on note |z] la partie entiére de x.

Pour n € N, on note R,,[X] I’espace vectoriel des polyndmes & coefficients dans R de degré inférieur ou égal a n.

I Etude de deux familles de polyndémes

Soit n € N* et (aq, ..., a,,) une famille de n réels deux & deux distincts.

cey Uy

Pour tout ¢ dans [1,n], on note L, le polyndéme de degré n — 1 défini par

nX—a,;

LX) = I | L, (I.1)
j:1 CLi _aj
J#i

On dit que L4, ..., L,, sont les polynémes de Lagrange associés a aq, ..., a

rInt

I.A — Polynémes de Lagrange
On définit 'application

[Rnfl[X]X[Rnfl[X] — R
¢ (P.Q) = Pla)Qlay)

k=1
Q1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur R,,_;[X].
Q 2. Montrer que, pour tout ¢ et k dans [1,n],
1 sik=1
Li(ay) = {O sinon
Q 3. Montrer que, pour tout ¢ € [1,n] et tout P € R,,_;[X],
(Li, P) = P(a,).
Q 4. Montrer que la famille (L4, ..., L,,) est une base orthonormée de R,,_;[X] muni du produit scalaire (-, -).
Q 5. En déduire que, pour tout P € R,,_;[X],
P=> P(a,)L,.
i=1
Q 6. Montrer que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a n — 2,
P,
=t H (a; —ay)
j=1
JFi
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I.B — Polynémes de Tchebychev

Soit n € N*. On pose

In/2]
T,(X) = Y (=1 (”)X"-Qm — x2p.

p=0 2p
Q. En développant (1 + z)™ pour deux réels x bien choisis, montrer que
[n/2]
p=0 2p
Q 8. Montrer que 7,, est un polynéme de degré n. Expliciter le coefficient dominant de T,.
Q9. Montrer que 7,, est 'unique polynéme a coefficients réels vérifiant la relation

vl € R, T, (cos(d)) = cos(nb).

2k —1)m

Q 10. Pour k € [1,n], on pose y, ,, = cos ( 5
: n

) . Montrer que

7,(%) = 24 ] (X — )
k=1

I1.C - Soit n € N* et W un polyndéme unitaire de degré n. L’objectif de cette sous-partie est de montrer
que
sup [W(z)| > — (1.2)
we[~1,1] 2n

puis d’étudier dans quel cas on a égalité.

Q 11.  Montrer que sup |7, (x)| = 1. En déduire un polyndme unitaire de degré n réalisant le cas d’égalité
ze[—1,1]
dans (1.2).

On pose Q = %Tn — W et, pour tout k € [0,n], z;, = cos (k—ﬂ-)
n— ) n

Q 12. Montrer que @ est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.
Q 13. Dans cette question, on montre (I.2) par 'absurde.
. 1
— Si on suppose que Eb[ug) 1]|VV(J:)| < ot montrer que, pour tout k € [0,n — 1], Q(2,)Q(24,) <O0.
re|l—1,
— En déduire une contradiction et conclure.

On suppose maintenant que sup |W(z)| = 1 T
ze[-1,1] A
Q 14. Montrer que, pour tout k € [0, n],
- Q(2) >0.
H (2 — Zj)
§=0
J#k
Q 15. En déduire que @ = 0, puis que W = 2n171 T,.

On pourra considérer la somme des inégalités de la question précédente et exploiter la question 6 appliquée
a des données convenables.

IT Interpolation et convergence des polynéomes d’interpolation pour
une fonction de classe C°°

II.A — Interpolation d’une fonction de classe C™

Dans cette sous-partie, n est un entier naturel non nul et I est un segment [a,b], ou a < b. On considére n
nombres réels distincts a; < -+ < a,, de I.

n
On note Ly, ..., L, les polynémes de Lagrange associés a ay, ..., a,, définis par (I.1) et on note W = H(X —a;).
i=1
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Pour toute fonction f définie sur I, le polynéme

n
1(f) = Z fla;)L; (IL1)

i=1
est l'unique polyndéme P € R,,_;[X] tel que P(a;) = f(a;) pour tout ¢ € [1,n]. On lappelle polynéme interpo-
lateur de Lagrange de f associé a aq,...,a,.
Q 16.  Soit r une une fonction a valeurs réelles de classe €™ sur I et s’annulant en n + 1 points distincts de
I. Montrer qu’il existe ¢ € I tel que r™(c) = 0.
Q 17.  Soit f une fonction & valeurs réelles de classe €™ sur I. Soit P = II(f) le polynoéme interpolateur de f
associé aux réels aq, ..., a,,, comme défini en (II.1) ci-dessus. Pour tout = € I, montrer qu'’il existe ¢ € I tel que

Pour z distinct des a;, on pourra considérer la fonction r définie sur I par
r(t) = f(t) — P(t) — KW(t)

ou le réel K est choisi de fagon que r(z) = 0.
Q 18. En déduire que

M, (b—a)"
sup |(z) — P(a)] < M0 =0
z€a,b] n:
ott M, = sup |f™(z)].
z€(a,b
II.B — Swuites de polynéomes interpolateurs

On considere encore un segment I et une fonction f définie sur I.

De plus, pour tout entier naturel non nul n, on suppose donnés des réels distincts a; ,, < -+ < a,,,, de I et on
considére P, = II,,(f) le polynome interpolateur de Lagrange de f associé a ces réels a ,,,...,a

ey Oy -
En notant L, ,,, Ly ,,, ..., L, ,, les polynomes de Lagrange associés a a, ,,, ..., a,, ,,, on a donc
n
Hn(f) = Z f(a'i,n)Li,n (IL.2)
i=1

et I1,,(f) est I'unique polynéme P, € R, ,[X] tel que P,(a; ) = f(a;,) pour tout i € [1,n].

On s’intéresse a la convergence uniforme sur I vers f de la suite de polynomes (Hn( f)) pour divers exemples
de fonctions C*°.

I1I.B.1) Convergence uniforme vers la fonction exponentielle

Dans cette section, I = [a,b], ot @ < b, et f est la restriction a I de la fonction exponentielle :

Vo el, f(z) = exp(z).

Pour tout n € N*, on considere P, = II,(f) le polynéme interpolateur comme défini par (II.2).
Q 19.  Montrer que la suite (P,), o\ converge uniformément vers f sur I.

Q 20. Montrer qu'il existe une suite de polynémes (Q,,),cn- qui converge uniformément vers f sur I et telle
que, pour tout n € N*, la fonction @),, ne coincide avec f en aucun point de I, sauf peut-étre en zéro :

Vn e N*, Ve l\{0}, Q,,(x) # exp(x)

11.B.2) Convergence uniforme vers une fonction rationnelle

Dans cette section, a est un réel strictement positif et I = [—a, a]. Soit
R —- R
I 1
r = ——Fs
1+ 22

Q 21. Mountrer que f est de classe € et que, pour tout k dans N et tout ¢ € |—7/2,7/2],
f®) (tant) = k! cos®*1(t) cos((k + 1)t + km/2).
Pour tout n € N*; on considére P, = II,(f) le polynéme interpolateur de f sur I défini par (I1.2).

. 1 . R . .
Q 22. Montrer que, si a < 2 la suite de polynémes (P,), cn- converge uniformément vers f sur [—a,a).

67
MO050,/2022-03-05 08:05:53 Page 3/5 (@) BY-NC-sA_|



2022

I1.B.3) Cas de la somme d’une série entiére

Soit E c, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 0. On pose,
k>0

+o00o +o00
Ve e]-R,R[, f(z)= chazk et Ve el-1,1, g(x)= ka.
k=0 k=0
Q 23.  Montrer que g est de classe € sur |—1,1[ et que
. 4 J
VieN, Vzel]-11, g¢¥(z)=—"
Q 24.  Soit r € ]0, R[. Montrer qu'il existe C' € R tel que

C
Vk e D\‘7 ‘Ck| < 'rik

Q 25. En déduire que pour tout x € |—r,r[ et pour tout n € N,

nlrC

|f(2)] < W

Q 26.  On suppose que a < R/3. Montrer que la suite de polyndmes (P,,),,cp- :(Hn(f)) converge unifor-

neN*
mément vers f sur [—a,al.
I1.B.4) Interpolation aux points de Tchebychev

Cette section reprend I’étude des deux sections précédentes dans le cas de points d’interpolation particuliers,
liés aux racines des polynémes de Tchebychev. On considére a > 0 et I = [—a, al.

Pour tout n € N*, les points de Tchebychev d’ordre n dans I sont :

. =acos (%;nl)?v , pour k € [1,n].

On pose W*(X) = H(X—a* ).

Si f est une fonction définie sur I et sin € N*, on définit comme au (I1.2) le polynéme interpolateur P’ = IT* (f)
de f aux points de Tchebychev d’ordre n.

C’est 'unique polynoéme P* € R, ;(X) tel que P*(a; )= f(a; ) pour tout k € [1,n].

Q 27.  Pour tout = € [~a, a], montrer que |[W*(x)| < 2 (%) .
Q 28.  On reprend dans cette question la fonction f étudiée dans la section I1.B.2: f(x) = _1 pour z € R.

1+ a2
Montrer que, si a < 2, la suite (IT* (f)),,c- converge uniformément vers f sur [—a, a].
Q 29. On reprend dans cette question la fonction f somme de série entiere étudiée dans la section I1.B.3.
Montrer que, si a < 2R/3, la suite (I} (f)), )+ converge uniformément vers f sur [—a, a].

IIT Phénomeéne de Runge

III.A — Etude d’une intégrale généralisée
. R . 1—t2
Pour tout réel a > 0, on considere la fonction h,, : ¢ = In 1=t ),
o + 2
Q 30. Montrer que h, est une fonction continue décroissante intégrable sur [0, 1[.
1

On pose J, = /ha(t) dt.

0
1

1 1 2 1
Q 31.  Justifier que J, = /ln(l —t)dt+ /ln(l +¢)dt — /1n(a2 +t2)dt = /ln(u) du — /ln(oz2 +t2)dt.
0 0 0 0 0
Q 32.  En déduire que J, = 2In(2) — In(1 + a?) — 2a arctan 1)
a
J

Q 33.  Montrer qu’il existe v > 0 tel que, pour tout « € ]0,7], J, > 0.

(e
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III.B — Application a une somme de Riemann
2k+1
2n

et on

Pour tout n € N*, on considere dans ]0, 1] les points a, ,, donnés, pour k € [0,n — 1], par a;,, =
pose

8, (he) = ifha(%n) =L (ha () + e (52) + o+ ha ().

k=0

Q 34. Pour tout n € N*, montrer que

(2n—1)/2n (2n—1)/2n
1, (2n—1 1, (1
h = < <=hy (= .
[ omaoaes tn (B < st < the (o) ¢ [ haod
1/2n 1/2n

Q 35.  En déduire que la suite (S, (h,)) . converge vers gy

ne

n-l ] _ g2
Q 36. Montrer que, pour « € |0,7], la suite H 27162” diverge vers +oo.
k=0 @ * ak’n neN*

III.C — Le phénoméne de Runge

Dans cette sous-partie I = [—1,1] et @ > 0. On considére
~1,1] — R
o 1

a? + 2

On reprend les points ay, ,, définis dans la sous-partie I1L.B :

VneN, Vke[o,n—1], a, = 2’“2“.
’ n

On note, pour n € N*, R, € Ry, ;[X] le polyndme interpolateur de f, aux 2n réels {+a, , € I | k€ [0,n—1]}.
Autrement dit, R,, est I'unique polynéme de degré au plus 2n — 1 qui coincide avec f, aux points
2n—-1 2n-3 3 1 1 3 2n—3 2n—1
2n 2n 777 2n” 2n7 2n” 20777 2n T 2n
On pose Q,,(X) =1— (X? + a*)R,(X).
Q 37.  Montrer que R,, est un polynome pair et déterminer Q,, (ai).
Q 38. Montrer qu’il existe A, € R tel que

Vz e [_17 1]7 Qn(x) - An <$2 — a3 )

Q 39. En déduire que, pour tout = € [—1, 1],

Q 40. On suppose que a < ~. Montrer que

n—+oo

oo e[[Ne oo

69
MO050,/2022-03-05 08:05:53 Page 5/5 (@) BY-NC-sA_|



2022

70

Concours Centrale-Supélec 2022 filiere PC

Mathématiques 2

Présentation du sujet

Le théme général de cette année est celui de 'approximation des fonctions continues par des polynomes.
Le probleme proposait d’étudier pour une fonction continue sur un intervalle f: I — R la convergence
uniforme vers f des polynémes d’interpolation de Lagrange associés a une famille de plus en plus dense
de points de 1.

Dans une premiere partie, on établit que les polynémes de Tchebychev réalisent le maximum de la norme
sur [—1, 1] de la convergence uniforme parmi les polyndmes unitaires de degré donné.

La deuxiéme partie approfondit I’étude de la norme de la convergence uniforme en donnant des majora-
tions faisant intervenir les dérivées d’ordre supérieur. Ces majorations permettent d’établir la convergence
uniforme de nombreux développements de fonctions €*°.

La troisiéme partie donne une présentation du phénomene de Runge (1901). Pour une fonction continue
f:[=1,1] = R et pour des familles finies d’éléments de l'intervalle [—1, 1] de plus en plus denses, la suite
des polynomes d’interpolation de Lagrange de f peut ne pas converger uniformément vers f. L’exemple

classique ici utilisé est celui de la courbe d’Agnesi x pour un parametre o > 0 assez petit.

a2 + a2
Le sujet fait ainsi appel a un large spectre de notions du programme de PC : polynémes et leurs racines,
fonctions trigonométriques, primitives, intégrales généralisées, suites de fonctions, séries entieres. De plus
le probléme imposait de retourner souvent a des résultats acquis plus haut dans le texte, demandant au
candidat de garder une bonne vue d’ensemble de son travail.

Analyse globale des résultats

Les familles de points et les équations ou elles interviennent requierent un soin particulier de la part des
candidats : indéxation, récurrence (ou non), bornes. Cela n’a pas toujours été le cas. On note par contre
une bonne familiarité avec l’algebre linéaire (espaces vectoriels, familles libres, produit scalaire).

Comme 'année derniére, les principales faiblesses sont plutét a rechercher dans le domaine de 'analyse. On
a ainsi pu relever que les candidats peinent & justifier la convergence d’intégrale et se montrent souvent fort
maladroits quant a l'utilisation des propriétés des séries entieres. Méme certaines questions élémentaires
s’avérent problématiques dans beaucoup de copies. Ici concrétement pour montrer que t + 1/(1 +t2) est
€, ou pour trouver une primitive de ¢ = In(a? + t2). Ce type de questions qui furent des classiques
paraissent négligées.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Dans ce qui suit nous commentons le traitement des questions en omettant les moins abordées.

I Etude de deux familles de polynémes

Q1. Quelques rares copies montrent une méconnaissance des critéres a vérifier pour justifier qu’une
fonction de deux variables est un produit scalaire. Trop de candidats pensent que les éléments de R,,_;[X]
sont de degré n — 1 et en viennent a affirmer que si un polyndéme de degré n — 1 admet n racines, alors
il est nul. Trés peu de copies mentionnent le fait que P+ (P(ay), ..., P(a,)) réalise une injection de

R,,_1[X] dans R™, la somme des carrés fournissant un produit scalaire dans ce dernier.
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Q2. Question presque classique pour la plupart des candidats.
Q3. Cette question et la précédente sont sans conteste les plus faciles de ’énoncé.

Q4. Attention, de méme que toute matrice inversible n’est pas triangulaire, une base de R,,_;[X] n’est pas
nécessairement en degrés échelonnés. Rappelons que comme le dit le programme de PCSI, « toute famille
orthogonale de vecteurs non nuls est libre ». Trop de candidats ont perdu du temps a le redémontrer.

Q5. L’expression des coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée en termes de produit scalaire
est souvent redémontrée au prix d’une nouvelle perte de temps. Dans cette question et la précédente on
fera attention a la différence entre « orthogonale » et « orthonormée ».

Q6. Une question beaucoup moins abordée que les précédentes et avec bien peu de succes. Il semble
difficile pour les candidats de penser a considérer le terme de degré n — 1 dans la formule de la question
précédente. Quelques utilisations de la dérivée (n — 1)-éme.

Q7. Un exercice tres classique mais ou seul un quart des copies donnent une solution correcte, la question
des indices s’avérant souvent insurmontable. Notons qu’une preuve plus élémentaire est possible comme

conséquence de la relation de Pascal (y,) = (27;:11) + (n;pl) en mettant & part les cas p =0 et 2p = n.

Q8. Trop de confusion entre terme de plus haut degré et coefficient du terme de plus haut degré. Rappelons
qu’une somme de polynoémes de degré n n’est pas forcément de degré n.

Q9. Une question presque classique, au moins dans sa forme. Si la plupart des copies présentent un début
de récurrence, elles se perdent souvent dans des calculs trop compliqués, parfois fantaisistes avec des
produits qui deviennent des sommes par exemple. La formule de Moivre parait bien mal connue.

Q10. II est essentiel de montrer, au moins ici mais aussi plus loin a la question 13, que les réels considérés
sont distincts.

Q11. Une question difficile mais relativement bien traitée par ceux (une moitié des candidats) qui 'ont
abordée.

Q12. Question facile, au moins pour ceux qui n’en avaient pas été détournés par les précédentes.

Q13. Question technique pourtant souvent traitée, mais certains candidats se sont perdus en développant.
Le fait que les z;, sont ordonnés et distincts est trés rarement évoqué pour conclure, la question 10 semblant
avoir joué ce role dans l'esprit de certains.

Q14. Une question difficile et qui demandait de compléter ce qui avait été fait a la question précédente
(signe de Q(z))-

Q15. Des réponses tres confuses. Certains candidats se sont égarés en voulant transformer Q en un
polynome de degré n — 2. Certains candidats ont eu du mal a appliquer la question 6 avec un degré de
plus.

IT Interpolation et convergence des polyndémes d’interpolation pour une fonction de classe C°

Q16. L’idée de la récurrence est apercue par la plupart des candidats mais une partie d’entre eux invoquent
le théoreme des valeurs intermédiaires. Ici encore il convenait de raisonner sur des points rangés en ordre
croissant.

Q17. Une question abordée par seulement une moitié des candidats. Des traitements corrects mais le
choix de K et le cas de x = a; sont souvent éludés cependant.

Q18. Beaucoup d’échec a cette question abordée par la moitié des candidats. Des erreurs sur le sup et
la majoration de |W(zx)|, ainsi que dans la manipulation des valeurs absolues. Trop de multiplications
membre a membre d’inégalités ot les signes des membres sont inconnus.
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Q19. Beaucoup de candidats oublient de calculer M, pour conclure.

Q20. Une question originale dont se sont détournés la plupart des candidats. Notons que la conver-
gence uniforme sur tout borné des sommes partielles s, (z) du développement classique de exp(z), avec
clairement s, (r) < exp(z) pour tout « > 0, donnait le résultat demandé en considérant les polyndmes

sn(x) = exp(ag) $,,(z — ag) pour n’importe quel choix de ay < a.

Q21. A noter que beaucoup de candidats ont évoqué un développement en série entiére sur ]—1, 1] pour
justifier que f est €°° sur R. La formule demandée ensuite provenait de la dérivation k fois de I’équation
gotan(t) =t pour g = arctan vérifiant ¢’ = f. Quelle que soit la méthode, on voit de grosses erreurs de
calcul, la plupart des candidats ne sachant pas dériver une composée de fonctions.

Q22. Une autre application presque immédiate du critere établi a la question 18, mais qui n’a été comprise
que par trés peu de candidats.

Q23. Un traitement correct dans ’ensemble.
Q24. Une question facile également mais moins abordée.

Q25. La difficulté de la question ne doit pas conduire & des arguments difficilement crédibles, comme de

dire qu’une inégalité entre fonctions entraine la méme inégalité entre leurs dérivéees ! Ici la dérivation des

- -\ . . . (n)(z C k., |z
séries entieéres dans leur disque ouvert de convergence donnait facilement % <m > kon (n) =

par Q24 et on pouvait reconnaitre dans le > le cas de f = g, puis appliquer Q23.

Q26. Une question délicate par son appel a la question 18, les candidats ayant en outre les plus grandes
difficultés & majorer.

Q27. Méme commentaire avec cette fois la question 8, la question n’étant que trés peu abordée.

III Phénomeéne de Runge

Q30. Une des dernieres questions trés abordées (avec la suivante) mais avec un taux d’échec important.
On doit ici déplorer a quel point I’existence d’une intégrale impropre s’avere un probleme difficile dés qu’on
s’écarte des cas les plus connus. Le fait que ce soit la borne 1 et non la borne 0 qui fasse probléme apportant
un supplément de déstabilisation. Mais on voit aussi tout simplement des candidats qui déclarent que
f étant continue sur [0, 1], elle y est intégrable. Des difficultés également dans le calcul de dérivée que
certains ont tenté pour établir la décroissance. Notons que dans le cas présent une justification plus
élémentaire était facile.

Q31. Une question relativement bien réussie.

Q32. 1l est surprenant que si peu de candidats arrivent & calculer I'intégrale de t > In(a? + ¢2) entre
0 et 1. Ce n’est pas forcément l'intégration par partie qui fait probleme, mais ensuite la primitive de
t = t%/(a® 4 t?). A Dinverse quelques candidats avouent sincérement que leurs primitives sont fournies
par la calculette autorisée.

Q33. Tres peu de réussite (moins d’un candidat sur 10) & cette question qui demande a priori de retourner
a la notion de limite et & prendre I'initiative de calculer la limite de J,, en 0". Noter qu'une approche plus
élémentaire pouvait consister a noter la décroissance de a + J,, (évidente dés la définition ou en Q31) et
a évaluer quelques valeurs, « = 0,5 convenant.

Q34. Si la comparaison des intégrales d’'une fonction monotone et d’une fonction en escalier est connue,
il fallait ici un peu de soin dans la gestion des indices. Cette question, placée loin dans I’énoncé, a été
bien peu tentée alors qu’on pouvait attendre au moins une tentative de figure. On voit de fait tres peu
d’illustration graphique dans les copies, quelle que soit la question (cf. questions 13 et 16).
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Q35. Le seul point difficile consiste a s’assurer que %ha (%) tend bien vers 0 lorsque n tend vers

Pinfini. Ceci n’a été apercu que par quelques dizaines de candidats.
Q36. Cette question par contre a été mieux comprise par les quelques candidats qui ’ont abordée.

Q37. L’argument le plus simple pour la parité de R, demandait d’invoquer l'unicité des polyndmes
d’interpolation méme si la définition de base du I pouvait donner le résultat au prix d’un peu plus
d’effort.

Conclusion

Le sujet a permis de sonder tres largement les connaissances des candidats. Comme on I’a dit plus haut,
il en ressort que les principales faiblesses se situent dans le domaine de ’analyse.

Pour ce qui reléve de la forme au sens large, on aimerait rappeler a nouveau cette année quelques points.

La présentation semble bien s’améliorer du fait de l'officialisation d’une minoration en cas de manquement
grave. Par contre on ne saurait trop conseiller aux candidats d’user de concision. Moins peut étre mieux.
Un probleme comme celui de cette année ne demande pas d’utiliser 8 copies doubles dont parfois beaucoup
de pages blanches, ce type d’exces n’étant pas connu pour impressionner favorablement les correcteurs.

Plus important, on ne saurait trop insister a 'inverse sur la nécessité de rédiger ses arguments. La plupart
des questions ne se résolvent pas par un simple calcul sans commentaire. Enfin la sincérité des calculs et
des raisonnements ne devrait faire aucun doute, en particulier quand le résultat ou la conclusion de la
question sont fournis par 1’énoncé.
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Ce sujet est divisé en trois parties.

— Dans la premiere partie, on étudie une marche aléatoire sur Z qui modélise la trajectoire d’une particule.
On s’intéresse en particulier au temps nécessaire pour que la particule revienne pour la premiere fois a son
point de départ, si cela arrive. Pour cela, on introduit une suite de nombres appelés nombres de Catalan et
on étudie leurs propriétés.

— Dans la deuxieme partie, entierement indépendante de la premiere, on s’intéresse au calcul d’un déterminant
a l'aide d’une suite de polynémes orthogonaux.

— Dans la troisieme partie enfin, on utilise les résultats des deux premieres parties pour calculer deux détermi-
nants associés aux nombres de Catalan.

I Etude d’une marche aléatoire sur Z
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et soit (X,,),cy- une suite de variables aléatoires définies sur et a valeurs
dans {—1, 1}, mutuellement indépendantes, et telles que, pour tout n € N*,

P(X,=1)=p e PX,=-1)=1—p, oupel0l].

n
On pose S, = 0 et, pour tout n € N*, S, = ZXk'
k=1

La suite (5,,),en modélise la trajectoire aléatoire dans Z d’une particule située en S, = 0 & l'instant initial
n = 0, et faisant a chaque instant n € N un saut de 4+1 avec une probabilité p et de —1 avec une probabilité
1 — p, les sauts étant indépendants et p appartenant a |0, 1[.

Pour w € 2, on représente la trajectoire de la particule par la ligne brisée joignant les points de coordonnées
(n, S, (w))

neN’

2

1
3

s

-1

—2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n
Figure 1 Exemple de trajectoire possible
I.A - Espérance et variance de S,

Dans cette sous-partie, n désigne un entier naturel non nul.
Soit Y,, la variable aléatoire sur ) égale au nombre de valeurs de k € [1,n] telles que X, = 1.
Q1. Quelle est la loi de Y,, 7 En déduire ’espérance et la variance de Y,.

Q 2. Quelle relation a-t-on entre S, et Y, ? En déduire ’espérance et la variance de S,,. Justifier que S,
et n ont méme parité.

I.B — Chemins de Dyck et loi du premier retour a l’origine
Pour m € N*, on appelle chemin de longueur m tout m-uplet v = (vy,...,7,,) tel que Vi € [1,m], v, € {—1,1}.

k
On pose alors 5. (0) = 0 et, pour tout k € [1,m], s (k) = Z%.
i=1

On représente le chemin +y par la ligne brisée joignant la suite des points de coordonnées (k, s, (k)), k € [0, m].
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Pour n € N*:

— on appelle chemin de Dyck de longueur 2n tout chemin v = (74, ...,7s,) de longueur 2n tel que s.(2n) = 0
et Yk € [0,2n], s (k) > 0;

— on note C,, le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n.

On convient de plus que Cy = 1.

La suite (C),),cn est appelée suite des nombres de Catalan. On constate que C; =1 et Cy = 2.

2
= ! =
o w 1
0 D 0 &
0 1 2 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

k k

Figure 2 Représentation des chemins de Dyck de longueurs 2 et 4

Q 3. Donner sans démonstration la valeur de Cy et représenter tous les chemins de Dyck de longueur 6.
Soit n € N et v = (7y, -+, Yap+2) un chemin de Dyck de longueur 2n + 2. Soit 7 = max{i € [0,n] | s.(27) = 0}.
On suppose 0 < r < n et on consideére les chemins a = (7y, ..., 72,.) €t 8= (Yopyas -+» Yong1)-

Q 4. Justifier & I'aide d’une figure que vy, 1 = 1, ¥5,,40 = —1 et que o et 3 sont des chemins de Dyck.
Soit m € N* et soit v = (v, ...,7,,) un chemin de longueur m.

Pour t € N, on note A, . I'événement : « pour tout k € [1,m], X;,, =, » ; en d’autres termes,

~ )3

At,'y = (Xt+k =Yg)-

k=1

Q 5. Soit n € N* et soit v = (71, ..., 72,) un chemin de Dyck de longueur 2n. Pour ¢ € N, exprimer P(4, )
en fonction de n et p.

Soit T la variable aléatoire, définie sur {2 et a valeurs dans N, égale au premier instant ou la particule revient a
l'origine, si cet instant existe, et égale a 0 si la particule ne revient jamais a l'origine :

0 si Vk € N*, Sy (w) # 0

Vwel, T(w) = {min {keN*|S,(w) =0} sinon

Q 6. Montrer que T prend des valeurs paires et que, pour tout n € N, P(T = 2n+2) = 2C,, p" (1 —p)"*L.
I.B.1) Série génératrice des nombres de Catalan

Q. En utilisant la question 4, montrer

vneN, C,=>» CC,.,.
r=0

N C
Q 8. A Taide de la variable aléatoire T, montrer que la série Z —: converge.
n=0
P - N . 11
Q9. En déduire que la série entiere Z C,t" converge normalement sur I'intervalle I = [_Z_l’ Z]
n=0

On pose alors, pour tout t € I,
+o0o
F =50t et g(t) = 2£(0).
n=0

o0
On rappelle que la série génératrice de T, donnée par Gp(t) = Z P(T = n)t", est définie si t € [—1,1].
n=0
Q 10. A l'aide des questions précédentes, exprimer Gp alaide de g et de P(T = 0).
1
Q 11. En déduire que si p # 2’ alors T admet une espérance.

Q 12.  Montrer que Vt € I, g(t)? = 2g(t) — 4t.
Q 13.  En déduire qu’il existe une fonction ¢ : I — {—1,1} telle que

Vtel, g(t)=1+¢e(t)V1—4t.
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1
Q 14. Montrer que € est continue sur I \ {Z_L} En déduire

viel, g(t)=1—+1—4t.
1
Q 15. En déduire que P(T'# 0) =1 — /1 —4p(1 — p). Interpréter ce résultat lorsque p = 7
1
Q 16. Montrer que si p = 2’ alors T'n’admet pas d’espérance.

I.C — Ezxpression des nombres de Catalan et équivalent

Q 17.  Justifier 'existence d’une suite de réels (a,,),,cn telle que

+0oo
Veel-1,1], Vitz=1+)» a,a",

n=0

et, pour tout n € N, exprimer a,, & ’aide d’un coefficient binomial.

1 2
Q 18. Endéduire VneN, 0, = —— ( ”)
n+1l\n
Q 19. Rappeler I'équivalent de Stirling. En déduire un équivalent de C,, lorsque n tend vers +o00.

Q 20. A partir de la question précédente, retrouver le résultat des questions 11 et 16.

II Calcul d’un déterminant a 1’aide d’un systéme orthogonal

Dans cette partie, on suppose que l'espace vectoriel R[X] est muni d’un produit scalaire (+|-) et on note |- | la
norme associée.

Pour tout n € N, on note G,, la matrice carrée de taille n + 1 suivante :

Ay X e
Gn:((Xi—1|Xj—1>)l<ij<n+1 (XE|1) (XlX) (X|EX)
’ (X)) (X"]X) - (XX

On cherche a obtenir une expression du déterminant de G,, a I’aide d’une suite de polynémes orthogonaux.

II.A — Définition et propriétés d’un systéme orthogonal

Dans R[X] muni du produit scalaire (+|-), on appelle systéme orthogonal toute suite de polynémes (P,),cn
vérifiant les propriétés suivantes :

— (P,)en est une famille orthogonale, c’est-a-dire : V(i,7) € N, i # j = (H’PJ) =0;

— pour tout n € N, P, est unitaire et de degré n.

Dans toute la partie II, on considére un systéme orthogonal (V,,),,c\-

Q 21. Montrer que, pour tout n € N, la famille (V,, V;, ..., V,,) est une base orthogonale de l’espace vectoriel

WV
R, [X] des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

Q 22. Soit n € N et P € R[X] tels que deg P < n. Montrer que (V,,|P) = 0.
Q 23.  Soit (W,),cn un autre systéme orthogonal. Montrer que Vn € N, W, = V.

II.B - Expression de detG,, a l'aide de la suite (V)
Soit n € N et soit G; la matrice carrée de taille n + 1 suivante :

(“;0‘50) (50%1) (“;d“;n)
G = <(Vi—1’Vj_1)) ( 11 o) ( 1! Do 1|' W)

1<,j<n+1

(VoVo) (VulVi) = (V[V,)

On note Q,, = (¢; ;)1<i jent1 la matrice de la famille (V;, V3, ..., V,,) dans la base (1, X, ..., X") de R, [X].

WV,
Q 24. Montrer que @,, est triangulaire supérieure et que det Q),, = 1.
Q 25. Montrer que QIGnQn =G/, ou QI est la transposée de la matrice @Q,,.

Q 26. En déduire que detG,, = 1_[||VZH2
i=0
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IIT Déterminant de Hankel des nombres de Catalan

Dans cette partie, on introduit un produit scalaire particulier sur R[X] et une suite de polyndémes. On vérifie
qu’il s’agit d’'un systéeme orthogonal pour ce produit scalaire, ce qui permettra d’appliquer les résultats de la
partie précédente.

IIT.A — Produit scalaire
1—zx

Q 27.  Soit P € R[X] et @ € R[X]. Montrer que la fonction = — P(4x)Q(4x) NG
x

est intégrable sur ]0, 1].

Dans toute la partie III, on pose

?

V(P,Q) € RIX] xRX], (P|Q)=

smo

1
P(4x)Q(4x) d
| P

Q 28.  Montrer que (-|-) est un produit scalaire sur R[X].

III.B — Systéme orthogonal
Soit (U, )nen la suite de polyndmes définie par Uy =1, U; =X —1let VneN, U, ., = (X -2)U, ., — U,

n*

Q 29. Pour tout n € N, montrer que U,, est unitaire de degré n, et déterminer la valeur de U,,(0).
Q 30.  Soit 6 € R. Montrer que Vn € N, U, (4 cos? 0) sin 6 = sin((2n + 1)6).
/2

Q 31.  Soit (m,n) € N2. Calculer /sin((?m +1)0) sin((2n + 1)6) d6.
0
Q 32.  En déduire que (U,,), oy est un systeme orthogonal et que, pour tout n € N, |U, | = 1.

Pour calculer la valeur de (U,,|U,,), on pourra effectuer le changement de variable 2 = cos? 6.

III.C - Application
Pour tout n € N, on pose u,, = (X"|[1).

Q 33. A l'aide d’une intégration par parties, montrer
1
3
VneWN, 4du, ,—p, = /a:" 32(1 — 2)32 do = Ly,
2n —1
0
Q 34. En déduire Vn e N, u,, = C,,.
Q 35. Soit n € N. Déduire des parties précédentes la valeur du déterminant
C’0 Cl 02 Cnfl Cn
Cy ’ ’ Cri1
H, = det(cz‘+j—2)1<i,j<n+1 = . C
: 2n—2
Cr Conq
Cn C(nJrl C2n72 0211 1 C2n
III.D — Un autre déterminant de Hankel
Dans cette sous-partie, on pose, pour tout n € N,
C(0 Cl 02 '" Cn -1 Cn C(1 02 C’3 Cnf 1 Cn
o Crit C, Chi
C : C. :
D,(X) = .2 et H;L = .3
: Cos : - - - Cops
Chn G Chpy Cong Copy Chy Con—s
1 X o Xm?oXmhooXm Co Cup - Oy Copn Coyy

Q 36.  Soit (n, k) € N? tel que k < n. Montrer (D,,|X*) = 0.
Q 37. En déduire que Vn € N, D,, = U,,, puis déterminer, pour tout n € N*, la valeur du déterminant H;l

e e e[ [Ne oo
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Mathématiques 1

Présentation du sujet

Le sujet de cette épreuve propose le dénombrement des chemins de Dyck, c'est-a-dire des trajectoires sur
un axe gradué par Z, de longueur donnée, partant et aboutissant a 0 tout en restant de signe constant.
Ce dénombrement fait naturellement apparaitre les nombres de Catalan (qu'on retrouve aussi dans le
dénombrement des « bons parenthésages »), qu'on utilise pour deux calculs de déterminant présentant
une symétrie particuliére (déterminants de Hankel).

La partie I consiste en 1'étude du probleme de dénombrement des chemins de Dyck, passant par la fonction
génératrice de la variable aléatoire T' désignant le temps de premier retour a 0 pour une particule effectuant
des sauts de 41, indépendants et de méme loi, sur un axe gradué par Z. Ce calcul mene au calcul explicite
des nombres de Catalan C,, et a leur étude asymptotique.

La partie II s'attelle & 1'étude des systémes orthogonaux sur R, [X], c'est-a-dire des bases orthogonales
de polyndmes unitaires. Etant donné un produit scalaire défini sur R,,[X], on y montre l'unicité d'un
tel systéme orthogonal et on y effectue le calcul du déterminant de la matrice (X1 | X771) Ce
résultat se révelera décisif en fin de partie III.

1<i,j<n”
La partie ITI propose enfin d'appliquer les résultats de la partie IT au produit scalaire

Vi—t
Vit

1
(P,Q) /P(4t)Q(4t) dt,
0

permettant ainsi de faire apparaitre les nombres de Catalan sous la forme C,, = (X" | 1). Cela aboutit
au calcul des déterminants de Hankel détaillés en fin de sujet.

Analyse globale des résultats

Sur les 3381 copies corrigées, la moyenne constatée, en pourcentage du baréme, est de 23,7 %, pour un
écart-type de 13,7 %, ce qui permet de considérer le sujet comme de longueur raisonnable. Il a par ailleurs
permis une bonne discrimination parmi les candidats. Comme nous le verrons plus loin, la sélection
des meilleurs candidats s'est essentiellement faite sur le soin apporté aux réponses et sur la solidité des
connaissances, bien plus que sur le volume traité ou l'originalité des idées. La meilleure copie a obtenu
81,5 % des points du baréme total.

Ce sujet se caractérise par une grande diversité dans les parties du programme qu'il concerne: des
probabilités, du dénombrement et des séries entieres en partie I, de 1'algebre bilinéaire en parties II et
ITI, et des intégrales généralisées en partie III. Les candidats ont su profiter de cette diversité, chacune
de ces parties ayant été abordée par plus de 90 % des copies. Les questions relatives aux déterminants, en
fin de sujet, ont été en revanche tres peu abordées, car plus difficiles et demandant un effort de synthese
plus important.

La familiarisation avec la situation décrite en partie I (chemins de Dyck, nombres de Catalan) est plutdt
réussie. La différence entre les copies se fait essentiellement sur les points suivants, indicatifs du niveau
de soin et de discipline pratiqué par les candidats dans leurs raisonnements :

— la connaissance précise du cours ;
— le niveau de rigueur dans la connaissance et le maniement des notions ;
— l'efficacité la ténacité et la précision dans les calculs.
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Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Remarques générales

Commencons par illustrer les points qui sont apparus comme éléments essentiels de différenciation entre
les copies.

— La connaissance précise du cours. La toute premiere question du sujet est un bon indicateur de la
disparité des candidats sur ce plan. Un tiers des copies ne parvient pas & reconnaitre, méme sans
justification, une loi binomiale pour la variable aléatoire Y,,. A 1'opposé, seulement un sixiéme des
copies parvient a reconnaitre cette loi tout en citant les arguments attendus pour 1'établir.

De méme, plus loin dans le sujet, la question Q9 est le théatre de nombreuses confusions entre
convergence normale et convergence absolue en tout point.

La question Q28 est aussi le théitre de nombreuses approximations quant aux propriétés a vérifier
pour un produit scalaire, pourtant proche de l'exemple classique (P, Q) + [ ab P(t)Q(t) dt sur R[X]
(avec a < b).

— Le niveau de rigueur dans la connaissance et le maniement des notions. Dans des questions parfois
élémentaires : dans les questions Q24 a Q26, largement abordées, la nature de la matrice @), est
un facteur discriminant entre les copies. Environ la moitié des candidats considerent, a tort, et sans
doute troublés par 1'écriture QnTGnQn, que la matrice @,, est orthogonale alors que rien ne le laisse
entendre dans le sujet.

La question Q27 met également en évidence une grande disparité entre les candidats : certains éta-
blissent la convergence absolue de l'intégrale avec organisation et rigueur, la ou d'autres se précipitent
vers 1'étude d'impropretés plus ou moins réelles (il n'y avait aucun probléme en 1), sans parler de
continuité par morceaux de la fonction intégrée, ou encore confondant la notion d'intégrabilité avec
celle d'intégrale convergente.

— L'efficacité, la ténacité et la précision dans les calculs. Les questions Q17 (développement en série
entiere de x > /1 4+ x sur |—1, 1[), Q19 (détermination d'un équivalent de (27?) a partir de 1'équivalent
de Stirling) et Q31 (primitivation d'un produit de deux fonctions circulaires) auront permis de mettre
en évidence de grandes différences entre les candidats, tant sur l'attention portée a la correction des

calculs, que sur leur ténacité et leur efficacité a les faire aboutir.

Le jury a par ailleurs relevé un certain nombre de points généraux lors de la correction des copies et en
tire les recommandations suivantes.

Les études asymptotiques, mettant en jeu équivalents (Q19) ou études d'intégrales impropres (Q27),
posent de grandes difficultés aux candidats, qui déclarent des équivalents a des quantités potentiellement
égales a la fonction nulle, ou invoquent des propriétés fausses, comme l'intégrabilité du produit de deux
fonctions intégrables.

Les variables utilisées sont loin d'étre systématiquement déclarées. Il n'est pas rare de voir apparaitre des
z, Yy, t, u, P, @ au milieu d'un raisonnement sans en avoir vu la déclaration au préalable, laissant au
lecteur le soin de comprendre dans quel ensemble ces variables se trouvent, ou ce qu'elles désignent. De
telles pratiques nuisent a la clarté du discours et rendent le raisonnement confus. Le jury attend davantage
de rigueur de la part des candidats sur ce plan.

Confusions entre réels et fonctions. Les confusions entre f et f(t) sont malheureusement fréquentes et
répandues. La continuité, la dérivabilité, l'intégrabilité s'appliquent a une fonction et non a son évaluation
en un réel ¢ (souvent non déclaré, cf. point précédent).
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Impératif d'intégrité. Le jury rappelle qu'il est vain, dans une question formulée de maniere fermée,
d'arranger les calculs de maniére malhonnéte en vue de trouver le résultat attendu. Par exemple, en
question Q18, on compte un nombre non négligeable de candidats qui, partant d'une expression fausse
concernant a,,, parviennent tout de méme a la bonne expression de C,, en effectuant des arrangements
d'une intégrité douteuse au milieu des calculs. En plus de n'en tirer aucun avantage comptable, un
candidat adoptant une telle démarche laisse une impression négative au correcteur.

Le jury recommande aux candidats une posture d'humilité, et notamment de bannir de leur vocabulaire
des mots comme « clairement », « trivialement », « évidemment ». Ceux-ci n'apportent rien au contenu
mathématique de la copie et ne peuvent jouer qu'en défaveur du candidat, surtout lorsqu'ils sont suivis
d'erreurs manifestes ou lorsqu'ils servent a passer rapidement sur des points essentiels a la résolution de
la question. Par exemple, en question Q28 il est peu pertinent de qualifier la bilinéarité ou la symétrie
de l'application étudiée d'« évidentes » ou de « triviales », comme cela est écrit dans certaines copies.

Le jury rappelle également que les fautes de frangais, malheureusement nombreuses, nuisent a la copie
et laissent au lecteur une impression négative qui peut se répercuter, consciemment ou non, sur la note
finale (en plus de faire 'objet d'un malus). La validité d'un raisonnement passe aussi par la correction de
la langue employée pour 1'exprimer.

Remarques par question

Q1. Les arguments justifiant la loi binomiale pour Y,, (car on attend justification, comme dans toute
réponse, sauf mention explicite du contraire) sont trés rarement tous énoncés : les X, sont indépendants
et de méme loi et Y, décompte le nombre de X, égaux a 1. La connaissance de l'espérance et de la
variance de cette loi n'est également pas générale.

Q2. Le jury aura beaucoup rencontré la notation « Y, », censée implicitement désigner le nombre de X
égflux .ém 713 ou l'écriture 4 Sn = ZZ:O [ X}, = 1]— ZZZO[Xk = 71} ». Ni le complémentaire d'une variable
aléatoire, ni la somme d'événements ne possedent de sens mathématique.

Q3. Beaucoup de bonnes réponses dans cette question de compréhension immédiate des notations de
1'énoncé.

Q4. La maximalité de r est rarement comprise et bien utilisée par les candidats, pour prouver que 3 est
bien un chemin de Dyck.

Q5. On note des confusions entre « indépendance mutuelle » et « indépendance deux a deux » et des
erreurs plus lourdes écrivant la probabilité d'une intersection d'événements mutuellement indépendants
comme la somme des probabilités de ces événements. Le jury rappelle que 1'indépendance mutuelle des
événements est un argument capital dans les questions de ce type.

Q6. La parité de T est globalement bien justifiée. En revanche, on trouve peu d'explications solides quant
a l'expression de la loi de T

Q7. Le lien avec la question Q4 doit étre convenablement établi, ainsi que les différents procédés utilisés
(somme et produit), par exemple en évoquant une partition du décompte selon 1'entier r décrit en Q4.
Le jury reléve peu de réponses complétement satisfaisantes sur cette question.

Q8. Beaucoup de candidats cherchent & étudier le terme général de la série, alors que 1'expression ou le
comportement asymptotique de C,, sont complétement inconnus a ce stade du sujet. C'est la propriété
de o-additivité de la mesure de probabilité P qui se révele décisive, peu l'auront vu. Le jury note de
nombreuses erreurs de majoration dans les propositions des candidats.

Q9. La notion de convergence normale d'une série de fonctions sur l'intervalle I est globalement mal
connue des candidats, souvent confondue avec la convergence absolue pour tout ¢t € I. On rappelle que
la convergence normale d'une série entiére a lieu sur tout segment de 1'intervalle ouvert de convergence :
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ici, la série entiére ayant un rayon de convergence de 1/4, la convergence normale est acquise sur tout
segment de l'intervalle |—1/4,1/4[ et pas & priori sur le segment [—1/4,1/4].

Q10. 11 s'agit d'un simple calcul, plutét bien réussi par les candidats. Il est important de relever que
p(1—p)t? € I lorsque t € [—1,1].

Q11. Question difficile et peu traitée, qui demandait du soin dans l'utilisation des résultats du cours.
11 s'agit de s'appuyer sur le fait que 7" admet une espérance si et seulement si G est dérivable en 1 et
établir soigneusement la dérivabilité de la fonction génératrice G en 1.

Q12. L'identification d'un produit de Cauchy est au cceur de cette question. Le jury rappelle que le
produit de Cauchy n'est pas qu'une formule et qu'il a un cadre théorique de validité : la convergence
absolue des deux séries numériques concernées. Cette justification est peu présente dans les copies.

Q13. Question globalement bien réussie par les candidats, par résolution d'une équation du second degré
a discriminant positif. Le jury releve certaines démarches proposant de montrer que la forme proposée
satisfait la méme équation fonctionnelle que g : cela constitue une sérieuse erreur de logique, car rien
n'assure 1'unicité de la solution & une telle équation fonctionnelle (loin s'en faut).

Q14. Question subtile et rarement bien traitée par les candidats. Le jury regrette la tres rare utilisation
du théoreme des valeurs intermédiaires pour justifier le caracteére constant de la fonction € sur 1'intervalle
I\ {1/4}. 1l est également important de préciser le domaine sur lequel on établit une continuité : cette
question demande un examen particulier du comportement de f, g et € en +1/4, il faut donc redoubler
de précision sur ce plan.

Q15. Le cas p = 1/2 est largement commenté, plus rarement avec les bons termes : il s'agit de rester sur
un registre « presque sir » plutot que « sir » ou « nécessaire ». La particule revient presque sirement a
0 et non forcément a 0.

Q16. Question de synthese plutot difficile, peu traitée par les candidats.

Q17. La plupart des candidats connait 1'existence d'un développement en série entiére pour la fonction
x = v/1+ x (valorisé par le jury), mais peu savent en déterminer précisément les coefficients selon les
régles de 1'énoncé (utilisation d'un coefficient binomial). Le jury rappelle également qu'une fonction C*°

sur un voisinage de 0 n'est pas nécessairement développable en série entiére au voisinage de 0 (argument
1/2
n+1
x € ]—1,1[, f(x) est développable en série entiére » est impropre. On lui préférera « la fonction f est

développable en série entiere sur |—1,1[ ».

rencontré dans les copies). La notation (/%) est hors programme. Une expression comme « pour tout

Q18. Question peu traitée par les candidats. Les versions vues ont correctement invoqué le théoréme
d'unicité des coefficients d'un développement en série enticre.

Q19. De nombreux candidats ne connaissent pas 1'équivalent de Stirling. On voit beaucoup une version
inversant le quotient (%)" en (£)" faisant de n! une quantité tendant vers 0.

Q20. Question tres peu traitée par les candidats.

Q21. Une famille orthogonale n'est pas nécessairement libre, il faut aussi qu'elle soit constituée de vecteurs
tous non nuls. Ce point est négligé dans de nombreuses copies.

Q22. Question globalement réussie, ou l'essentiel est d'utiliser la linéarité a droite du produit scalaire sur
une décomposition de P sur la base (V;,...,V,_4).

Q23. Question trés rarement bien traitée.

Q24. Question globalement réussie. Il ne faut toutefois pas penser que les coefficients de la matrice @
sont de la forme (V; | X*), car la famille (1, X, ..., X™) n'est pas nécessairement orthonormale pour le
produit scalaire utilisé.
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Q25. Trop de candidats évoquent un changement de base, pensant que la matrice @),, est une matrice
orthogonale, ce qui n'est pas nécessairement le cas (et det(Q,,) = 1 obtenue a la question Q24 n'est
certainement pas un argument suffisant pour cela). Il s'agit plutét de vérifier 1'égalité en effectuant le
produit matriciel Q,,' G,,Q,,.

Q26. Question globalement bien traitée pour les copies qui ne tombent pas dans l'erreur selon laquelle
G,, et G| sont des matrices semblables.

Q27. Cette question est globalement mal traitée dans les copies. On note des problémes d'organisation
dans 1'étude de la nature de l'intégrale impropre : beaucoup de candidats se précipitent sur 1'impropreté
en 0 sans prendre le temps de parler de la continuité par morceaux de la fonction intégrée, établissent un

équivalent de la fonction intégrée a % sans prendre garde & 1'éventuelle nullité de P(0)Q(0), etc. Le

qualificatif « intégrable » est souvent confondu, a tort, avec 1'expression « d'intégrale convergente ». Par
ailleurs, le produit de fonctions intégrables n'est pas nécessairement intégrable, erreur sérieuse rencontrée
dans beaucoup de copies.

Q28. La connaissance des propriétés a vérifier pour un produit scalaire est un point de cours mal maitrisé
par de nombreux de candidats. Le jury rappelle néanmoins que l'adjectif « linéaire » utilisé seul, est
inadapté pour qualifier un potentiel produit scalaire : on lui préférera « linéaire & gauche / a droite » ou
« bilinéaire ».

Q29. Le jury attire l'attention des candidats sur le soin a apporter a la rédaction de récurrences dites
« doubles » (avec double initialisation et hérédité supposant la propriété vérifiées aux rangs n et n + 1).
On rencontre encore beaucoup de versions insuffisantes.

Q30. Question peu traitée.

Q31. Il est impératif de distinguer les cas m = n et m # n, en raison d'une division par m—n apparaissant
au milieu du calcul.

Q32. Le jury rappelle aux candidats l'importance de bien justifier les changements de variable dans des
intégrales impropres (caractére C! et strictement monotone de la fonction de changement, avec précision
des domaines concernés par ces propriétés).

Q33. Question peu traitée par les candidats.

Q34 a Q37. Questions tres rarement traitées par les candidats. Les réponses partielles basées sur des
idées constructives ont été valorisées.

Conclusion

Il est absolument primordial de se présenter a une épreuve de ce niveau avec une connaissance précise
des éléments de cours et une capacité a les manier avec précision et rigueur. Il est également important
d'apporter une attention particuliere a ce qui semble étre considéré par de nombreux candidats — a tort
— comme des détails : déclaration des variables, utilisation pertinente des liens logiques (implications,
équivalences) et des mots de liaison. Il importe également que le candidat vérifie la totalité des hypotheses
nécessaires avant utilisation d'un résultat précédemment établi, cela est tres loin d'étre systématique parmi
les copies. Le correcteur, a l'écrit (contrairement a l'examinateur, a 1'oral), ne peut interroger le candidat
afin de lui demander d'étayer ses affirmations ou de les compléter ; il faut donc que tout soit exprimé
sur la copie. Ce manque de rigueur explique que de nombreux candidats risquent de se retrouver dégus
par leur note, ayant eu l'impression de traiter de nombreuses questions du sujet, alors que la plupart des
réponses auront été incompletes ou insuffisamment précises.
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Le jury tient également a rappeler la plus-value importante qu'apportent une rédaction soignée et une
copie bien présentée. Il en aura été tenu compte dans la notation. Les désagréments impliqués par un
manquement a ces regles sont doubles :

— sur le fond, un certain manque de soin ou une rédaction précipitée fait perdre des points importants
de la question ou certaines étapes cruciales d'un raisonnement ;

— sur la forme, 1'impression laissée au correcteur par une copie négligée est forcément négative. Pour
éviter tout désagrément, le jury recommande aux candidats de soigner leur écriture, de limiter les
ratures, d'éviter de multiplier les inserts plus ou moins lisibles ou les renvois vers une autre page et
d'écrire dans un francais correct.

Enfin, il n'est pas nécessaire de se précipiter et de traiter un nombre impressionnant de questions pour
obtenir un tres bon total : il suffit de procéder avec soin, dans un esprit scientifique empreint de rigueur et
de précision. Nous encourageons les futurs candidats a prendre ces bonnes habitudes dans leur préparation.
Les bonnes et tres bonnes copies auront, presque sans exception, été de cette sorte.
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Dans tout ce sujet, I est un intervalle de R d’intérieur non vide et w est une fonction continue et strictement
positive de I dans R ; on dit que w est un poids sur I.

Etant donnée une fonction continue f : I — R telle que fw est intégrable sur I, on cherche & approcher 'intégrale

/f(ac)w(x) dz par une expression de la forme
T

:N
~
~—
I
[]:
>
<.
~s
—
8
<.

J=0

otn €N, (Ag,..., \,) € R" et 1y <z < - < x, sont n+ 1 points distincts dans I.
Une telle expression I, (f) est appelée formule de quadrature et on note

e(f) = / @) de — S\ f(z,)
I g=0

Ierreur de quadrature associée. On remarque que e est une forme linéaire sur I’espace vectoriel des fonctions f
de I dans R telles que fw est intégrable sur I.

On rappelle qu'un polynéme est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.

Etant donné un entier m € N, on note R,,[X] Pespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & m. On dit qu’une formule de quadrature I,,(f) est ezacte sur R,,[X] si,

VP eR,[X], e(P)=0,

ce qui signifie que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a m,

/P(x)w(x) dz = i A P(x;).
=0

I

Enfin, on appelle ordre d’une formule de quadrature I, (f) le plus grand entier m € N pour lequel la formule de
quadrature I,,(f) est exacte sur R, [X].

Les parties II et III s’appuient sur la partie I et sont indépendantes entre elles.

I Généralités sur les formules de quadrature

I.A — Exemples élémentaires
Dans cette sous-partie, on se place dans le cas I = [0,1] et Vo € I, w(z) = 1. On cherche donc & approcher
1

/ f(z) dx lorsque f est une fonction continue de [0, 1] dans R.
0

Q1. Déterminer lordre de la formule de quadrature I,(f) = f(0) et représenter graphiquement lerreur
associée e(f).

Q 2. Faire de méme avec la formule de quadrature I,(f) = f(1/2).

Q 3. Déterminer les coefficients A\, Ay, Ay pour que la formule I,(f) = A\ f(0) + A f(1/2) + Ay f(1) soit
exacte sur Ry[X]. Cette formule de quadrature est-elle d’ordre 2 ?

I.B — Construction de formules d’ordre quelconque

On revient au cas général.

Soit n € N. On considere n + 1 points distincts dans I, notés xj < z; < - < =z
I dans R.

84
MO037/2021-03-15 14:28:25 Page 1/6 (@) BY-NC-sA_|

et une fonction continue f de

n?



2021

Q4 Montrer que I'application linéaire ¢ : Ro[X] — Rt est un isomorphisme
. P = (P(IO)7P(I1>7 7P(‘Tn)) .
Q 5. Montrer que, pour tout ¢ € [0,n], il existe un unique polynéme L; € R,,[X] tel que

. 0 sij+#i,
vielonl L) ={] 3977

Q 6. Montrer que (L, ..., L,,) est une base de R, [X].

Cette base est appelée base de Lagrange associée aux points (zq,...,x,,).
k

Q. On suppose que, pour tout k& € N, x — z"w(x) est intégrable sur I. Montrer que la formule de
n

quadrature I,(f) = Z Ajf(z;) est exacte sur R, [X] si, et seulement si,
=0

vieo,n], A= /Lj(x)w(x) dz.
T

Q 8. On se place dans le cas I = [0,1] et Vo € I, w(z) = 1. Déterminer la base de Lagrange associée aux
points (0,1/2,1) et retrouver ainsi les coefficients de la formule de quadrature I,(f) de la question 3.

I.C — Noyau de Peano et évaluation de U’erreur

Dans cette sous-partie, on suppose que Uintervalle I est un segment : I = [a, b], avec a < b.
Pour tout entier naturel m, on considére la fonction ¢,, : R* — R définie par

) _ (x—t)m Sil‘?t,
V(z,t) € R?, Wm(xat)_{o siz <t

On observe que ¢,,, est continue si m > 1 et discontinue si m = 0.

On considére une formule de quadrature I,,(f) = Z Ajf(x;).
=0

On note m € N P'ordre de cette formule et on cherche & évaluer 'erreur associée :

b
o) = [ Fayula)ds > A f(a,).
=0

On suppose que f est de classe €™ sur 1.
Q9. A T'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que e(f) = e(R,,), out R,, est définie par

b
Vo e labh R = — [en(n0fm 0

Q 10. En déduire que, sim > 1,

ou la fonction K, : [a,b] — R est définie par

vt € [a, b], K, (t)=e(z ¢, (x,t)) = /gom(m,t)w(x) dz — i AP (2, 1).
=0

a

On pourra utiliser le résultat admis suivant : pour toute fonction continue g : [a,b]> — R, on a

b, b b osob
/ (/g(m,t) dt) dz :/ (/g(x,t} dx) dt.

La fonction K,, est appelée noyau de Peano associé a la formule de quadrature.

On admet que cette expression de e(f) reste valable pour m = 0.
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I.D — Exemple : méthode des trapézes

Dans cette sous-partie, on suppose que I est un segment et Vo € I, w(z) = 1.
On se place d’abord dans le cas I = [0, 1] et on considére la formule de quadrature

9(0) +9(1)
(g = 20790,
qui est d’ordre m = 1 (on ne demande pas de le montrer).

Q 11.  Calculer le noyau de Peano associé t - K, (t) et montrer que, pour toute fonction g de classe €2 de
[0,1] dans R, on a la majoration suivante de lerreur de quadrature associée :

1 V4
le(g)] < I5 Sup lg” (z)].
z€(0,1]

On se place maintenant dans le cas d’un segment quelconque I = [a,b] (avec a < b), qu’on subdivise en n + 1
points ay, ..., a,, équidistants :

Vi € [0,n], a; = a+ih,

—a
ouh = est le pas de la subdivision.

On consideére alors la formule de quadrature

Tn(f) _ b—a nz f(a1> +2f(ai+1)’

n =0

appelée méthode des trapézes. L’erreur de quadrature associée est notée :

b
%m:/ﬂmM—nm.

Q 12.  Représenter graphiquement T, (f).
Q 13.  On suppose que f est une fonction de classe €2 de [a,b] dans R. Montrer que

b_an 1

en(f) = e(9;),

[

ou e est lerreur associée & la formule de quadrature I; étudiée & la question 11 et les g, : [0,1] — R sont des
fonctions & préciser.

Q 14. En déduire la majoration d’erreur

b—a)? .
O up 17 @)
n z€la,b]

le, ()] <

II Polynémes orthogonaux et applications
Dans la suite, on note E I’ensemble des fonctions f continues de I dans R telles que f?w est intégrable sur I.
II.A — Etude d’un produit scalaire

Q 15. Montrer que, pour toutes fonctions f et g de F, le produit fgw est intégrable sur I.

On pourra utiliser I'inégalité V(a,b) € R?, |ab| < L (a® + b?), aprés I'avoir justifiée.

Q 16. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

Pour toutes fonctions f et g de E, on pose

(f,9) = /f(x)g(x)w(x) dz.

I

Q 17. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
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Dans la suite, on munit F de ce produit scalaire et on note ||| la norme associée.
II.B — Polynémes orthogonaux associés a un poids

On suppose que, pour tout entier k € N, la fonction = + z¥w(x) est intégrable sur I. Cela entraine par linéarité
de l'intégrale que E contient toutes les fonctions polynomiales.

On admet qu'il existe une unique suite de polynémes (p,,), o telle que
(a) pour tout n € N, p,, est unitaire,
(b) pour tout n € N, deg(p,,) = n,
(c) la famille (p,,),cy est orthogonale pour le produit scalaire (-,-), autrement dit (p;,p;) = 0, pour
i#j€eN.
On dit que les (p,,) sont les polyndmes orthogonaux associés au poids w.
On s’intéresse aux racines des polyndmes p,,.
On rappelle que | désigne 'intérieur de I, c’est-a-dire 'intervalle I privé de ses éventuelles extrémités.
On a donc I = Ja,b[, ot @ = inf(I) € RU{—o0} et b=sup(I) € RU {+0c0}.
Soit n € N*. On note z,...,x; les racines distinctes de p,, qui sont dans et my, ..., my, leurs multiplicités
respectives. On considere le polynéme

k . . .
, 1 sim,; est impair,
0 sim; est pair.

Q 18. En étudiant (p,,, ¢), montrer que p,, posséde n racines distinctes dans I
II.C — Applications : méthodes de quadrature de Gauss

Considérons une formule de quadrature

3'\
~
~—
I
[
>
<.
~
—_
8
<

J=0

oun €N, Ay, ..,\, ERet x5 <z < <z, sont n+ 1 points distincts dans I.
On suppose que les coefficients (Aj)oggn sont choisis comme & la question 7 :

vie[o,n], A= /L](x)w(x) dz,
T

ou (Ly, ..., L,,) est la base de Lagrange associée aux points (z, ..., x,,) (définie dans la partie I).

Ainsi, la formule I, (f) est d’ordre m > n. Nous allons montrer que dans ces conditions, il existe un seul choix

des points (z;)g<;<,, qui permet d’obtenir ordre m le plus élevé possible.
n

Q 19. En raisonnant avec le polynome H(X — x;), montrer que m < 2n + 1.
i=0
Q 20. Montrer que m = 2n + 1 si et seulement si les x; sont les racines de p,, ;.

II.D — FEzxzemple 1

On se place ici dans le cas o I = [—1,1] et w(x) = 1.
On est donc bien dans les conditions d’application des résultats précédemment obtenus.
Q 21. Déterminer les quatre premiers polynémes orthogonaux (py, pq, Pe,P3) associés au poids w.

Q 22. En déduire explicitement une formule de quadrature d’ordre 5 (on déterminera les points x; et les
coefficients A;).

II.LE — Exemple 2

. 1
Dans cette sous-partie, I =]—1,1[ et w(z) = i
Q 23. Montrer que, pour tout entier k& € N, la fonction x — z*w(x) est intégrable sur I.

Cela entraine que F contient toutes les fonctions polynomiales.
-1,1] — R

Dans la suite, on considere, pour tout entier n € N, la fonction @, : .
x > cos(narccos(x))
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Q 24. Calculer @y, Q; et pour tout n € N, exprimer simplement @,,,, en fonction de @,,,; et @,,.

Q 25. En déduire que, pour tout n € N, @Q,, est polynomiale et déterminer son degré et son coeflicient
dominant.

Dans la suite, on notera également @,, le polynéme de R[X] qui coincide avec x — Q,,(x) sur [—1,1].

Q 26. On note (p,,),cy la suite de polynémes orthogonaux associés au poids w. Montrer que

po = Qo> )
Q 27. Pour n € N, déterminer explicitement les points (acj)ogjgn de I telle que la formule de quadrature

Z A;f(x;) soit d’ordre maximal.

IIT Accélération de la méthode des trapezes

On dit qu’une fonction S définie sur une partie de C est développable en série entiére au voisinage de 0 8’1l existe

un disque ouvert D non vide de centre 0 et une suite complexe (o, ),,c telle que Vz € D, S(z Z a,z"

III.A — Nombres b,, et polynémes B,,

On considere une série entiere E o, 2", de rayon de convergence R # 0 et avec a; = 1. On note S la somme
n>=0
de cette série entiére sur son disque de convergence : pour tout z € C vérifiant |z|] < R, on a

+0o0
z) = Z o, z".
n=0
Q 28.  Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que Vn € N, |a,,| < ¢™.
1
Q 29. On suppose que S est développable en série entiere au voisinage de 0 et on note Z B,2" son déve-

n=0
loppement. Calculer 5, et, pour tout n € N*, exprimer 3,, en fonction de o, ..., ,,, By, -, Bp1-

En déduire que

vrneN, |8, < (29)".

1
Q 30. Montrer que G est développable en série entiere au voisinage de 0.

Q 31. En utilisant ce qui précede, montrer qu'’il existe une unique suite complexe (b,,),,cn €t un réel r > 0
tels que, pour tout z € C,

+oo
0<|z|<7“:>— Z—"
= n!

Q 32.  En effectuant un produit de Cauchy, montrer que b, = 1 et, pour tout entier n > 2,

n—1 n
(1) -0
p=0

Q 33. En déduire la valeur de by, by, b3 et b,.

Q 34.  En utilisant un argument de parité, montrer que by, ; = 0 pour tout entier p > 1.

Dans la suite du probleme, on considere les polynémes B,,, définis par

" (m

YmeN, B,,(z)= Z i bx™ k.

k=0
On remarque que chaque polynéme B,, est unitaire de degré m et que, pour tout m € N, B, (0) = b
Q 35. Déterminer B, B;, B, et Bs.
Q 36.  Montrer que, pour tout entier m > 2, B,, (1) = b,,, puis que, pour tout entier m > 1, B/ =mB
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III.B — Développement asymptotique de l’erreur dans la méthode des trapézes

Dans cette sous-partie, on utilise les nombres b,, et les polynémes B,, définis dans la sous-partie III.A pour
établir un développement asymptotique a tout ordre de ’erreur de quadrature associée a la méthode des trapézes
(déja étudiée dans la partie I), pour une fonction suffisamment réguliere.

Pour tout réel z, on note |x] sa partie entiére.
On fixe un entier n € N* et on considére une fonction g : [0,n] — R de classe C*°.
Q 37. Montrer que

n

n—1 n
[owrae = MOIEZD [ o))y @)

— 2
0 k=0 0

Q 38. En déduire que pour tout entier m > 2,

plb

/9(33) dz = "22—1 g(k) + —|— i p (9P Y(n) — g»~1(0)
0

= [ Bua—lahg™ @)

k=0 p=2 0

On considére maintenant une fonction f : [a,b] — R de classe € et la formule de quadrature déja étudiée a la
partie I :

_hz z+1)’

(méthode des trapézes), ot h = — @ et Vie [0,n—1], a; = a + ih.

Q 39. Montrer que, pour tout entier m > 1,
b
- 7217
[ r@rde =100 =Y 22 4y (o)
a p=l1
ot les coefficients 7, sont donnés par

(b— a)2pb2p
(2p)!

et py,,(n) est un reste intégral vérifiant la majoration

(fE=D(0) — frV(a))

,72}7 =

&

o ()] < 22

ou C,,, est une constante a préciser ne dépendant que de m, a et b.

On a donc établi, pour tout entier m > 1, le développement asymptotique

Yom 1
/f ) da +—+—+ +2—+Onﬁ+m<m),

ot les coefficients 7, sont indépendants de n.

oo oe[[Ne oo
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Mathématiques 2

Présentation du sujet

Le sujet porte sur un theme assez classique de l'analyse numérique, 1'approximation d'une mesure par
des évaluations en des points d'un intervalle, ainsi que le test sur les polynémes. On y voit apparaitre les
polynémes d'interpolation de Lagrange et les polyndmes de Tchebychev. Il y est beaucoup fait appel a
l'algebre linéaire sur 1'espace des fonctions numériques continues sur un intervalle. Les séries entieres sont
aussi un theme important. Les méthodes sont souvent élémentaires et beaucoup de questions peuvent
étre traitées avec les connaissances de premiere année.

Analyse globale des résultats

Sur un sujet relativement long, les nombreux exemples d'applications numériques ont permis aux candi-
dats les moins assurés de s'exprimer et mettre en valeur certaines de leurs compétences.

Il est clair toutefois que l'analyse pose globalement beaucoup de difficultés. Ainsi les candidats peinent
a justifier la convergence d'intégrale et se montrent souvent fort maladroits quant a 1'utilisation des
propriétés des séries entieres ou les formules de Taylor. De trop nombreux candidats ont aussi eu du mal
a traiter les premieres questions et a proposer des illustrations graphiques pertinentes.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Dans ce qui suit nous commentons le traitement des questions en omettant les moins abordées.

I Généralités sur les formules de quadrature

I.A - Exemples élémentaires

Une part surprenante des candidats n'a pas compris et donc pas su entrer dans cette partie. Il semble que
les candidats n'aient pas toujours vu ce qu'on attendait d'eux en demandant une illustration graphique.

Ensuite, beaucoup n'ont pas saisi les incitations de 1'énoncé a utiliser les propriétés de linéarité de 1'opé-
rateur e et & travailler avec la base canonique de R, [X].

Q1. Les tracés graphiques de cette question et la suivante, censés faciliter la compréhension du sujet, ont
trop rarement été satisfaisants.

Q2. Des graphiques bien souvent illisibles (seulement un repére ou une simple droite) et des explications
parfois confuses.

Q3. Plutét bien traitée, mais la notion d'ordre d'une formule de quadrature, introduite par 1'énoncé, est
mal comprise.
I.B - Construction de formules d'ordre quelconque

La structure vectorielle de R[X] est largement sous-exploitée malgré les rappels de 1'énoncé. Le plus
souvent, les candidats considerent le polynéme dans sa forme la plus générale sans recourir a la base
canonique par exemple.

Dans Q5 et Q6, les candidats auraient gagné a utiliser le fait que ¢ est un isomorphisme.

Q4. Parmi les erreurs fréquentes : « une application linéaire injective en dimension finie est bijective ».
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Q5. Confusion entre unicité et existence.

Cela réapparait lors de la considération des polynémes de Lagrange (existence, unicité et indépendance).
Par ailleurs certains candidats démontrent 1'unicité sans 1'existence et vice-versa.

Q6. Trop de candidats affirment & tort que les L; sont échelonnés. A noter que l'appartenance de P a
R,,[X] n'implique pas que P soit de degré n.

Q7. La plupart des candidats ont proposé de démontrer 1'implication et la réciproque. La rédaction est
souvent longue, confuse et inutilement compliquée, les candidats en venant a écrire apparemment de
bonne foi qu'une somme est nulle si et seulement si ses termes sont nuls.

Les candidats auraient dii penser a utiliser la base des L; et la linéarité de l'erreur e sous la forme
e(f) =0 < e(L;) =0 pour tout i.

Q8. Une question abordée par un candidat sur deux et plutot bien traitée, un quart des candidats la
traitant de facon compleéte.

I.C - Noyau de Peano et évaluation de I'erreur

C'est ici que commencent les difficultés ; cette partie a été assez mal traitée.

Q9. La formule de Taylor avec reste intégral, pourtant tres sollicitée ces dernieres années dans nos sujets,
est trop rarement correcte. L'intérét de la fonction ¢ n'est ici pas vraiment compris, la linéarité de e
encore une fois oubliée.

Q10. Pas de difficulté pour de nombreuses copies.

I.D - Exemple : méthode des trapeézes
Q11. Des erreurs, faute de comprendre ¢,. Des majorations trop brutales sur K.

Q12. Des graphiques corrects mais bien souvent une absence d'explication : pas de hachures, pas de
bornes a et b.

Q13. Une simple application de la relation de Chasles qui a posé des difficultés inattendues.

Q14. Une autre conséquence facile de ce qui précéde mais finalement peu traitée.

IT Polynémes orthogonaux et applications

[ILA - Etude d'un produit scalaire
Cette partie pose essentiellement une question d'algebre qui a été plutot bien traitée.

Q15. Les arguments de comparaison d'intégrales de fonctions positives et d'intégrale absolument conver-
gentes ne sont presque jamais évoqués.

L'inégalité |ab] < 4(a® + b?) n'est souvent démontrée que partiellement.

Q16. La notion de sous-espace vectoriel est & nouveau souvent oubliée et on lit parfois que E est « inclus »
dans R.

Q17. Assez bien traitée mais oubli fréquent de la continuité pour prouver le caractére défini.

[1.B - Polyndmes orthogonaux associés a un poids

Q18. Question tres sélective. De nombreux candidats qui 1'ont abordée ont supposé que p,, était scindé
dans I. Mais quelques tentatives intéressantes.

Mathématiques 2 25 novembre 2021 07h32 2
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I1.C — Applications : méthodes de quadrature de Gauss

Q19. Quelques tentatives mais peu de réussite.

I1.D - Exemple 1

Q21. Les calculs ont souvent été menés a bien avec succes.

Il.LE - Exemple 2

Cette partie rebute vite la plupart de ceux qui 'abordent et qui essayent ensuite de prendre des points
faciles dans le reste du probléme.

Q23. Question classique mais trés mal traitée, la faute a un manque de rigueur préoccupant. Certains
candidats utilisent des majorations peu crédibles « z*w(x) < ¥ », oul'argument « la fonction est continue
sur |]—1, 1] donc l'intégrale converge ».

Q24. Une question difficile puisque la relation de récurrence des polynémes de Tchebychev n'est pas
donnée.

Q25 a Q27. Seuls les rares candidats ayant trouvé la relation ont pu aborder ces questions.

IIT Accélération de la méthode des trapézes

Les propriétés des séries entiéres sont parfois mal assimilées. De nombreux candidats ont voulu appliquer
le critere de d'Alembert. Le manque de temps peut aussi expliquer la précipitation et les erreurs.

I1I.LA = Nombres b,, et polynémes B,,

Q28. Une question souvent abordée mais faussement facile puisqu'elle ne concerne pas que le comporte-
ment de la suite & l'infini, une majoration globale étant demandée.

Q29. Les conditions d'application du produit de Cauchy paraissent connues mais de nombreuses erreurs
sont commises dans son utilisation. La récurrence forte nécessaire ensuite est trop rarement compléte.

Q30. Un certain nombre de candidats (20 %) abordent cette question et les deux suivantes, mais le
taux d'échec est élevé, peut-étre par manque de temps. Pour la question présente, on note une certaine
confusion apres que la développabilité a été admise auparavant.

Q31. Rares sont les copies qui considérent effectivement pour S le prolongement naturel & C de z - €1,

Q32. Un peu mieux réussie que la précédente.
Q33. Un calcul facile souvent traité indépendamment du reste par des candidats attentifs.

Q34. Cette question est trés rarement traitée. La presque parité de la fonction étudiée s'avere mal
comprise.

Q35. Comme en Q33, une occasion de calcul que beaucoup de candidats cherchent a saisir mais sans
toujours voir que cette fois on demande des polynomes.

Q36. La derniere question abordée par une portion notable des candidats et avec un certain succes.

I11.B — Développement asymptotique de I'erreur dans la méthode des trapézes

Partie tres peu abordée.
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Conclusion

Les polynomes de Lagrange semblent connus sous une forme ou une autre par de nombreux candidats. De
facon générale, les méthodes algébriques sont utilisées avec une certaine efficacité. De méme les calculs
demandés, certes simples, ont été satisfaisants. Mais le domaine le plus faible s'avere finalement 1'analyse
elle-méme ou un classique comme la formule de Taylor avec reste intégral demeure mal maitrisé et ou
une discussion d'intégrales impropres devient périlleuse dés lors que les bornes ne sont ni 0 ni +oc.

C'est donc finalement en algebre qu'on voit les raisonnements les plus complets et qu'on peut méme noter
un effort réel de rédaction et de justification. Par ailleurs, les défauts de présentation nous ont paru moins
fréquents qu'auparavant, et le malus prévu a cet effet (qui peut aller jusqu'a 10 %) a été peu utilisé par
les correcteurs.
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Etude de certaines matrices symplectiques

L’objet du probleme est de définir et étudier la notion de matrice symplectique, et d’établir des résultats de
réduction dans certains cas particuliers.

Vocabulaire et notations

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul et J,, la matrice carrée de M,,, (R) définie par blocs

par
J = On,n In
" _In On,n
ou 0, ,, est la matrice nulle & n lignes et n colonnes et I,, est la matrice identité de méme taille.

Sip et g sont deux entiers naturels non nuls, la matrice transposée de toute matrice M de M, q([R) est notée M.

On dit qu'une matrice M de M, (R) est symplectique si et seulement si M ".J, M = J,. On désigne par Sp,,,(R)
I’ensemble des matrices symplectiques de taille 2n x 2n.

On note O, (R) le groupe orthogonal de M,,, (R), 85,,(R) 'ensemble des matrices symétriques de M,,,(R) et
Ay, (R) Pensemble des matrices antisymétriques de M, (R).

Soit F un R-espace vectoriel. On appelle forme bilinéaire sur E toute application ¢ définie sur E x E et a valeurs
dans R telle que pour tout Y € E,

X Y(X,Y) et XYY, X)
soient toutes les deux linéaires sur E.

Soit 1 une forme bilinéaire ; ¢ est dite alternée si et seulement si, pour tout X € E, ¢(X,X) = 0; ¢ est dite
antisymétrique si et seulement si, pour tout (X,Y) € E?, %(X,Y) = —¢(Y, X).

Sii et j sont deux entiers naturels, on note d; ; le nombre qui vaut 1 si i = j et qui vaut 0 sinon.
On note e; la matrice colonne élémentaire dont le seul coefficient non nul vaut 1 et est placé sur la ligne numéro i.

On munit M, ;(R) du produit scalaire canonique noté (-, -) et de la norme euclidienne associée, notée |-|. En
identifiant M (R) et R, on a, pour tous X et Y dans M,, ;(R),

(X, )=X'Y et |X2=XTX.

Si X € My, 1(R), X+ désigne l'orthogonal de X, c’est-a-dire I'ensemble des éléments Y de M,, ;(R) tels que
(X,Y) = 0. Si Fest un sous-espace vectoriel de My, | (R), F* désignera I'orthogonal de F, ¢’est-a-dire I'ensemble
des éléments de M, ;(R) qui sont orthogonaux a tous les éléments de F.

Si A est une matrice de M5, (R), on notera sp(A) I'ensemble des valeurs propres réelles de A.

Si A est une matrice de M, (R) et A est une de ses valeurs propres, on notera E, le sous-espace propre de A
associé a la valeur propre .

Soit E un espace vectoriel et X1, ..., X, des vecteurs de E. On note Vect(Xy, ..., X,,) 'espace vectoriel engendré
par Xy,...,X,.

Soit A une matrice de M, (R) et F une partie de M, ;(R). On dit que F est stable par A si et seulement si,
pour tout X dans F, AX est un élément de F.
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I Cas des matrices de taille 2 x 2

Q1. Dans cette question uniquement, n est un entier naturel non nul quelconque. Déterminer JTQL et montrer
que J,, € Sp, (R) N Ay, (R).
Dans la suite de cette partie, n = 1.

Q 2. Montrer qu'une matrice de taille 2 x 2 est symplectique si et seulement si son déterminant est égal

al.

Q 3. Soit M une matrice orthogonale de taille 2 x 2. On note M; = (il > et My = (31 ) les deux colonnes
2 2

de M. Montrer I’équivalence
M est symplectique <= M, = —J, M.

Q 4. Soit X; € My ;(R) de norme 1. Montrer que la matrice carrée constituée des colonnes X; et —J; X;
est a la fois orthogonale et symplectique.

Q 5. Soit M une matrice de taille 2 x 2 symétrique et symplectique. Montrer que M est diagonalisable et
que ses valeurs propres sont inverses I'une de I'autre. Montrer qu’il existe une matrice P a la fois orthogonale et
symplectique telle que P~' M P soit diagonale.

Q 6. Déterminer les matrices de taille 2 x 2 a la fois antisymétriques et symplectiques et montrer qu’elles
ne sont pas diagonalisables dans R.

IT Cas des matrices symplectiques et orthogonales
Soit K une matrice antisymétrique et ¢ lapplication de (M 2n’l([R))Q dans R telle que
V(X,Y) € (My,1(R)?,  o(X,Y)=XTKY.

(On identifie de nouveau M (R) et R.)

Q. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire sur M, 1 (R).
Q 8. En calculant de deux maniéres p(X, X )T7 montrer que ¢ est alternée. Montrer de méme que ¢ est
antisymétrique.

Dans toute la suite du sujet, K = J,,.

Tq L1
Q9. Pour tout X = :612 € My, 1(R) et pour tout Y = y? € My, 1(R), montrer I'égalité
Lon Yon

n

@(Xv Y) = Z(xkykJrn - karnyk)'
k=1

Q 10.  Montrer que pour tout (i, ) € {1,...,2n}2, ¢(e;, e;) =20 0 (on pourra commencer par le cas
ot (i,7) € {1,...,n}? puis généraliser).

Q 11.  Montrer que pour tout X € My, ;(R), J,X € X+ et calculer (J, X, X).

Q 12. SiY € My, (R), on note Y/» 'ensemble des vecteurs Z de M,,, ; (R) tels que (Y, Z) = 0. Montrer
que X7n = (J, X)*.

Q 13.  Soit P une matrice symplectique et orthogonale dont les colonnes sont notées Xj, ..., X,,. Montrer
que, pour tout (i,j) € {1,...,2n}2,

i+n,j ~ Yi,j+n

Il =1
i#+j] = X, L X;
QO(Xi? X]) = 6i+n7j - 6i,j+n

Q 14. Sous les mémes hypothéses, montrer que, pour tout ¢ € {1,...,n}, X{] = Xiin.

Q 15.  Sous les mémes hypotheses, montrer que, pour tout ¢ € {1,...,n}, X,.,, = —J,X,.

IIT Quelques généralités sur les matrices symplectiques
Q 16. Montrer que le déterminant d’une matrice symplectique vaut soit 1 soit —1.
Q 17. Montrer que l'inverse d'une matrice symplectique est une matrice symplectique.

Q 18. Montrer que le produit de deux matrices symplectiques est une matrice symplectique. L’ensemble
Sp,,, (R) est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) 7 95
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IV Réduction des matrices symétriques et symplectiques

Le but de cette partie est de montrer que, si M € &,,,(R) N Sp,, (R), il existe P € 0,,(R) N Sp,, (R) tel que
PTMP est diagonale de coefficients diagonaux d, ..., d,,, avec pour tout k € {1,...,n}, d;,,, = 1/d,.

IV.A — Propriété

Soit M € 8,,(R) N Sp,, (R).

Q 19. Montrer que si A est valeur propre de M, 1/\ est également valeur propre de M. Donner un vecteur
propre associé.

Q 20.  Soit A € sp, (M) et p = dim E,. Soit (X, ..., X)) une base de E,. Montrer que (J,, Xy, ..., J,,X,,) est
une base de E /) et que

Q 21.  Soient Y3,..., Y, des vecteurs de My, ;(R). Soit Y € My, ;(R). Montrer 'implication

Y € (Vect(Yy, ... Y,, J, Yy, ... J,Y,)) = J,Y € (Vect(Y;,..,Y,. Y, J, Y, ... J,Y,)) .

i Y, Y, Y,
Q 22. Dans cette question A = 1. Montrer que E; est de dimension paire et qu’il existe une base de E;
orthonormée de la forme (X, ..., X, J, Xy, ..., J,, X)) ot 2p est la dimension de E;.

Q 23. Qu’en est-il pour E_; 7

Q 24. Démontrer la propriété annoncée au début de la partie.

IV.B — Mise en application sur un exemple

Dans la fin de cette partie, on note A la matrice

9 1 3 3
111 9 3 3
A=3513 3 9 1
33 19
Q 25.  Montrer que A € 5,4(R) N Sp,(R).
Q 26. Construire une matrice orthogonale et symplectique P telle que P AP soit diagonale.

V Etude du cas des matrices antisymétriques

V.A — Un peu de théorie
Soit M € A,,(R) N Sp,, (R). Soit m I'application linéaire canoniquement associée a M.
Q 27.  Montrer l'égalité sp, (M) = 0.

Q 28.  Montrer qu'il existe P € 0,,,(R) N Sp,, (R) tel que PTM?P soit diagonale de coefficients diagonaux
dy, ..., dy, avec pour tout k € {1,...,n}, d;.,,, = 1/d,.

Dans toute la suite de cette sous-partie, X désigne un vecteur propre de M? de norme 1 associé & une certaine
valeur propre A.

Q 29. Montrer que MX, J,X et J,MX sont des vecteurs propres de M? et donner les valeurs propres
associées a chacun de ces vecteurs.

Q 30. Dans cette question et dans la suite, on note F' = Vect(X, MX,J, X, J,MX). Montrer que F est
stable par M et par J,.

Q 31. Montrer que toutes les valeurs propres de M? sont strictement négatives.

Q 32.  Justifier que si A # —1, F est un espace vectoriel de dimension 4. Montrer que, dans ce cas,

—1 1
X, ——MX,—J, X, —JnMX>
( V=2 V=X

est une base orthonormée de F. Donner alors la matrice de I’application my induite par m sur F dans la base
obtenue.

Q 33. Montrer que F* est stable par M et par J,,.
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Q 34. Montrer qu’il existe un entier naturel non nul g et des sous-espaces vectoriels de My, ;(R), notés
Fy, ..., F, tels que

(a) Fl@“'@Fq:MQn,l(R);

(b)  Vied{l,.., q}, F; est stable par M et par J,, ;

() Vie{l,..q}, F est stable par M et par J, ;

() V@, ef{l,..q}?i#j = VY, 2) e F;xF;,(Y,Z)=0= (Y, Z);

(e) Vie{l,..,q},dimF, € {2,4};

(f) Vi € {1,...,q}, la matrice de Papplication mp, induite par m sur F; dans une certaine base est de la
forme

VAT gy
J ou 1 .
' 02,2 ﬁtﬁ

V.B — Mise en application
Dans la fin de cette partie, on note B la matrice

0 -5 0 -3
115 0 3 0
B=7l0 3 0 =5
3 0 5 0
1
Q 35. Calculer B? 1
1
Q 36. Déterminer un réel a et une matrice P tels que
0 a 0 0
T | —a O 0 0
P e 0,R)NSp,(R) et P'BP = 0 0 0 1/a
0 0 —1/a O

oo oe[[Ne oo
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Mathématiques 1

Présentation du sujet

Le sujet de cette épreuve propose une étude des matrices symplectiques (réelles) associées a la matrice
On In

comme toute matrice M € M,, (R) vérifiant M"J, M = J,.

antisymétrique J,, = ( ), de taille 2n. Le probleme définit la notion de matrice symplectique

La partie I est consacrée au cas de la dimension 2, proposant une caractérisation générale des matrices
symplectiques de taille 2 par leur déterminant. Cette partie propose également une caractérisation des
matrices symplectiques orthogonales (Q3 et Q4), symétriques (Q5) et antisymétriques (Q6).

La partie II propose d’étendre le résultat trouvé en Q3-Q4, a propos des matrices symplectiques et
orthogonales, aux matrices de taille quelconque. La partie III, trés courte, permet de découvrir la structure
de groupe (sans la nommer) que posséde ’ensemble des matrices symplectiques.

Plus difficile, la partie IV permet d’aboutir a la réduction des matrices symétriques et symplectiques de
taille quelconque et la partie V, celle des matrices antisymétriques et symplectiques. Ces parties sont
chacune assorties d’une application numérique (Q25-Q26 pour les matrices symétriques, Q35-Q36 pour
les matrices antisymétriques).

Analyse globale des résultats

Sur les 3517 copies corrigées, la moyenne constatée, en pourcentage du baréme, est de 21,8 % pour
un écart-type de 12,7%. Le sujet peut donc étre considéré comme long, mais il a permis une bonne
discrimination parmi les candidats. Comme nous le verrons plus loin, la sélection des meilleurs candidats
s’est essentiellement faite sur le soin apporté aux réponses, bien plus que sur le volume traité. La meilleure
copie a obtenu 81 % des points du baréme total.

Les parties I et II ont été abordées par la quasi-totalité des candidats (plus de 99 % d’entre eux). Il en
est presque de méme pour les parties IIT et IV (entamées par plus de 90 % des copies) et la partie V a
été légerement plus délaissée (76 % des copies). Les parties IV et V proposent des questions d’application
numérique (Q25 et Q35) pouvant étre traitées indépendamment du reste du sujet, ce qui explique ces
chiffres.

La notion de matrice symplectique, certainement nouvelle pour la grande majorité des candidats, a été
plutot bien prise en charge par ceux-ci, malgré certaines généralisations hatives du cas de la dimension 2
(partie I) au cas général (partie II et suivantes). A Dinverse, on note quelques malentendus surprenants
sur les notions de matrice symétrique ou antisymétrique, pourtant certainement étudiées en classe et
rappelées en début de sujet.

La différence entre les copies se fait essentiellement sur les trois points suivants, indicatifs du niveau de
soin et de discipline pratiqué par les candidats dans leurs raisonnements :

— la rigueur logique, en particulier le maniement soigneux des implications et des équivalences, ainsi
que des quantificateurs — on note trop de confusions dans ce domaine, ce qui porte préjudice des le
début du sujet (questions Q2 et Q3) ;

— des vérifications de non nullité — avant de diviser par une quantité, il importe de vérifier (voire
justifier) qu’elle est bien non nulle (cf. remarques détaillées, plus loin) ; par ailleurs, la notion de
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vecteur propre comporte une exigence de non nullité. De nombreuses questions de ce sujet appellent
ce genre de vérification ;

— la connaissance précise de notions de base du programme — matrice symétrique, antisymétrique,
application linéaire (question Q7), transposition / inversion d'un produit matriciel (AB)" = BT A"
et non ATBT), condition nécessaire et suffisante sur les colonnes d’une matrice pour qu'elle soit
orthogonale (question Q4 et analogues), notions de famille libre / génératrice / base (question Q20
notamment : la concaténation de deux bases d’un espace non nul ne peut former une base de cet
espace).

Le jury reste surpris que les trois points ci-dessus constituent les principaux facteurs de discrimination
parmi les candidats, a ce niveau d’études scientifiques. Il est donc important que les futurs candidats en
prennent bonne note en vue des prochaines éditions.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

Le jury a relevé un certain nombre de points généraux, dans la correction des copies et en tire les
recommandations suivantes.

— Attention aux divisions par zéro. Aux questions Q3, Q16, Q19, le candidat était souvent amené
a simplifier par des quantités abstraites. Le jury regrette que la plupart d’entre eux aient procédé
a ces simplifications sans méme s’inquiéter de la non-nullité de la quantité simplifiée. Par exemple,
a la question Q16, Pécriture det(M)det(J,,) det(M) = det(J,,) donnait, dans beaucoup de copies,
det(M)? = 1 a Détape suivante, sans la moindre discussion quant & la non-nullité de det(.J,,) qui,
pourtant, réclamait une justification. De méme, & la question Q19, I’écriture AM J,, X = J,X deve-

1
nait MJ, X = XJ"X sans la moindre attention a la non-nullité de A qui, ici encore, méritait une

justification, liée a l'inversibilité de la matrice symplectique M.

— Les variables utilisées par les candidats sont loin d’étre systématiquement déclarées. Il
n’est pas rare de voir apparaitre des X, Y, a, b, a;, 8 au milieu d’un raisonnement sans en avoir vu la
déclaration au préalable, laissant au lecteur le soin de comprendre dans quel ensemble ces variables
se trouvent, ou ce qu’elles désignent. De telles pratiques nuisent a la clarté du discours et affaiblissent
considérablement le raisonnement, le rendant confus. Le jury attend davantage de rigueur de la part
des candidats sur ce plan.

— La calculatrice étant autorisée, il est tout a fait pertinent d’y recourir pour les questions numé-
riques (Q25, Q26, Q35, Q36), or une large proportion de candidats n’y pense pas. Parmi ceux qui
semblent 1’utiliser, trés peu sont ceux qui s’en servent pour déterminer des valeurs propres et des vec-
teurs propres, comme demandé aux questions Q26 et Q36. Pourtant, nombreuses sont les calculatrices
qui le permettent et il pourrait étre profitable aux futurs candidats de se familiariser avec de telles
fonctionnalités.

— Inclusion / appartenance. On voit beaucoup le symbole d’inclusion & la place du symbole d’ap-
partenance (et vice versa).

— Vecteurs propres. La notion de vecteur propre comporte une exigence de non-nullité, qui est éton-
namment peu vérifiée par les candidats (questions Q19, Q27, Q29).

— La manipulation des équivalences doit se faire avec le plus grand soin. Primo, I’écriture du symbole
« < » ne se fait que si les implications = et < sont vérifiées : moins de la moitié des candidats s’en
préoccupent avec soin. Secundo, lorsque des questions comme Q2 et Q3 demandent la démonstration
d’une équivalence, il faut bien veiller & ce que la réponse s’en occupe. Par exemple, conclure Q2 sur
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le fait que « M est symplectique si det(M) = 1 », conclusion trouvée dans nombre de copies, ne peut
constituer une réponse satisfaisante.

En guise de contre-exemples, les candidats préferent laisser des réponses impliquant des para-
metres qui, s’ils sont bien choisis, ne constituent plus un contre-exemple a 'affirmation étudiée. Cette
remarque concerne principalement la Q18, dans laquelle, pour démontrer 'absence de structure d’es-
pace vectoriel, certains candidats ont choisi a,b € R, M, N symplectiques, ont développé le produit
(aM + bN)"J, (aM + bN), concluant trés vite qu’il était différent de J,,, sans condition sur a,b,
simplement parce que la forme trouvée semblait différente de J,,. Une telle réponse n’est pas exacte :
en particularisant les valeurs de a,b (en particulier si @ = 0 et b = 1), on trouve bien J,,. Le jury
recommande aux candidats la plus grande rigueur dans ce genre de raisonnement, en particularisant
des valeurs de a, b, voire de M, N, pour aboutir a la conclusion voulue.

Le jury recommande aux candidats de rédiger avec honnéteté et humilité et notamment de
bannir de leur vocabulaire des mots comme « clairement », « trivialement », « évidemment ». Ceux-ci
n’apportent rien au contenu mathématique de la copie et ne peuvent jouer qu’en défaveur du candidat,
surtout lorsqu’ils sont suivis d’erreurs manifestes ou lorsqu’ils servent a passer rapidement sur des
points essentiels & la résolution de la question. Ecrire, par exemple, & la question Q1, que « J,, est
trivialement antisymétrique », ou, a la Q13, que « les colonnes de P sont trivialement orthogonales »
montre surtout que le candidat a décidé de prendre de haut un aspect de la question. A nouveau, cela
n’apporte rien et 'impression laissée au lecteur n’est alors pas favorable.

Le jury rappelle également que les fautes de frangais, malheureusement nombreuses dans cette épreuve,
méme si elles ne sont pas comptabilisées dans le baréme, nuisent a la copie et laissent au lecteur une
impression négative qui peut se répercuter, consciemment ou non, sur la note finale. On rappelle ainsi
que le nom « théoréme » est masculin, ce qui rend incorrecte 1’écriture « théoréme spectrale », pourtant
vue dans plus de deux tiers des copies.

Voici maintenant les remarques du jury, question par question.

Q1 : question plut6ét bien réussie dans ’ensemble. Pour 1'aspect antisymétrique, il était attendu au
moins une justification sur la structure de la matrice, ou sur le fait que JJ =—J,.

Q2 : on note de grosses difficultés sur le maniement des équivalences et beaucoup d’erreurs de rai-
sonnement du type « det(M)? = 1 = det(M) = 1». Les candidats qui donnent des notations
aux coefficients de M et qui se lancent dans le calcul de M ".J, M parviennent en général & répondre
correctement.

Rappelons, car il est visiblement besoin de le faire au vu du nombre inquiétant de copies contenant
erreur, que det(M "J, M) = det(J,,) n’implique pas que M " J, M = J,.

Q3 : ici encore, on note d’importantes difficultés dans le maniement des équivalences. Le sens « M
symplectique implique My = —J; M, » est celui qui a posé le plus de problemes, le sens réciproque
ayant trouvé plus de succes. La quasi-totalité des réponses satisfaisantes a la question sont obtenues
en écrivant que, pour M orthogonale, M symplectique équivaut a MJ, = J; M.

Q4 : beaucoup de candidats pensent qu’il suffit que les colonnes d’une matrice de taille 2 x 2 soient
orthogonales pour que la matrice le soit. Or, il s’agit aussi de vérifier que les colonnes sont de norme
égale a 1. On regrette également qu’un grand nombre de copies ait fait figurer 'utilisation du résultat
de Q3 avant méme la vérification du caractére orthogonal de la matrice étudiée (cela a été systémati-
quement pénalisé). Il parait pourtant fondamental de s’assurer que toutes les hypothéses d’un énoncé
sont vérifiées avant d’en invoquer la conclusion.
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— Q5 : le théoreme spectral n’est pas systématiquement cité avec tous ses aspects ; certains se contentent
de dire qu'une matrice symétrique réelle est diagonalisable (alors que l'existence d’une base orthonor-
mée de diagonalisation fait partie des attentes de la question). De maniére plus regrettable, on en lit
parfois des versions erronées : ce n’est pas parce qu’on peut trouver une base orthonormée permettant
de diagonaliser une matrice symétrique que toute matrice de passage diagonalisante est une matrice
orthogonale (confusion fréquente).

Dans la méme veine, la derniere partie de la question, difficile, a été globalement mal comprise : il
s’agit de montrer qu’on peut trouver une matrice de passage diagonalisante symplectique, et non que
toute matrice de passage orthogonale diagonalisante est nécessairement symplectique. On aura tout
de méme trouvé quelques (rares) propositions satisfaisantes sur cet aspect de la question, notamment
en jouant sur 'orientation d’une base orthonormée de diagonalisation.

A noter qu'une proportion inquiétante de candidats confond « inverse » et « opposé ».

— Q6 : trop de candidats ignorent que les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont né-
cessairement nuls. Par ailleurs, la phase de synthese dans la détermination de A5 (R) NS, (R) est
souvent omise. Les candidats se contentent de montrer que toute matrice antisymétrique et symplec-
tique de taille 2 x 2 est nécessairement J; ou —J;, sans se préoccuper de la réciproque (pourtant
demandée par la question).

— QT : question trés accessible, globalement bien traitée. Les quelques erreurs relevées viennent d’une
méconnaissance profonde de la notion d’application linéaire : il ne suffit pas de démontrer que Vz € E,
VA € K, u(Ax) = Au(z) pour en déduire que u est linéaire. Rappelons par ailleurs qu’il est inutile de
montrer que ¢(X,0) =0 et ¢(0,Y) =0 pour tous X,Y € R™ pour parvenir a ses fins.

— Q8 : une grande proportion de candidats oublie que ¢(X, X) est un réel, rendant stérile leur calcul,
pourtant correct, de (X, X)". Ceux qui, & l'inverse, 'ont bien noté, parviennent généralement a
conclure correctement.

— Q9: question globalement bien traitée. On a noté quelques fourvoiements dans le calcul de X'J,,
mais plutdt en faible proportion parmi les candidats.

— Q10 : peu de candidats ont vu 'intérét de suivre I'indication donnée, pensant élaborer un raisonnement
générique pour 4,5 € [1,2n]. Or, dans la grande majorité de ces cas, le raisonnement proposé ne
fonctionnait en réalité que pour 4,5 € [1,n], sans que le candidat ne s’en apergoive. L’incorrection
du raisonnement étant subtile, le jury a tout de méme tenu a valoriser (partiellement) les réponses
proposées dans ce style.

— Q11 : beaucoup ont malheureusement confondu ¢(J,X,X) et (J, X, X). Parmi ceux qui n’ont pas
commis cette erreur, on note une grande majorité de réponses satisfaisantes.

— Q12 : question traitée avec une fortune variable d’une copie a l'autre, principalement & cause de la
mauvaise gestion de ’égalité ensembliste. Une seule inclusion ne peut suffire. Quant a 'utilisation
d’une éventuelle égalité de dimensions, elle n’est pas pertinente dans cette question.

— Q13 : les candidats se sont surtout intéressés au caractére orthonormé de la famille des colonnes de
P (deux premiéres conclusions demandées). Le jury a vu trés peu de propositions satisfaisantes pour
la troisiéme conclusion attendue (question difficile).

— Q14 et Q15 : rarement traitées.

— Q16 : comme souligné précédemment, face a I'égalité det(M ") det(J,,)det(M) = det(J,,), une pro-

portion importante de candidats simplifie par det(J,,) sans se préoccuper de la non-nullité de cette
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quantité. Pour ceux qui s’y intéressent, on note beaucoup d’affirmations non justifiées quant a la va-
leur de det(J,,) ou l'inversibilité de cette matrice. Ce point n’a pourtant pas été étudié plus tdt dans
le sujet.

Le jury a aussi noté de nombreux calculs farfelus de det(.J,,). Entre autres : calcul « par blocs » — qui
ne se pratique pas, en général — inversions erronées de lignes ou de colonnes, voire développements
hasardeux par rapport a une ligne ou une colonne. Ainsi cette question a suscité assez peu de bonnes
réponses prenant en compte a la fois la non-nullité de det(J,,) et un argument valable pour justifier
celle-ci.

— Q17 : question souvent traitée, plutot avec succes. Le jury note toutefois beaucoup de copies préten-
dant (& tort, bien sir) que « (M "J, M)~ = (MT)"'J- 1M1 ».

— Q18 : pour la partie concernant la structure de sous-espace vectoriel, beaucoup pensent, a raison, a
invoquer l’absence de la matrice nulle. Une proportion non négligeable de réponses, insatisfaisantes,
proposent des contre-exemples de combinaisons linéaires non symplectiques insuffisamment précis.

— Q19: le calcul de M ".J, M X, ot X est un vecteur propre associé a la valeur propre ), est une bonne
idée qui a été trouvée en proportion importante dans les copies. Toutefois, tres peu pensent a vérifier

la non-nullité de A au moment d’écrire que M J, X = XJ"X , et encore moins & vérifier (en le justifiant

correctement) que J, X # 0 au moment de conclure qu’il s’agit d’un vecteur propre associé a la valeur
propre A. Pourtant, un vecteur propre doit étre non nul pour étre considéré comme tel.

— Q20 : question plutot difficile, qui a été tres peu réussie. Une erreur, vraiment regrettable, est malheu-
reusement répandue : « puisque J,, (ay X;+--+a,X,) = 0, alors a; X; +-+a, X, = 0 car J,, est non nulle »
la ot on attendait évidemment un argument d’inversibilité. Beaucoup prétendent, sur une bonne intui-
tion, que « J,, est bijective de E}y sur E /5 », ce qui n’a pas vraiment de sens et qui aurait gagné a étre
remplacé par « 'application X + J, X induit une bijection de E, sur E; PR Ce genre d’affirmation
appelle par ailleurs une justification qui n’a pas toujours été apportée.

Le jury a également noté beaucoup de raisonnements formulés ainsi, « J,, est inversible donc envoie
une base sur une base », sans aucune précision des espaces concernés, alors que la est toute la substance
de la question.

— Q21 : il semble que beaucoup de candidats n’ont pas remarqué le « Y » figurant au milieu de I’écriture
« (Vect(Yy,...,Y,, Y, J, Y7, )L » et n’ont traité que la question de I'orthogonalité aux Y; et aux J,Y;.
Beaucoup de tentatives plutot heureuses sur cette question.

— Q22 : question difficile, tres peu réussie et peu comprise. L’erreur selon laquelle en concaténant deux
familles libres de E, on obtient une base de E; apparait de maniere répétée.

— Q24 : question difficile, peu comprise, et réussie uniquement par les tout meilleurs candidats.

— Q25 et Q26 ces questions peuvent étre traitées a laide de la calculatrice (cf. remarque générale, plus
haut). Beaucoup de tentatives pour la Q25, avec parfois des propositions surprenantes pour le résultat
de la multiplication 8 x 8, plus rares pour la Q26 (pour quelques bonnes réponses, parmi les meilleures
copies).

— Q27 : question beaucoup tentée, peu réussie. Les bonnes propositions s’appuyent sur un raisonnement
par Pabsurde construit sur le calcul de (X, M X) ou de X" MX.

— Q28 : la référence au résultat de la partie précédente est apparue a presque tous, mais peu ont pensé
a vérifier la totalité des conditions de son application. Comme en Q4, il ne faut pas négliger la moitié
des hypotheses lorsqu’on invoque un résultat précédemment établi dans le sujet.
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— Q29 : question trés peu traitée intégralement, la plupart des candidats se contentant d’étudier M X.
Méme parmi les réponses se rapprochant d’une réponse correcte, le jury n’a vu qu’extrémement
rarement une vérification de la non-nullité des vecteurs proposés et pourtant, & nouveau, un vecteur
propre se doit d’étre non nul.

— Q30 : pour un bon nombre de tentatives, peu de candidats se sont consacrés sérieusement a ’appar-
tenance de MJ, X a F.

— Q31 & Q34 : questions trés peu traitées. La Q34 était difficile, mais le jury a tout de méme trouvé
quelques réponses correctes (moins de 10).

— Q35 et Q36 : ici encore, la calculatrice est utilisable. Les commentaires sont les mémes que pour les
questions Q25 et Q26.

Conclusion

Il est absolument primordial de veiller a la rigueur du raisonnement, en particulier sur ce qui semble
étre considéré par de nombreux candidats, a tort, comme des détails : déclaration des variables, utilisa-
tion pertinente des liens logiques (implications, équivalences) et des mots de liaison, justification de la
non-nullité d’une quantité avant simplification. Il importe également que le candidat vérifie la totalité
des hypotheses nécessaires avant utilisation d’un résultat précédemment établi, cela est tres loin d’étre
systématique parmi les copies. Le correcteur, contrairement & ’examinateur a l'oral), ne peut interroger
le candidat afin de lui demander d’étayer ses affirmations ou de les compléter ; il faut donc que tout soit
exprimé sur la copie. Ce manque de rigueur explique que de nombreux candidats risquent de se retrouver
décus par leur note, ayant eu 'impression de traiter de nombreuses questions du sujet, alors que la plupart
des réponses auront été incompletes ou insuffisamment précises.

Le jury tient également a rappeler la plus-value importante qu’apportent une rédaction soignée et une
copie bien présentée. Et ce, & double titre :

— sur le fond, un certain manque de soin ou une rédaction précipitée fait manquer des points importants
de la question ou certaines étapes cruciales d’un raisonnement ;

— sur la forme, I'impression laissée au correcteur par une copie négligée est forcément négative. Pour
éviter tout désagrément, le jury recommande aux candidats de soigner leur écriture, de limiter les
ratures, d’éviter de multiplier les inserts plus ou moins lisibles ou les renvois vers une autre page et
d’écrire dans un francais correct.

Meéme si le jury n’a retenu aucun item de bareme portant explicitement sur ces derniers points de forme,
I'impression globale s’en ressent et ce facteur finit par avoir une influence, consciente ou non, sur la note
attribuée.

Enfin, comme souvent, il n’est pas nécessaire de se précipiter et de traiter un nombre impressionnant
de questions pour obtenir un tres bon total : il suffit de procéder avec soin, dans un esprit scientifique
empreint de rigueur et de précision. Les bonnes et trées bonnes copies auront, presque sans exception, été
de cette espece.
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Fonction caractéristique d’une vartable aléatoire réelle

Soit (£2, A4, P) un espace probabilisé, ott .4 est une tribu sur Q et P une probabilité sur (2, A).

Toutes les variables aléatoires sont discrétes, a valeurs réelles ou complexes, définies sur (2, .4).

Si la variable aléatoire X : @ — R est d’espérance finie, on note E(X) son espérance.

Pour tout nombre complexe z, on note Re(z) sa partie réelle, Im(z) sa partie imaginaire et Z son conjugué.

sin x .
siz#0,

On appelle sinus cardinal la fonction définie, pour tout réel x, par sinc(x) = {
1 six=0.

On admet que cette fonction est continue et que pour tout réel z, |sinc(z)| < 1.

On étend aux variables aléatoires discrétes a valeurs complexes la notion d’espérance définie pour les variables
aléatoires discretes réelles. Ainsi, on dit qu'une variable aléatoire discréte a valeurs complexes Z : Q@ — C
est d’espérance finie si les variables aléatoires réelles Re(Z) et Im(Z) sont d’espérance finie et on définit alors
I’espérance de Z par

E(Z) = E(Re(Z)) +iE(Im(Z)).

On admettra les résultats suivants qui étendent aux variables aléatoires complexes les résultats analogues sur
les variables aléatoires réelles.

— Toute variable aléatoire Z complexe finie est d’espérance finie. Si Z(Q) = {2y, ..., 2,.}, ol les z; sont deux &
deux distincts, alors

E(Z) =Y zP(Z = z,).
k=1

— Théoréme du transfert (cas X (2) fini). Soit X une variable aléatoire réelle d’image finie X () = {z{,...,z,}
ou les z,; sont deux a deux distincts et soit f une application & valeurs complexes définie sur X (€2).
Alors f(X) est d’espérance finie et

E(F(X) = 3" P(X = ) f(z).
=1

— Soit Z une variable aléatoire complexe telle que Z(€2) soit dénombrable égal & {z,,n € N} ou les z, sont

no

deux a deux distincts. Alors Z est d’espérance finie si, et seulement si, la série E z2,P(Z = z,) converge
n>0

absolument. Dans ce cas,

E(Z) =) 2,P(Z=2,).
n=0

— Théoréme du transfert (cas X (§2) dénombrable). Soit X une variable aléatoire réelle d’image dénombrable
X(Q) = {x,,n € N} ou les z,, sont deux a deux distincts et soit f une application & valeurs complexes
définie sur X (92).

Alors f(X) est d’espérance finie si, et seulement si, la série Z P(X =z,)f(z,) converge absolument. Dans

n>0
ce cas,

E(f(X)) =Y P(X =x,)f(x,).
n=0

— Soit Z une variable aléatoire complexe et Z : w € Q -+ Z(w) sa variable aléatoire conjuguée.

Si Z est d’espérance finie, alors Z est d’espérance finie et E(Z) = E(2).

— Soit Z; et Z, deux variables aléatoires complexes d’espérance finie et soit A € C.
Alors Zy + Z, et AZ; sont d’espérance finie et E(Z; + Z,) = E(Z;) + E(Z,) et E(\Z,) = AE(Z;).
104
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I Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

A toute variable aléatoire réelle discréte X : © — R, on associe une fonction ¢ ., appelée fonction caractéristique
de X et définie par

VEER,  ¢x(t) =E ().

I.A — Premiéres propriétés
Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire réelle discrete.
Q1. On suppose, dans cette question, que X () est un ensemble fini de cardinal r € N*.

On note X(Q2) = {x4,...,x,} ou les z; sont deux a deux distincts, et, pour tout entier k € [1,7], a;, = P(X = x}).
T
Montrer que, pour tout réel t, ¢ (t) = Zakeimk.
k=1

Q 2. On suppose dans cette question que X (2) est un ensemble dénombrable. On note X () = {z,,,n € N}
ou les z,, sont deux a deux distincts. Pour tout n € N, on pose a,, = P(X = z,,).

+00
Montrer que ¢y est définie sur R et que, pour tout réel ¢, ¢y (t) = Z a,e'tn.
n=0

Q 3. Montrer que ¢ est continue sur R.
Q 4. Soit a et b deux réels et Y = aX + b. Pour tout réel ¢, exprimer ¢y(t) en fonction de ¢, t, a et b.
Q 5. Soit ¢t € R. Donner une expression de ¢ x(—t) en fonction de ¢ x(¢). En déduire une condition nécessaire

et suffisante portant sur I'image ¢y (R) pour que la fonction ¢y soit paire.

I.B — Trois exemples

Q 6. Soit n € N* et p € ]0, 1[. On suppose que X : 2 — R suit une loi binomiale B(n,p) et on note ¢ = 1—p.
Montrer que, pour tout t € R, ¢y (t) = (g + pe'?)".

QrT. Soit p € 10, 1[. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique

de parametre p ?

Q 8. Soit A > 0. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de parametre \ 7

I.C — Image de ¢

On se donne ici une variable aléatoire réelle discrete X : 2 — R, dont on note ¢ la fonction caractéristique.
Pour tout (a,b) € R?, a + bZ désigne I'ensemble {a + bk, k € Z}.

Q9. Montrer que pour tout t € R, |¢px(t)] < 1.

2
Q 10.  Montrer que, s’il existe a € R et t; € R* tels que X(Q) C a + t—WZ, alors | ()] = 1.
0

On suppose réciproquement qu'il existe t, € R* tel que |¢x(ty)] = 1.
Dans la suite de cette sous-partie I.C, on suppose de plus que X (2) est dénombrable et on reprend les notations
de la question 2.

+oo
Q 11. Montrer qu’il existe a € R tel que Z a, exp(i(tyx, —tya)) = 1.
=0
+00 !
Q 12. En déduire que Z an(l — cos(tyx,, — toa>) =0.
n=0
2
Q 13. Montrer que pour tout n € N, si a,, # 0, alors z,, € a + ;Z'
0

2
Q 14. En déduire que P (X €a+ :Z) =1.
0
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IT Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

L’objectif de cette partie est de montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire détermine sa loi.
Deux méthodes de démonstration sont proposées.

II.LA — Premiére méthode

Soit X une variable aléatoire réelle et discrete et m € R.

71mt
Pour T € R, on pose V..( 2T/¢X dt.

II.A.1) On suppose que X(2) est fini et on reprend les notations de la question 1.
Q 15.  Montrer que, pour tout T' € R* , on a V,,,( Zsmc m))P(X =x,).
Q 16. En déduire que V,,(T) —— P(X =m).

T — +o0

11.A.2) On suppose que X(£2) est dénombrable et on reprend les notations de la question 2.

* . T, —m -
Pour n € N et h € R’ , on pose g,,(h) = sinc (T) P(X ==z,).

Q 17.  Montrer que pour tout 7' € R’ , on a V..( Zgn ( )
Q 18. Montrer que la fonction g,, se prolonge en une fonctlon g,, définie et continue sur R*.
Q 19. Montrer que la fonction G = f J,, est définie et continue sur R.
=0
Q 20. Etablir que V,,(T) m [I:(X =m).

I1.A.3) Application

Q 21. Soient X : Q = Ret Y : Q@ — R deux variables aléatoires discretes telles que ¢x = ¢y Montrer que,
pour tout m € R, P(X =m) = P(Y = m), autrement dit que X et Y ont la méme loi.

II.B — Deuziéme méthode
eitb _ nita
T sit 7& O,
Si a et b sont deux réels, on note K, , la fonction définie pour tout réel ¢t par K, ,(t) = b !
, ; —a
sit=0.
2
Q 22. A Taide de séries entieres, montrer que K, ; est de classe C>° sur R.
Soit N un entier naturel et soit Fy la fonction définie, pour tout réel z, par Fy(x / K,

Q 23.  Montrer que Fy est de classe C! sur R et que, pour tout réel z, F(z) = NblnC(Nl‘).

N Nb
Q 24. Montrer que /K t)dt = /sinc(s) ds.
—N Na
+o00

Q 25. Montrer que l'intégrale / sinc(s) ds est convergente.

0
+oo

On admettra dans la suite que / sinc(s) ds = g
0
N
Q 26. En déduire l'existence et la valeur de th K, ,(t)dt dans le cas ot a < b.
—+00
-N

Q 27. Soit X : @ — R une variable aléatoire telle que X(Q) est fini. On suppose que les réels a et b
n’appartiennent pas a X(Q). Montrer que

/d)x p(1) dt ———— P(a < X < b).

N — +00
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On fixe dans cette partie une variable aléatoire réelle X : 2 — R, dont I'image X (2) est un ensemble dénombrable
et on reprend les notations de la question 2.

On cherche a établir des liens entre des propriétés de la loi de X et la régularité de ¢ .
Pour tout k € N*, on dit que X admet un moment d’ordre k si la variable aléatoire X* est d’espérance finie.

IIT.A -
Soit £ € N*. On suppose dans cette sous-partie III.A que X admet un moment d’ordre k.

Q 28.  Soit j un entier tel que 1 < j < k. Montrer que pour tout réel =, |z|? < 1+ |z|¥ et en déduire que X
admet un moment d’ordre j.

Q 29. En déduire que ¢ est de classe C* sur R et donner une expression de la dérivée k—iéme de ¢ .

Q 30. En déduire une expression de E(X*) en fonction de d)()];)(O).

IIl.B -
On suppose dans cette sous-partie IILB que ¢ est de classe C? sur R.

2 — 2h) — —2h
Q 31. On note f la fonction qui & tout réel h > 0 associe f(h) = 9x(0) = 6x(2h) = ) Quelle est

4h?
la limite de fen 07

+oo .2
hz,
Q 32.  Montrer que pour tout h € R*, f(h) = Z anw.
n=0 h
Q 33. En déduire que X admet un moment d’ordre 2.

II1.C -

On fixe dans cette sous-partie III.C un entier naturel £ € N et on suppose a la fois que ¢ est de classe C?*+2
sur R et que X admet un moment d’ordre 2k. On note a = E(X?¥).

Q 34. Que peut-on dire de X si « est nul 7
On suppose dorénavant que le réel « est strictement positif.
Q 35.  Soit Y : 2 — R une variable aléatoire vérifiant Y (Q2) = X(Q) et, pour tout n € N,

Montrer que ¢y est de classe C? sur R.
Q 36. En déduire que X admet un moment d’ordre 2k + 2.

Q 37.  Soit k € N*. Déduire des questions précédentes que si ¢ est de classe C?* sur R, alors X admet un
moment d’ordre 2k.

IV Développement en série entiere de ¢y
Soit X :  — R une variable aléatoire réelle.

IV.A -
On suppose que X (2) est fini et on reprend les notations de la question 1.

+
3

U0 g xm,

Q 38.  Montrer que ¢y est développable en série entiére sur R et, pour tout réel ¢, ¢ (t) = '
n!

i
o

IV.B -
On suppose que X (2) est dénombrable et on reprend les notations de la question 2.

On suppose également que, pour tout entier n € N, X admet un moment d’ordre n et qu’il existe un réel R > 0
tel que

E(JX|") =0 (n—) quand n — +o0.

Rn
ely — Z

n k
k=0

|y|n+1

Q 39. Montrer que pour tout n € N et tout y € R, .
n+1)!

(iy)
k

ST

R R
Q 40. En déduire que pour tout réel t € {——, —},
e e

<X (it)k X
dx(t) = o BT,
k=0 "

oo 0o[[Ne oo
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Mathématiques 2

Présentation du sujet

Le sujet de cette année introduit a la transformation de Fourier des variables aléatoires réelles. On associe
a la variable aléatoire X une fonction d’une variable réelle t ¢ (t) appelée fonction caractéristique.
Dans le cas de variables aléatoires & densité, on obtient effectivement la transformée de Fourier (inverse)
de la densité, mais le cas étudié par le probleme est celui des variables aléatoires discretes. Des parties
importantes du programme d’analyse sont ainsi abordées : intégrales dépendant d’un parametre, formule
de Taylor, séries entieres, variables aléatoires discretes.

Analyse globale des résultats

L’énoncé assez élémentaire laissait peu de place a I'initiative et certains candidats ont bien fait ’effort de
justifier les propriétés utilisées. De trop nombreuses copies, en revanche, ne découpent pas suffisamment
les raisonnements, donnant trop d’arguments tout en omettant parfois les arguments cruciaux. De telles
productions, laissant au correcteur le soin de sélectionner les arguments réellement utiles, ont été logi-
quement sanctionnées. Rappelons la simple nécessité de justifier chaque étape d’'une démonstration par
un bref appel aux résultats du cours ou du probléme en donnant le numéro de la question invoquée.

Si 'utilisation de la convergence normale et les méthodes d’interversion somme/intégrale sont plutot bien
assimilées, ce sont paradoxalement des outils bien plus basiques et méme les techniques du secondaire qui
sont parfois assez mal maitrisés. Les nombres complexes sont une grande source d’erreurs. Les techniques
pour calculer les limites ou justifier I’existence d’une intégrale, de méme que la manipulation des séries
entieres, ne sont comprises que dans les meilleures copies.

Du point de vue strictement matériel on ne peut que réitérer le conseil d’utiliser une présentation claire
avec des encadrés bien choisis, sans parler du choix d’une encre stable et assez foncée en vue de la
numérisation.

Les remarques qui précedent et celles qui vont suivre ont pour but d’aider les candidats a améliorer
substantiellement leur prestation.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

I Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

I.A — Premiéres propriétés

Q1. On note parfois une certaine incompréhension du théoréme de transfert. Remarquons, ici, que
P(X = z) et P(el"® = el'”) ne sont pas nécessairement égales.

Q2. Trop de candidats font des encadrements entre des nombres complexes non réels.

Q3. La convergence normale est souvent mentionnée mais sans justification probante (majoration de la
valeur absolue de la somme totale par exemple), de méme pour la convergence uniforme qu’il ne suffit
pas de mentionner sans justification pour qu’elle soit effective.

itaX _ (eitX)a it X

Q4. Des candidats écrivent e est un complexe. On voit

également F(el**X) = (E(e*X)).

, ce qui n’a pas de sens puisque e
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Notons aussi que 1’énoncé souhaitait une expression de ¢(¢) en fonction de ¢y, ¢, a et b, ce qui n’est pas
la méme chose qu’en fonction de ¢ (), a et b.

Q5. Une question abordée avec réticence et un fort taux d’échec. Les nombres complexes dans ce contexte
sont mal manipulés. On a vu souvent Uerreur ¢ y(—t) = ¢ (¢)~! avec la conséquence que ¢y ne peut étre
paire que si elle est a valeurs dans {—1,1}.

|.B — Trois exemples

Q7. Une certaine méconnaissance de la loi géométrique est a déplorer. Beaucoup considerent la loi géo-
métrique comme finie entre 1 et un mystérieux nombre n, d’autres attribuent une probabilité p a X = 0.
Pour sommer une série géométrique, peu de candidats pensent a justifier que le module de la raison est
strictement inférieur a 1.

[.C — Image de ¢x

Q10. Certains candidats éprouvent des difficultés a repérer et a expliquer avec suffisamment de détails
le raisonnement. Quelques candidats ne maitrisent pas le lien entre un nombre complexe de module 1 et
les nombres complexes e ot 6 € R.

Q11. De nombreux candidats semblent désemparés avec une question du type « montrer qu’il existe un
réel a tel que... ». Par exemple, certains partent du résultat et concluent que, puisque les modules de
dx(ty) et de eo® valent 1, ils obtiennent bien le résultat. D’autres prennent un a qui dépend de n.

Q13. Pour quelques candidats, une somme nulle ne doit comporter que des termes nuls sans se soucier
d’une hypotheése sur la positivité de ceux-ci. D’autres candidats raisonnent sur la somme obtenue a la
question précédente comme sur une série entiere.

Beaucoup transforment « pour tout n si a,, # 0 alors » en « si pour tout n a,, # 0 alors ».

Q14. La difficulté de nombre de candidats a simplement synthétiser ce qui a été fait auparavant est
vraiment regrettable.

IT Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire réelle

II.A — Premiére méthode

Q15. Certains candidats ne font pas la différence entre somme finie et série et veulent appliquer un
théoréme d’interversion série-intégrale quand la simple linéarité de l'intégrale suffit. La majorité a oublié
le cas x,, = m. Si certains séparent bien deux cas: «si x, —m # 0» et «si x, —m = 0», il arrive
toutefois que ce dernier cas signifie pour eux que « pour tout n, x,, —m =0 ».

Q16. Des difficultés a justifier correctement que sinc(T'(z,, —m)) tend vers 0 en l'infini. Rappelons que
pour prouver que (u, ),, tend vers 0 on peut simplement et sans danger majorer |u,,| par un terme (positif)
convergeant vers 0. Les cas m € X () et m ¢ X(Q) n’ont pas assez été distingués. Des lors beaucoup de
confusion lorsque dans la question précédente les candidats oublient le cas z,, = m.

Q17. Dans cette partie du probleme, de trop nombreux candidats se sont contentés d’affirmer que les
raisonnements étaient strictement analogues a des questions déja faites, en I'occurrence les questions Q15
et Q16, mais aussi Q2 et Q3. Un peu de bon sens devrait suggérer que telle n’est pas la réponse attendue.

Q20. Question rarement bien traitée, trop peu de candidats ont écrit explicitement le lien entre V, (T')
et G(1/T).
I1.B — Deuxieme méthode

Q22. Bien qu’abordée dans deux tiers des copies, c’est probablement la question la moins bien traitée.
Rares sont les candidats capables de faire apparaitre un développement en série entiere et encore plus
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rares ceux qui justifient ou méme remarquent que le rayon de convergence est infini ou au moins non nul.
Dans 'essentiel des copies apparait la série exponentielle sans simplification et une valeur de limite non
justifié pour dire qu’elle est continue et méme C'*°.

Des rédactions du type « pour t = 0, K, ,(t) = §(b — a) est une constante et est donc de classe C*° sur
R » sans faire le lien avec ce qui se passe quand t # 0 mettent en évidence une grande confusion pour les
notions de régularité des fonctions.

Q23. Assez bien traitée dans l’ensemble, la calculatrice autorisée pour I’épreuve pouvant aider a se
souvenir des hypothéses.

Les candidats ont cependant du mal avec 'expression de 0, K et la domination (on voit parfois une
majoration par une exponentielle complexe), mais dans I’ensemble les hypothéses sont assez correctement
mises en avant.

Q24. Oubli fréquent de 'hypotheése O sur F, pour pouvoir dire que fab F}, = Fy(b)— Fy(a). Une erreur
fréquente fait apparaitre [ 713/\[ leit dt

Q25. Un taux d’échec surprenant pour un exercice aussi classique. La rédaction est souvent confuse
et inexacte, par exemple : (sinz)/x tend vers 0 ou bien (cosz)/z? < 1/22, donc lintégrale converge.

Il convient de rappeler que les théorémes de comparaisons s’appliquent sur les intégrales de fonctions
positives et de passer par la convergence absolue de (cosx)/x2.

Q26. Rarement entierement traitée, mais parfois bien faite.

Q27. Méme constat.

ITI Régularité de ¢ x
Une partie plus rarement traitée et parfois juste survolée.

Q28. Dans cette question, comme pour d’autres, beaucoup de candidats sont allés trop vite. Certains se
sont précipités dans une étude de fonction — ce qui pouvait certes fonctionner, fait soigneusement —
mais beaucoup ont cru que nécessairement la fonction qu’ils étudieraient serait croissante, ce qui pour
x = 27 — ¥ n’était pas le cas...

Q29, Q30. La terminologie peut-étre abusive « X d’espérance finie » pour dire que X est intégrable
produit une certaine confusion chez les candidats les moins assurés. On ne sait plus tres bien si on doit
prouver l'existence pour X d’un moment d’ordre j, ou que E(|X|?) est fini ou méme « E(X7) est fini ».

Q31. Assez décevant pour une question tres classique de premiere année de CPGE, peu faite et souvent
sans rigueur.

Q33. Presque aucune solution correcte. Une preuve rapide consisterait a majorer les sommes partielles
ZnN:() a,x? par le sup de f au voisinage de 0 (fini par continuité grace a Q 31), en effet Z:LO a,r? =

limy, .o >0 a, sin®(hz,)/h? avec 3" a, sin®(ha,,)/h? < f(h) par Q 32.
Q35, Q36. L’enchainement des questions et le lien avec Q29 et Q33 sont en général mal pergus.

Q37. Une récurrence vraiment facile dont I’hérédité n’a pourtant pas été du tout bien rédigée : le caractere
C?+*2 de ¢y (seule hypothése dans ’hérédité) donnant 1’existence d’un moment d’ordre 2k pour X n’a
quasiment été jamais expliqué : les candidats ont, eux, supposé & la fois que ¢ est de classe C?#*2 et
que X admet un moment d’ordre 2k... C’était utile pour les questions 35 et 36, mais pas pour 37.

IV Développement en série entiére de ¢ x

Peu abordée sereinement, a part la question 38, et seule la question 39 a été plutdt bien réussie par les
meilleurs.
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Q38. Trop peu de candidats justifient correctement le fait que ¢y soit développable en série entiere. La
plupart des candidats se contentent d’écrire des égalités, certains permutant une somme infinie avec une
espérance ou avec une autre somme infinie (pour ceux qui ne se placent pas dans le cas ot X (Q) est fini
contrairement & ce qui est précisé dans I’énoncé) sans se préoccuper de la 1légitimité de cette opération.

Q39. La formule de Taylor avec reste intégral n’est maitrisée que par peu de candidats ; ceux qui I’énoncent
sans erreur vont hélas trop vite dans leurs majorations d’intégrales, défaut présent ailleurs dans les copies.
L’inégalité de Taylor-Lagrange n’est pas au programme, on ne peut donc pas l'utiliser.

Conclusion

Les correcteurs relevent cette année une hétérogénéité frappante. Quelques copies sont bien rédigées,
de fagon claire, structurée, concise. Mais la présence de quelques bonnes copies donnant un traitement
correct de ’ensemble du probléme ne doit pas surprendre, s’agissant d’un énoncé tres abordable. Par
contre, la plupart des copies sont assez mal rédigées, a la fois quant & la propreté (en termes de ratures,
etc.) et a la rédaction proprement dite (peu de phrases, beaucoup de symboles V ou = mal & propos).
Sur le fond, il est assez alarmant qu’une moitié des candidats ne peut finalement obtenir qu’un quart des
points du bareme. Peut-étre faut-il y voir une conséquence des perturbations de 1’enseignement subies
cette année. Cette impression est renforcée par la relative abondance parmi les notes moyennes de copies
dont le niveau est assez bon mais qui ne traitent qu’une partie du probléme, comme si les candidats
avaient mal géré leur temps faute d’entrainement adéquat.
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CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 4 heures Calculatrice autorisée
Réduction de sous-algébres de L(F)

Dans tout le probleme, K désigne R ou C et E est un K-espace vectoriel de dimension n > 1.

2019

On note £(FE) le K-espace vectoriel des endomorphismes de E et M, (K) le K-espace vectoriel des matrices
carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients dans K.

On note Mat g (u) la matrice, dans la base B de E, de '’endomorphisme u de £(E).
La matrice transposée de toute matrice M de M, (K) est notée M.

On dit qu’un sous-ensemble A de £(FE) est une sous-algébre de £(E) si A est un sous-espace vectoriel de £(E),
stable pour la composition, c’est-a-dire tel que u o v appartient a A quels que soient les éléments u et v de A.
(Remarquer qu’on ne demande pas que Idy appartienne a A.)

On dit qu’une sous-algebre A de £(FE) est commutative si pour tous u et v dans A, uov =wvow.

Une sous-algebre A de £(E) est dite diagonalisable (respectivement trigonalisable) s’il existe une base B de E
telle que Mat (u) soit diagonale (respectivement triangulaire supérieure) pour tout u de A.

On dit qu’une partie A de M, (K) est une sous-algébre de M,,(K) si A est un sous-espace vectoriel stable pour le
produit matriciel. Elle est dite commutative si, pour toutes matrices A et B de A, AB = BA. Une sous-algebre A
de M, (K) est diagonalisable (respectivement trigonalisable) 'l existe P € GL,,(K) telle que pour toute matrice
M de A, P~'M P soit diagonale (respectivement triangulaire supérieure).

Si B est une base de F, Papplication Mat : £(E) — M, (K) est une bijection qui envoie une sous-algebre (respec-
tivement commutative, diagonalisable, trigonalisable) de £(F) sur une sous-algébre de M, (K) (respectivement
commutative, diagonalisable, trigonalisable).

Un sous-espace vectoriel F'de E est strict si F est différent de FE.

On désigne par S, (K) (respectivement A, (K)) 'ensemble des matrices symétriques de M, (K) (respectivement
antisymétriques). On désigne par T, (K) (respectivement T(K)) le sous-ensemble de M, (K) constitué des ma-
trices triangulaires supérieures. (respectivement des matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux
nuls).

I Exemples de sous-algebres

I.A — Ezemples de sous-algébres de M ,(K)

Q1. Les sous-ensembles T, (K) et T"(K) sont-ils des sous-algebres de M, (K) ?

Q2. Les sous-ensembles S,(K) et Ay(K) sont-ils des sous-algebres de My (K) ?

Q 3. On suppose n > 3. Les sous-ensembles S, (K) et A, (K) sont-ils des sous-algebres de M, (K) ?
I.B - Ezemples de sous-algébres de £(E)

Soit F'un sous-espace vectoriel de E de dimension p et A ’ensemble des endomorphismes de E qui stabilisent F,
c'est-a-dire Ap = {u € L(E) |u(F) C F}.

Q 4. Montrer que Ay est une sous-algebre de £(E).
Q 5. Montrer que dim A = n*> — pn + p>.

On pourra considérer une base de E dans laquelle la matrice de tout élément de A est triangulaire par
blocs.

Q 6. Déterminer max (n® — pn + p?).
112 ferse
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I.C - Ezemples de sous-algébres de M,(K) diagonalisables et non diagonalisables

Soit T'(K) le sous-ensemble de M, (K) constitué des matrices de la forme (Z

_b> ot (a,b) € K2
a

Q. Montrer que I'(K) est une sous-algebre de M, (K).

Q 8. Montrer que T'(R) n’est pas une sous-algebre diagonalisable de M, (R).

Q9. Montrer que <O

1 0 ) est diagonalisable sur C. En déduire que T'(C) est une sous-algébre diagonali-
sable de M, (C).

IT Une sous-algebre commutative de M, (R)
Dans cette partie, on suppose n > 2.

Pour tout (ay,...,a,_;) € R", on pose

) Qpq ay

— | % Qg Gy

J(a()v"'vanfl) - . . .
Ap_1 Qpg )

Ainsi, le coefficient d’indice (i, j) de J(ay,...,a, 1) est a;_; sii > jet q

Cjyn LT <.
Soit A l'ensemble des matrices de M, (R) de la forme J(ay, ..., a, ;) ou (ag,...,a,_1) € R™

Soit J € M ,(R) la matrice canoniquement associée a I’endomorphisme ¢ € £(R") défini par ¢ : e; I e;,; si
je{l,...,n—1} et p(e,) =€, ou (ey,...,e,) est la base canonique de R".

II.A — Calcul des puissances de J

Q 10.  Préciser les matrices J et J2. (On pourra distinguer les cas n = 2 et n > 2.)
Q 11. Préciser les matrices J" et J* pour 2 < k< n—1.

Q 12.  Quel est le lien entre la matrice J(ay,...,a, ;) et les J¥, on 0 < k<n—17
II.B — Une base de A

Q 13.  Montrer que (I,,,J,J?, ..., J" 1) est une base de A.

Q 14. Soit M € M, (R). Montrer que M commute avec J si et seulement si M commute avec tout élément
de A.

Q 15.  Montrer que A est une sous-algebre commutative de M, (R).

II.C — Diagonalisation de J

Q 16. Déterminer le polyndéme caractéristique de J.

Q 17.  Montrer que J est diagonalisable dans M, (C).

Q 18. La matrice J est-elle diagonalisable dans M, (R) ?

Q 19. Déterminer les valeurs propres complexes de J et les espaces propres associés.
II.D - Dziagonalisation de A

Q 20. Le sous-ensemble A est-il une sous-algebre de M, (C) ?

Q 21.  Montrer qu’il existe P € GL, (C) telle que, pour toute matrice A € A, la matrice P~' AP est diagonale.

n—1

Soit (agy, ..., a,_1) € R". On note @ € R[X] le polynéme Zaka.
k=0
Q 22.  Quelles sont les valeurs propres complexes de la matrice J(ag, ..., a,_;) ?
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ITT Sous-algebres strictes de M, (R) de dimension maximale

On se propose de montrer dans cette partie que la dimension maximale d’une sous-algebre stricte de M, (R) est
égale A n?> —n+ 1.

Dans toute cette partie, A est une sous-algebre de M ,(R) strictement incluse dans M ,(R) et on note d sa
dimension. On a donc d < n?.

III.A - Un produit scalaire sur M ,(R)
La trace de toute matrice M de M, (R) est notée tr(M).

Q 23.  Montrer que 'application définie sur M, (R) x M, (R) par (A, B) s (A | B) = tr(A" B) est un produit
scalaire sur M, (R).

On désigne A+ l'orthogonal de A dans M, (R) et on note 7 sa dimension.

Q 24. Quelle relation a-t-on entre d et r 7

Jusqu’a la fin de cette partie III, on fixe une base (A, ..., 4,) de A*.

Q 25.  Soit M € M ,(R). Montrer que M appartient & A si et seulement si, pour tout 7 € [1,7], (4; | M) = 0.
Q 26. Montrer que pour toute matrice N € A et tout i € [1,7],ona NTA, € A*.

ITI.B — Conclusion

Soit AT ={M" | M e A}.

Q 27. Montrer que A" est une sous-algebre de M, (R) de méme dimension que A.

On note M, ;(R) le R-espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes et & coefficients réels. On rappelle qu’a
toute matrice M de M, (R) est associé canoniquement I’endomorphisme de M, ;(R) défini par X — M X.

Q 28.  Soit X € M, ;(R) et soit ' = Vect(A; X, ..., A, X). Montrer que F est stable par les endomorphismes
de M, ;(R) canoniquement associés aux éléments de A" .

Q 29. Montrer que d < n> —n + 1 et conclure.

IV Réduction d’une algébre nilpotente de M, (C)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit A une sous-algebre de £(E) constituée d’endomor-
phismes nilpotents. On admet dans cette partie le théoréme ci-dessous, qui sera démontré dans la partie V.

—— Théoréme de Burnside
Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit A une sous-algebre de £(E). Si les
seuls sous-espaces vectoriels de E stables par tous les éléments de A sont {0} et E, alors
A=L(E).

On se propose de démontrer par récurrence forte sur n € N* que si tous les éléments de A sont nilpotents, alors
A est trigonalisable.

Q 30. Montrer que le résultat est vrai si n = 1.
On suppose désormais que n > 2 et que le résultat est vrai pour tout entier naturel d < n — 1.

Q 31. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel V de E distinct de E et {0} stable par tous les éléments
de A.

On fixe dans la suite un tel sous-espace vectoriel et on note r sa dimension. Soit aussi s =n — .

Q 32. Montrer qu’il existe une base B de E telle que pour tout u € A,

Mat (1) = ( A(()U) gEZ; )

ot A(u) € M,(C), B(u) € M, ((C) et D(u) € M(C).
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Q 33.  Montrer que {A(u) | u € A} est une sous-algebre de M, (C) constituée de matrices nilpotentes et que
{D(u) | u € A} est une sous-algebre de M ,(C) constituée de matrices nilpotentes.

Q 34. Montrer que A est trigonalisable.

Q 35. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices des éléments de A appartiennent a
T7(C).

V Le théoréeme de Burnside

On se propose de démontrer dans cette partie le théoreme de Burnside énoncé dans la partie IV.

On fixe un C-espace vectoriel E' de dimension n > 2.

On dira qu'une sous-algebre A de £(E) est irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels stables par tous les
éléments de A sont {0} et E.

Soit A une sous-algebre irréductible de £(E). Il s’agit donc de montrer que A = £(E).
V.A — Recherche d’un élément de rang 1
Q 36. Soient x et y deux éléments de E, x étant non nul. Montrer qu'il existe u € A tel que u(z) = y.
On pourra considérer dans E le sous-espace vectoriel {u(z) | u € A}.
Q 37. Soit v € A de rang supérieur ou égal a 2. Montrer qu’il existe u € A et X € C tel que
0<rg(vouov—Av) <rgu.

Considérer x et y dans E tels que la famille (v(z),v(y)) soit libre, justifier I'existence de u € A tel que
uowv(z) =y et considérer I'endomorphisme induit par v o u sur Imwv.

Q 38. En déduire l'existence d’un élément de rang 1 dans A.
V.B — Conclusion

Soit u, € A de rang 1. On peut donc choisir une base B = (¢, ...,¢,) de E telle que (g,, ...,£,,) soit une base de
ker uy.

Q 39. Montrer qu’il existe uq,...,u, € A de rang 1 tels que w,;(g;) = ¢; pour tout i € [1,n].

Q 40. Conclure.

o e o[[Ne oo
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Mathématiques 1

Présentation du sujet

Le sujet traite de la réduction de sous-algebres de £(E), ou E est un R- ou C-espace vectoriel de dimension
finie, c’est-a-dire de la co-diagonalisation ou la co-trigonalisation des éléments d’une sous-algebre de £(E)
(ou de M, (K), en adoptant un point de vue matriciel).

La notion de sous-algébre est définie en introduction du sujet et la partie I propose de s’approprier
cette notion, au travers d’exemples choisis, en dimension 2 et en dimension n : matrices symétriques,
antisymétriques, triangulaires supérieures en section I-A, algebre des endomorphismes laissant un sous-
espace stable en section I-B et algebres T'(R), T'(C) en section I-C. La partie II est consacrée & la sous-
algebre de M, (R) constituée des matrices circulantes, dont on démontre la co-diagonalisabilité dans M,,(C)
(alors que cette algebre elle-méme ne constitue pas une C-algebre).

La partie III propose de calculer la dimension maximale d’une sous-algebre stricte de M,,(R), en recourant
au produit scalaire canonique de M,,(R) et & la notion d’algebre transposée, avec un retour sur les résultats
de la section I-B, a la toute derniére question de cette partie.

Enfin, les parties IV et V proposent de démontrer la co-trigonalisation des éléments d’une sous-algebre de
L(E) constituée d’éléments nilpotents. En partie IV, on démontre ce résultat par récurrence forte sur la
dimension de E et en s’appuyant sur un théoreme de Burnside qu’on démontre, finalement, en partie V.

Analyse globale des résultats

Sur les 3473 copies corrigées, la moyenne constatée, en pourcentage du baréme, est de 24,4 %, pour
un écart-type de 14,7 %. Le sujet peut donc étre considéré comme long, mais il a permis une bonne
discrimination parmi les candidats. Comme nous le verrons plus loin, la sélection des meilleurs candidats
s’est essentiellement faite sur le soin apporté aux réponses, bien plus que sur le volume traité. La meilleure
copie a obtenu un total de 82 % des points du baréme total.

Les parties I a III ont été abordées par la quasi-totalité des candidats (plus de 95 % d’entre eux), tandis
que les parties IV (environ 60 %) et V (environ 25 %) l'ont moins été, principalement en raison de leur
plus grande difficulté relative. Les parties I & III représentent environ 72 % des points du baréme.

Comme mentionné plus haut, le soin mis a traiter les questions d’appropriation des termes du sujet
a été un facteur important de sélection. Prenons pour exemple la section I-A, dont l'objectif est de
s’approprier la notion de sous-algebre de M, (K), section traitée par la quasi-totalité des candidats (plus
de 99,8 %). Pres de 83 % d’entre eux ont obtenu moins de la moitié des points attribués, traduisant une
certaine négligence a établir ’ensemble des propriétés d’une sous-algebre et une mauvaise compréhension
de la notion de contre-exemple (cf. plus loin). A Topposé, seulement 1,7% des candidats ont répondu
parfaitement & l’ensemble des questions de cette section du sujet. On note les mémes contrastes a la
question Q9, quant & la notion de sous-algebre diagonalisable de M, (C).

Le sujet comporte certains passages « classiques ». Par exemple, celui sur les matrices circulantes, en
sections II-B, II-C et II-D, montre une distribution des résultats moins contrastée parmi les copies. Il en
est de méme pour la section III-A; relative au produit scalaire canonique sur M, (R). Certains candidats,
ayant traité ces points pendant I’année, ont sans doute pu trouver davantage de reperes.
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Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

— Toute réponse doit étre justifiée

Une réponse en une ligne donnant directement le résultat (attendu ou non), sans un minimum de
contextualisation, est toujours mal percue, souvent sanctionnée. Dans ce méme ordre d’idée, il est
fortement recommandé d’étre attentif a la rédaction des premieres questions de ’épreuve. Par exemple,
en question Q1, il n’a malheureusement pas été rare de lire « T,,(K) est clairement une sous-algebre
de M, (K) » ou « par un raisonnement similaire, 7" (K) est une sous-algebre de M, (K) ». Les notions
de sous-algebre de M, (K) et de matrice triangulaire supérieure stricte venant d’étre (re)définies dans
le sujet, il était de bon ton d’en vérifier point par point les propriétés.

— Les variables utilisées par les candidats doivent étre déclarées

Il n’a pas été rare de voir apparaitre des A, B, x, y, , 8 au milieu d’un raisonnement sans en avoir vu
la déclaration au préalable, laissant au lecteur le soin de comprendre dans quel ensemble ces variables
se trouvent. C’est parfois tres malvenu, puisque le sujet s’autorise quelques aller-retours entre R et C
qui peuvent créer de fortes confusions.

— Le jury recommande auz candidats une posture d’humilité

Notamment de bannir de leur rédaction des mots comme « clairement », « trivialement », « évidem-
ment » et la fameuse « récurrence triviale ». Ceux-ci n’apportent rien au contenu mathématique de
la copie et ne peuvent jouer qu’en défaveur du candidat, surtout lorsqu’ils sont suivis d’erreurs mani-
festes ou lorsqu’ils servent a passer rapidement sur des points essentiels a la résolution de la question.
Ecrire, par exemple, a la question Q1, que « TJ(M) est trivialement un espace vectoriel » montre
surtout que le candidat a décidé de prendre de haut un point constitutif de la notion de sous-algebre,
qu’on demande de s’approprier dans ce qui est la toute premiére question du sujet. L’impression
laissée, d’emblée, n’est pas bonne.

— FEn guise de contre-exemples

Les candidats préferent laisser des réponses impliquant des parametres qui, s’ils sont bien choisis, ne
constituent plus un contre-exemple & 'affirmation étudiée. Cette remarque concerne les questions Q2,
Q3, Q8, entre autres. Par exemple, a la question demandant si S, (K) est une sous-algebre de M, (K),
a b
b
matriciel et en déduisent : « puisque ab’ + bc’” # ba’ + ¢b’, alors le produit n’est pas une matrice
symétrique », ce qui est faux, si on particularise les coefficients de ces deux matrices. De la méme
maniére, & la question Q8, on lit trés souvent que le polynome (X — a)? + b n’est pas scindé sur R,
sans avoir choisi b # 0 au préalable. Or, le polynome (X — a)? est bien scindé sur R. Les exemples de
ce type sont trés nombreux dans les copies.

la majorité des candidats introduisent deux matrices (Z (;) et ( ), effectuent le produit

— Des formulations a éviter

Des formulations telles que « on est en dimension finie » ou « on travaille en dimension finie » (par
exemple en question Q24) sont mathématiquement imprécises et malvenues, notamment & écrit.
Dans ce cas précis, il est bien plus pertinent de préciser quel espace est de dimension finie. Dans la
question Q24, par exemple, il s’agit d’invoquer la dimension finie de I’espace M,,(R) pour affirmer que
A et A+ sont supplémentaires dans M, (R).
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— Inclusion / appartenance
On a beaucoup lu le symbole d’inclusion a la place du symbole d’appartenance (et vice versa).
— De nombreuses erreurs sur les quantificateurs

Les confusions sur l'ordre des quantificateurs (V,3) dans une proposition mathématique, ont mal-
heureusement été tres répandues. Citons par exemple, a la question Q3, ces nombreux candidats qui
ont souhaité démontrer que pour tous A4, B € S, (K), on a AB ¢ S, (K), alors qu’il suffit de montrer
qu’il existe A, B € S, (K) tels que AB ¢ S, (K). On retrouve des problémes tout a fait similaires aux
questions Q2, Q8, Q9 et Q21.

Le jury rappelle également que les fautes de francais, méme si elles ne sont pas explicitement comp-
tabilisées dans le bareme, nuisent a la copie et laissent au lecteur une impression négative qui peut se
répercuter, consciemment ou non, sur la note finale. Malheureusement, cette épreuve a été loin de faire
exception dans ce domaine.

I Exemples de sous-algebres

Q1. Une sous-algebre d’une algebre A est avant tout un sous-espace vectoriel de A. De trés nombreux
candidats ’oublient et se contentent de démontrer (avec plus ou moins de réussite) la stabilité par produit,
ce qui constitue une mauvaise appropriation des termes du sujet. Ici, il s’agit de faire ce double travail
(structure de sous-espace vectoriel et stabilité par produit) pour 7,,(K) et 7°"(K). Remarque analogue
pour les questions Q4, Q7, Q15 et Q27.

Q2. Voir les remarques générales, la mise en évidence d’un contre-exemple précis, reste le meilleur moyen
de conclure, pour S,(K) comme pour A,(K). Par ailleurs, on a souvent lu des propositions de matrices
antisymétriques avec des coefficients diagonaux non nuls.

Q3. De nombreux candidats proposent, pour seule réponse, un contre-exemple en taille 3 pour chacun
des deux ensembles. Cela ne peut constituer une réponse suffisante. On peut, par exemple, proposer des
matrices définies par blocs réutilisant les contre-exemples proposés a la question précédente.

Q4. Méme remarque qu’en question Q1. Par ailleurs, beaucoup écrivent (Au + v)(F) = \u(F) + v(F),
alors qu’on a, a priori, la seule inclusion (Au + v)(F) C Au(F) + v(F).

Q5. Nous avons trouvé tres peu de réponses complétement satisfaisantes. De nombreuses fois, les candidats
font référence & « la » base de E adaptée & F (et, parfois, & F et « son » supplémentaire). On rappelle
aux candidats qu’en général, il n’y a pas unicité d’une base de E adaptée a un sous-espace vectoriel F'
(et qu’il existe une multiplicité de supplémentaires & un sous-espace vectoriel donné (hors E et I'espace
nul)).

Q6. Le jury s’attendait a un bien meilleur taux de réussite sur une question d’un niveau tout a fait rai-
sonnable (maximisation d'un trinéme du second degré sur un intervalle borné). On a noté de nombreuses
erreurs sur les sens de variation, sur le calcul de la valeur du trinéme en (n — 1), etc.

Q7. Méme remarque qu’en question Q1.
Q8. Voir remarques générales et question Q2 : il est beaucoup plus simple de proposer un contre-exemple

- . —1 . . . .
précis comme la matrice (? ) plutot qu’un raisonnement général portant sur des parametres a,b € R

0
(& moins qu’on pense & éliminer le cas b = 0 ce qui a été rarement fait.

Q9. On constate ici les premiers écarts de compréhension, parmi les candidats, de la notion de sous-algebre
diagonalisable. Il s’agit ici de trouver une base commune de diagonalisation des matrices de 1’algeébre T'(C)
et pas seulement de montrer que toute matrice de I'(C) est diagonalisable. On a également trop souvent
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lu que la somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable (ce qui est, sans autre argument,
faux).

IT Une sous-algébre commutative de M, (R)

Q10. Un certain nombre de candidats ont confondu la matrice J et la notation J(ay, ..., a,_,), se condam-
nant pour les trois questions a suivre.

Q13. Beaucoup de candidats sont partis de 1'idée que dim A = n (parfois vaguement justifiée par I’évo-
cation, insuffisante, de « degrés de liberté »), se contentant d’établir le caractére libre, ou générateur, de
la famille (I,,,J, ..., J"!) pour conclure. Or, ce résultat de dimension n’a, jusqu’a ce moment du sujet,
jamais été établi.

Q15. Méme remarque qu’en question Q1, outre le fait que dans I’expression « sous-algebre commutative »,
de nombreux candidats ne voient que I’adjectif « commutative », ce qui ne compose qu'une partie de la
question.

Q16. On note une maitrise tres imparfaite du développement par rapport a une ligne ou une colonne,
notamment pour ce qui est des facteurs (—1)"*/ qui doivent apparaitre. Par ailleurs, le jury rappelle que
la définition du polyndme caractéristique d’une matrice carrée A, telle que stipulée dans le programme,
est det(X T, — A) (et non det(A — X1I,)). Toutefois, aucune pénalité n’a été appliquée en cas d’usage de
la seconde forme.

Q17 & Q19. Pour ceux (relativement nombreux) qui ont trouvé, par un raisonnement suffisamment étayé,
le bon polyndme caractéristique (X™—1) en question Q16, on note une bonne maitrise des racines n-iémes
de I'unité, allant, moins rarement qu’attendu, jusqu’a la détermination correcte des espaces propres de la
matrice J en question Q19.

Q18. Peu de candidats ont pensé a mettre le cas n = 2 a part, pour lequel la matrice J est bien
diagonalisable. Beaucoup ont répondu, a contrario, que le polynéme X" —1 n’est pas scindé sur R, ce qui
n’est vrai que pour n > 3 (donc faux en toute généralité).

Q20. Tres peu de candidats ont vu la subtilité de cette question (non stabilité par multiplication par un
scalaire complexe non réel). A contrario, on a malheureusement beaucoup lu que toute sous-algebre de
M, (R) est systématiquement une sous-algebre de M,,(C), « par inclusion ».

Q21 et Q22. Ces questions, lorsqu’elles ont été traitées, 'ont souvent été de maniere satisfaisante.

ITI Sous-algebres strictes de M, (R) de dimension maximale

Q23. Cette question (presque de cours) a été abordée par presque tous les candidats, avec un succes
variable. Notons que la plupart connaissent bien les propriétés caractéristiques d’un produit scalaire.
Parmi les erreurs relevées, on déplore toutefois la croyance selon laquelle tr(ATA) = tr(A?), puis que
tr(A?) > 0, positivité sans doute acquise en raison de la présence d’un carré. Egalement parmi les erreurs
rencontrées, on a souvent lu 1’écriture, fausse en général, tr(AT A) = Z;l a?., au lieu de la somme double

attendue tr(ATA) = > a? ’

1<i,j<n g
Q25. Beaucoup pensent que si une matrice M n’appartient pas a .4, alors elle appartient a son supplé-
mentaire orthogonal A", ce qui est grossierement faux.

Q27. Méme remarque qu’en Q1. On a également noté de nombreuses confusions entre la dimension de
I’algebre A et la taille des matrices qu’elle contient.

Q29. Question difficile, pour laquelle on a eu trés peu de propositions pleinement satisfaisantes. Le jury
a valorisé les bonnes idées et les pistes intéressantes.
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IV Réduction d’une algébre nilpotente de M, (C)

Q30. Beaucoup de raisonnements alambiqués, 1a ou il aurait suffi de remarquer que toute matrice de
taille 1 est triangulaire, diagonale, etc.

Q31. De nombreuses copies invoquent une réciproque du théoreme de Burnside, la ou il fallait parler de
contraposée.

Q32 a Q35. Peu de propositions, la plupart intéressantes sans étre compléetement satisfaisantes.

V Le théoréme de Burnside

Q36 a Q40. Questions pour la plupart difficiles (voire tres difficiles) et tres peu traitées. La question
Q36 I'a été un peu plus que les autres, notamment par des copies plutét faibles, les candidats pensant
se trouver face & une question simple de début de partie (ce qui n’est pas le cas). Dans ces questions, le
jury a veillé a valoriser les bonnes idées.

Conclusion

A T’éerit, il est absolument primordial de veiller & avoir bien répondu & toutes les parties d’une question
et & avoir bien cité toutes les hypotheéses des théoremes utilisés. Le correcteur, a I’écrit (contrairement a
I’examinateur, & loral), ne peut interroger le candidat afin de lui demander d’étayer ses affirmations ; il
faut donc que tout soit dit sur la copie. Par exemple, on pourra regretter cet oubli fréquent d’établir la
structure de sous-espace vectoriel afin de conclure a la structure de sous-algebre. C’est ainsi que beaucoup
risquent de se retrouver dégus de leur note, ayant eu 'impression de traiter de nombreuses questions du
sujet, alors que la plupart des réponses sont incompletes.

Nous tenons également a rappeler la plus-value importante qu’apportent une rédaction soignée et une
copie bien présentée. Et ce, a double titre :

— sur le fond, un certain manque de soin ou une rédaction précipitée fait manquer des points importants
de la question ou certaines subtilités, c’est ainsi que beaucoup ont négligé certains aspects de la notion
de sous-algebre, de vérifier la validité des contre-exemples proposés, ou ont confondu diagonalisation
et co-diagonalisation ;

— sur la forme, I'impression laissée au correcteur par une copie négligée est forcément négative. Pour
éviter tout désagrément, nous recommandons aux candidats de soigner leur écriture ; de limiter les
ratures, d’éviter de multiplier les inserts plus ou moins lisibles et d’écrire dans un frangais correct.

Méme si le jury n’a retenu aucun item de baréme portant explicitement sur ces derniers points de forme,
I’impression globale s’en ressent et ce facteur finit par avoir une influence, consciente ou non, sur la note
attribuée.

Enfin, il n’était pas nécessaire de se précipiter et de traiter un nombre impressionnant de questions pour
obtenir un tres bon total : il suffisait de procéder avec soin, dans un esprit scientifique empreint de rigueur
et de précision. Les bonnes et trés bonnes copies sont, presque sans exception, de cette espece.
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Le sujet est composée de trois parties.

Dans la partie I, on définit une suite (¢, ), d’entiers naturels via le développement en série entiére d’une fonction
auxiliaire et on s’intéresse en particulier & la suite extraite (o, ), formée des termes de rang impair.

Dans la partie II, on détermine un équivalent, lorsque n tend vers l'infini, de v, ; en faisant appel a des outils
analytiques et notamment a la fonction zéta de Riemann.

Dans la partie III, on définit les permutations alternantes. On procede d’abord a leur dénombrement, avant de
s’intéresser a des aspects probabilistes.

La partie II fait appel, tres ponctuellement, a des résultats de la partie I. La partie III utilise des résultats des
parties I et II.

I Introduction d’une fonction auxiliaire

Soit 'intervalle I = ]—m/2,7/2[. On consideére la fonction f définie sur I par

sinz + 1

On note f la dérivée d’ordre n de f et, par convention, f(© = f.

I.A — Dérivées successives
Q1. Exprimer les dérivées f/, f” et ) & l’aide des fonctions usuelles.
Q2. Montrer qu'il existe une suite de polynomes (P,), oy & coefficients réels telle que
P, (sinx)
VneN, Vo el "(z) = L—— X

On explicitera les polynémes F,, P, P,, P; et, pour tout entier naturel n, on exprimera P, ; en fonction de P,
et P’.
n

Q 3. Justifier que, pour tout entier n > 1, le polyndéme P, est unitaire, de degré n et que ses coefficients
sont des entiers naturels.

Q 4. Montrer
Vo el, 2f(z) = f(x)? + 1.
Pour tout entier naturel n, on pose a,, = f™(0) = P,(0).
Q 5. Montrer 2aq = ozg +1et
Vn € N¥, 20,1 = i (Z) 00, .
k=0

I.B — Développement en série entiére

- .y a
On note R le rayon de convergence de la série entiere E —’:xn et g sa somme.

neN
Q 6. A T’aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer
S
VN €N, Yz € [0,7/2], Z% o' < f(a).
"= 121
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Q. En déduire la minoration R > 7/2.

Q 8. Montrer
Ve el, 29’ (z) = g(x)? + 1.
Q9. Montrer
Ve el, f(z) = g(x).
Considérer les fonctions arctan f et arctan g.
Q 10. En déduire que R = /2.
I.C — Partie paire et partie impaire du développement en série entiére

Q 11.  Justifier que toute fonction h : I — R s’écrit de fagon unique sous la forme h =p+i avec p: I — R
une fonction paire et i : I — R une fonction impaire.

Q 12. En déduire

+00 @ 1 +00 o
Ve, tan(z) = il g2+ et = n_g2m,
() ; (2n +1)! cos T ; (2n)!

On note ¢ la fonction définie sur I par t(x) = tan(z).
Q 13.  Pour tout entier naturel n, exprimer ¢™ (0) en fonction des réels («;);cy-
Q 14. Rappeler, sans justification, I'expression de ¢’ en fonction de .

Q 15. En déduire

) - 2n
Vn € N*, Qopiq = Z <2k _ 1) Qop 1Ok 1-
k=1

IT Equivalent de o, 41

II.A — La fonction zéta

+00
1
Pour tout s > 1, on pose C(s) = Zl ol
n=
Q 16.  Montrer que ( est continue sur |1, +oo].
+00 1
Q 17.  Encadrer Z — par deux intégrales et en déduire lim ((s) = 1.
poo ns s—+00

Q 18. Déterminer C(s) tel que

Vs €1, +o0],

hgH
3
—
)
ol

| 1=
—
NI

w

I

Q
—

w
S~—
Ny
—~

w
=

k=1
II.B — Une formule pour la fonction cosinus
/2

Pour tout entier naturel n et tout réel x, on pose I, (x) = /cos(?xt)(cos )™ dt.

0

Q 19. Montrer

4z” —1 4x”\ 1, I
Vn € [2,400[, Yz €R, <1 — i) I,(z)= nn I, 5 (x) et (1 — i) (2) = L(x)
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Q 20. Montrer

I n 2
Vn € N*, Vo € R, sin(rx) = mx () 1-Z.
IZH(O) k=1

Q 21. En déduire

1 I4n(2m) I?'rL(O)

Vn € N*, Vz €]0,1], cos(mx) = 57,0 I.(2)
4n 2n ;

=

([

—

N

—

DO

’U%
| |8
[V}

—_

N

[V

N—

II.C — Un autre développement de tangente
Dans toute cette sous-partie II.C, on pose J = [0,1/2[ et, pour tout entier naturel n et tout réel x de J,

+00 +0o 92p+1,.2p—1
Sn(x)zz<z W)

p=1 \k=n+1

Q 22. Montrer

R 1 1 1
Vn € N*, Vs €]1,+oq], < .
L:ZH 2k —1) ~ 2(s—1) (2n —1)s!
Q 23.  Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction S, est définie sur J.
Q 24. Montrer que la suite (S,) converge simplement sur J vers la fonction nulle.

Q 25.  En dérivant « > In(cos(mz)), montrer

o (22) I (z) I S 1
Vo e J, 7tan(rr) = — =2 o4
I, (2x)  Iy,(z) ; (2k—1)2 42
(2k —1)2

Q 26. Montrer

21! (20) I (1) &
‘[471(233) IQn(m)

Vn e N*, Vo € J, mtan(mx) + S, (z) =

Q 27.  Montrer 'inégalité t cos(t) < sin(t), pour tout ¢ de [0, 7/2].

Q 28. En déduire

Vn € N*, Vz € [0,1], 0<—I'(z) < —1I,(x)
n

. 011 Ia limite i I (x)
puis, pour z € [0, 1], la limite 7H1rl100 1)

Q 29. En déduire I’égalité

+00
Vo e J, 7tan(rx) = Z 2(2% — 1) ¢(2p) L.
p=1

II.D — Un équivalent de o,

Q 30. Montrer

2(222 — 1) (2n + 1)

Vn € [Nv Qopt1 = r2n+2

¢(2n +2).

Q 31. En déduire un équivalent de o, lorsque n tend vers l'infini.
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2019-03-26 11:18:34 Page 3/4 (D) BY-NC-SA ]



2019
II1 Permutations alternantes

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et soit (xy, s, ...,x,) une liste de n nombres réels. On dit que la liste

- s n
(xq,...,x,) est alternante montante si (—1)'(x; — z,_;) > 0 pour tout ¢ € [2,n]. On dit qu'elle est alternante

descendante si (—1)'(z; — x;_;) < 0 pour tout i € [2,n].

Autrement dit, la liste (zy,...,z,) est alternante montante si elle vérifie les inégalités x; < xy > x5 < T4 > -~
Elle est alternante descendante si elle vérifie les inégalités inverses.

Par exemple, (1,5,3,11,8,9) est alternante montante car 1 <5 >3 < 11 > 8 < 9et (7,4,5,2,12) est alternante
descendante car 7 >4 <5 > 2 < 12.

On dit qu’une permutation o de ensemble [1,n] est alternante montante (respectivement alternante descen-
dante) si la liste (0(1),...,0(n)) est alternante montante (respectivement alternante descendante).

Par exemple, avec n = 7 et en représentant toute permutation o par la liste des images (o(1),...,0(7)), on
constate que (1,5,4,6,2,7,3) représente une permutation alternante montante et (3,2,6,4,7,1,5) une permu-
tation alternante descendante.

III.A — Dénombrement des permutations alternantes
Q 32.  Déterminer les permutations alternantes montantes de [1,n] pour n =2, n =3, n =4.

Q 33. Montrer, pour tout n > 2, que le nombre de permutations alternantes montantes est égal au nombre
de permutations alternantes descendantes.

Sin > 2, on note G, le nombre de permutations alternantes montantes de [1,n], et on convient que 3, = 3, = 1.

Q 34. Soient k et n deux entiers tels que 2 < k < n et A une partie & k éléments de [1,n]. On considere les
listes (xq, ..., x;,) constituées de k éléments deux & deux distincts de A. Montrer que le nombre de ces listes qui
sont alternantes montantes est égal a f3;..

Le nombre de celles qui sont alternantes descendantes est le méme, mais on ne demande pas de le justifier.

n
n
Q 35.  Montrer, pour tout entier n > 1, 23, ., = Z (k) BBk
k=0

Pour k € [0,n], dénombrer les permutations o alternantes (montantes ou descendantes) de [1,n + 1]
telles que o(k +1) =n+ 1.

Q 36. En déduire que 5, = o, pour tout n € N.
ITI.B — Permutations aléatoires

Pour tout entier n > 2, on munit 'ensemble ©,, des permutations de [1,7n] de la probabilité uniforme. On note
p,, la probabilité qu'une permutation dans 2, soit alternante montante. On convient de plus que p, = p; = 1.

Q 37.  Montrer que la suite (p,) tend vers 0. Donner un équivalent de p,,,; quand n tend vers I'infini.
On définit une variable aléatoire M, sur ), en associant a toute permutation o € Q, Uentier M, (o) tel que :

— M, (o) =2sio(1) > 0(2);
— M,(0) =3sio(l) <a(2) < o(3§ ;

— My (o) =4sio(1) < o(2) > 0(3) > o(4) ;

n

— M, (c) =n+1si o est alternante montante.
En d’autres termes, M, (o) = k+1, ot k est le plus grand entier tel que (o(1),...,0(k)) soit alternante montante.
On note E(M,,) l'espérance de M,,.

Q 38.  Pour tout ¢ € [0,n], montrer P(M, >1i) = p,.

in(1)+1
Q 39.  Exprimer E(M,,) en fonction de py, py, ..., p,. En déduire lim E(M,) = sin( ><1+)_
n—00 (¢0)]

oo 0o[[Ne oo
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Mathématiques 2

Présentation du sujet

Le sujet de cette année propose de démontrer des résultats classiques sur les valeurs de la fonction ¢ aux
entiers pairs et ses liens avec le développement en série entiere de la fonction tangente. La question Q30
donne un résultat complet sur les {(2n) — les ((2n + 1) étant encore aujourd’hui le sujet de nombreuses
conjectures. Enfin, une relation avec un probléme de dénombrement (suites alternantes d’entiers distincts)
donne ’occasion de calculer des probabilités. De nombreuses parties importantes du programme d’analyse
sont ainsi abordées : intégrales dépendant d’un parametre, formule de Taylor, séries entiéres, équations
différentielles, intégration par parties, variables aléatoires discrétes.

Outre les connaissances testées, certaines questions demandent un minimum d’imagination tandis que
d’autres exigent soin et persévérance dans les calculs.

Analyse globale des résultats

Si on ne discerne pas de lacune particuliere dans la formation des candidats, il reste que certains points
apparaissent mal maitrisés des lors qu’il faut s’écarter des applications les plus communes. Beaucoup
d’erreurs semblent simplement provenir d’un défaut de pratique de certains aspects: erreurs dans la
manipulation des indices ou des variables, bornes des domaines de définition ou de validité des formules,
calculs algébriques sur les fonctions trigonométriques. Cela sera détaillé au niveau de chaque question
dans ce qui suit.

C’est surtout dans ce qu’on appelle « la forme » que des progres importants restent a faire. Trop de
candidats répondent aux questions par une série d’égalités sans autre commentaire qu'une phrase de
conclusion. Il est au contraire essentiel de justifier chaque étape d’'une démonstration par un bref appel
aux résultats du cours ou du probleme. Dans ce dernier cas, on doit impérativement donner le numéro
de la question invoquée, méme si elle est trés proche. Cela va bien au-dela d’une simple question de
présentation et méme au-dela de la seule mention des idées classiques utilisées. Ainsi qu’on peut le voir
pour certaines questions du probléeme de cette année (cf. partie III) la verbalisation d’idées simples mais
pas forcément banales est une compétence essentielle.

Sur la présentation strictement matérielle on ne peut que réitérer le conseil d’utiliser une présentation
claire avec des encadrés intelligemment choisis, sans parler de 'utilisation d’une encre assez foncée.

Les remarques qui précedent et celles qui vont suivre ont pour but d’aider les candidats moyens a améliorer
substantiellement leur prestation.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

I Introduction d’une fonction auxiliaire

I.A — Dérivées successives

Q1. Les candidats gagneraient a simplifier progressivement leurs calculs. La suite du sujet permettait
d’orienter la simplification vers une suppression des cos .

Q2. Confusion fréquente entre P(sinz) et P X sinx. On remarque une maladresse a passer de polynémes
en sinz a des polyndmes en X.

Mathématiques 2 6 juillet 2019 19:53 1
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Q3. Tres peu de justifications que les coefficients sont positifs ou nuls, ce qui demandait un calcul explicite
des coefficients.

Q5. Il n’est pas vrai que toute assertion dépendant d’un entier se démontre par récurrence ! Il est impor-
tant de parler ici de formule de Leibniz, sans quoi il n’est pas clair du tout pour le lecteur de deviner la
méthode employée.

I.B — Développement en série entiere

Q6. Beaucoup d’erreurs dans la formule de Taylor avec reste intégral. Certains utilisent la positivité
de f invoquant le fait que P, est a coefficients strictement positifs, méme s’ils ont négligé ce point
auparavant.

Q7. Ici il convient de considérer Zn %x” simplement comme une série et il est crucial qu’elle soit &
termes positifs, sans quoi le fait que les sommes partielles sont bornées est a priori sans conséquence. On

it bien s la impli Zxg™), est toujours borné 0,7/2[ et en dédui
pourrait bien sftir arguer que cela implique que (Z2"),, est toujours bornée pour x € [0, 7/2[ et en déduire
que la série entiere converge sur ce méme intervalle ouvert... mais on n’a pas vu cet argument.

Q8. Les formules de dérivation terme a terme et du produit de Cauchy sont rarement justifiées.

Q9. Ne pas oublier de considérer les conditions initiales. Notons que le théoréeme de Cauchy linéaire (le
seul au programme) ne s’applique pas ici (y’ = F(y) avec F' non linéaire).

Q10. Le fait que f n’a pas de limite finie en 7/2 ne prouve rien & priori sur la convergence de la série. Le
bonne approche consistait a raisonner par ’absurde.

|.C — Partie paire et partie impaire du développement en série entiére

Q11. Une question généralement bien traitée. Des confusions toutefois chez certains candidats qui y
voient une question sur les séries entieres ou ignorent le sens de fonctions « paires » et « impaires ».

Q12. Idéalement, il faudrait justifier pourquoi la partie paire/impaire d’une fonction développable en série
entiere est donnée par la somme des termes pairs/impairs de son développement. On pouvait d’ailleurs
calculer f(x) 4 f(—=x) et simplifier pour obtenir les formules attendues.

Q13. Le taux d’échec a cette question a été une grande surprise pour les correcteurs. Les candidats
font preuve d’une grande maladresse pour interpréter la formule qu’ils viennent de démontrer et oublient
qu’on ne leur demande qu’une valeur en 0. De nombreuses confusions d’indice, le méme entier étant appelé
indifféremment n ou 2n + 1 dans la méme égalité.

Q15. Ici il est important d’expliquer ce que ’on fait, calculer ne suffit pas. Un raisonnement expéditif « par
analogie avec Q5 » n’était certes pas suffisant, mais il était bienvenu d’alléger les calculs en expliquant
la similarité avec ceux de Q5.

IT Equivalent de Oyt

II.A — La fonction zéta

Q16. Le théoréeme de continuité des séries de fonctions est bien connu des candidats. Attention & la
convergence uniforme, seulement sur tout segment ici, ce qui n’implique pas la convergence uniforme sur
|1, +00o[ mais suffit pour la continuité. Un nombre appréciable de candidats rappellent le caractere local
de la continuité.

Q17. Bien traitée, parfois accompagnée de dessins trés bienvenus. Quelques erreurs récurrentes : inégalités
dans le mauvais sens, primitives incorrectes, oubli de passer a la limite.

Q18. La majorité des copies ont tenté d’extraire C(s) par inversion du produit de Cauchy ; la séparation
en pair/impair ne pose pas de probléme de fond ici (série & termes positifs), mais cette étape mérite tout
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de méme une justification. Erreur fréquente : { n’est pas une somme de série entiére, en tout cas pas sous
la forme donnée.
I1.B — Une formule pour la fonction cosinus

Q19. Le cas des intégrales de Wallis semble inspirer les candidats, qui posent généralement les bonnes
intégrations par parties. La seconde nécessite un soin particulier sur les signes et les facteurs x et 1/n. 11
était possible d’éviter de traiter séparément le cas x # 0, en intégrant 2*I, , par exemple, ou en justifiant
la continuité en x = 0 ; la plupart des copies n’ont pas vu cet écueil.

Q20. Le « télescopage » aurait mérité une rédaction plus soigneuse, la formule étant fournie de toute
fagon. Erreur fréquente dans le calcul de Ij(x): sin(mz)/7 au lieu de sin(mz)/2z (confusion entre la
variable d’intégration ¢ et le parametre x).

Q21. Question d’un abord difficile, contournée par la plupart des candidats.

I1.C — Un autre développement de tangente
Q22. Question ou on reprend avec succes la méthode de Q17.

Q23. Question difficile car légerement différente des questions classiques sur les séries. La positivité des
termes pouvait simplifier les considérations mais cela a été peu vu.

Q24. Erreur tres fréquente : interversion somme-limite non justifiée.

Q25. Pas de difficulté notable mais un manque de soin dans la rédaction (quantificateurs, simplifications
hétives, signes, emploi des questions précédentes), alors que la formule est donnée.

Q26. Tres peu abordée.

Q27. Question facile mais parfois baclée.

Q28. La plupart des copies qui abordent cette question se limitent & déduire le second point du premier.
Q29. La formule étant donnée, il est dommage que les candidats ne justifient que trés peu (voire pas)
I’emploi des questions précédentes, en particulier quand il s’agit de passer de x a 2x dans les formules.
[1.D = Un équivalent de oy,

Q30. Un beau résultat hélas peu abordé.

Q31. Presque aucun candidat n’essaye de simplifier ’équivalent de Stirling appliqué & (2n + 1)L

IIT Permutations alternantes

I1I.A — Dénombrement des permutations alternantes
Q32. Beaucoup ne trouvent que 4 permutations alternantes montantes pour n = 4.

Q33. La solution générale consistant a remplacer a;, par n — a; + 1 n’a été apercue que dans les toutes
meilleures copies. Beaucoup de candidats pensent plutot a inverser ’ordre des a;, certains réalisant alors
que cela ne fonctionne que pour n pair. Pour n impair, le processus qui consiste & envoyer une permutation
alternante (a;, ay, ..., a,) sur celle des deux permutations (a,,, a,, ..., a,_;) ou (ay,...,a,,a,) qui est aussi
alternante est effectivement une involution qui échange les descendantes et les montantes mais aucun

candidat ne le justifie.

Q34. Il s’agissait de réindexer dans ’ordre strictement croissant de valeurs ; souvent les copies se contentent
d’étiqueter arbitrairement les éléments.
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Q35. Rarement abordée mais quelques bons arguments. Les candidats ont des difficultés pour décrire des
opérations finalement peu classiques, la justification du facteur 2 étant particulierement malaisée.

Q36. La récurrence (forte!) était simple a rédiger, raison de plus pour ne pas ’expédier d’un « par une
récurrence immédiate ». Importance ici de bien citer les questions invoquées.

I11.B - Permutations aléatoires

Questions peu abordées.

Conclusion

Outre les recommandations déja données en introduction, on ne peut que conseiller de lire chaque partie
du sujet avant d’essayer de résoudre les questions. La vue d’ensemble ainsi obtenue est souvent une bonne
source d’inspiration.

Les résultats de cette année montrent une dispersion marquée avec un quart supérieur assez étalé culmi-
nant en quelques trés bonnes copies.

En conclusion, sur un énoncé qui testait des aspects variés du programme de PC, on ne releve pas de
lacune particulierement récurrente. C’est plutot le niveau de familiarité, ou simplement de pratique, des
théoremes et des méthodes qui semble faire la différence entre les candidats.
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Objectifs et notations

0 0?
Ce probléme étudie quelques aspects de ’équation de diffusion (1) : a—{(t, x) = a—f(t7 x).
x
Cette équation modélise I’évolution au cours du temps de la température le long d’une barre métallique unidi-
mensionnelle, ou encore 1’évolution au cours du temps de la concentration d’une espéce chimique (par exemple

un polluant dans une rivieére assimilée a laxe des x).
Le probleme est constitué de quatre parties.

— La partie I permet de démontrer quelques résultats sur la transformée de Fourier d’une fonction continue et
intégrable sur R. Ces résultats sont utilisés dans la partie II.

— La partie II aboutit & la résolution de I’équation (1) lorsqu’on impose & la solution f d’étre de classe €2 et
de vérifier certaines conditions.
— La partie III étudie la stabilité du schéma numérique correspondant a la discrétisation de t et de z.

— La partie IV fournit une interprétation probabiliste du parametre qui détermine la stabilité étudiée dans la
partie III.

Les parties III et IV sont indépendantes des parties I et II et largement indépendantes entre elles.
On désigne par 6’2([1?: x R, R) I'ensemble des fonctions de R x R dans R, de classe C2.

Pour toute fonction A définie sur R} x R, pour tout réel ¢, > 0, on note h(ty, ) la fonction partielle x - h(ty, x)
définie sur R ; de méme, pour tout réel x,, on note h(-,z,) la fonction partielle ¢ = h(t,z,) définie sur R .

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on note [[a,b] I'ensemble des entiers k vérifiant a < k < b.
R—R

. 1 ( x2 ) )
T ——exp | ——
oV 2T P 202

Pour tout réel ¢ > 0, g, désigne la fonction g, :

I Préliminaires

Dans cette partie, on fixe un réel strictement positif o.

I.A - Quelques propriétés de g,
Q1. Montrer que g, est intégrable sur R.
too +o0
Q 2. En admettant que / exp(—a?)dz = /7, donner la valeur de / 9o () da.
—o0 —o0
Q 3. Etudier les variations de 9,- Montrer que la dérivée seconde de g, s’annule en changeant de signe en

exactement deux points. Donner l'allure de la courbe représentative de g, et placer les deux points précédents.

I1.B — Soit f une fonction de R dans C, continue et intégrable sur R.
—C
4. M Gel &, la fi i 5t inté 1 R.
Q ontrer que, pour tout réel &, la fonction 2> f(z) exp(—i2ntx) est intégrable sur

R—C

+oo
On définit alors la fonction F(f) : £ /f( ) (—i2ntz) da’
x) exp(—i2néx) dx

On dit que F(f) est la transformée de Fourier de f.
Q 5. Montrer que F (f) est continue sur R.

I1.C - Soit f une fonction de R dans C, de classe €. On suppose que f et sa dérivée f’ sont intégrables
sur R.
Q 6. Montrer que f tend vers zéro en +o0o et en —oo.

Q. Montrer que, pour tout réel & F(f")(&) = 2in& F(f)(§).

I1.D -

Q 8. Montrer que, pour tout entier naturel p, la fonction x — x2? exp(—2?) est intégrable sur R.
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+00
On note M, = / 2P exp(—2?) du.
—0o0
Q9. Pour p entier naturel, donner une relation entre M, et M, et en déduire que, pour tout p € N,
i, = YA
22pp!
Q 10.  Montrer que, pour tout réel &, il existe une suite réelle (c,(€)),ey telle que
+o0o
Ve R, exp(—x?) cos(2néx) = Z ¢, (€) exp(—a?)a??
p=0
+oo
Q 11. En déduire que, pour tout réel &, / exp(—x?) exp(—i2réz) dz = /mexp(—m2£?).

—0o0

1
Q 12. On pose o’ = Py Montrer qu'’il existe un réel p tel que F(g,) = pg, -
o

La valeur de p n’est pas a expliciter.

II Equation de diffusion avec une condition initiale gaussienne
Dans cette partie, o désigne un réel strictement positif. On cherche les éléments f de (32([R: x R, R) vérifiant

i. Déquation de diffusion: V(¢,z2) € R* x R g(t x) = ﬁ(t x);
N q * Y + Y 8t ) - axz ) )

ii. les trois conditions de domination : pour tout réel T' > 0, il existe des fonctions ¢p, xp et ¥ de R dans R,
continues et intégrables sur R, telles que

|f(t,2)] < ¢pla)

of
Vte]0,T[, VzeR, a(t’x)’ < xr(2)
o2 f

@(ta )

< Yp(w)
iii. la condition aux limites : V& € R, 1i1(r)1 ft,z) =g, (x).
t—0"

R* xR — R
(t,2) = g, foia (€)

On admet que cette fonction vérifie également les trois conditions de domination ii. L’objectif est de démontrer
que c’est la seule fonction de classe €2 sur R? x R vérifiant i, ii et iii.

Q 13. Montrer que la fonction vérifie les conditions i et iii.

Pour cela, on note f une fonction qui vérifie i, ii et iii.

II.A —

Q 14.  Justifier que, pour tout réel t > 0 et tout réel &, la fonction = +— f(¢, z) exp(—2in€x) est intégrable

sur R.
+00

On définit alors la fonction f sur RY x Rpar: V(t,§) € R xR, f(t,6) = / f(t, z) exp(—i2néx) dx.
Avec les notations de la partie I, on a ainsi, pour tout réel ¢t > 0, f(t, ) =F(f(t,-)).
Q 15.  Montrer que, pour tout nombre réel &, lirél+ f(t, &) =g,(6).

t—

On pourra utiliser une suite quelconque (%,,),,c) de réels strictement positifs convergeant vers zéro.

of

Q 16. Montrer que, pour tout réel £ et tout réel t > 0, 3

+oo
(t,6) = / %{ (t, ) exp(—i2nEx) da.

+o0
0 0
Q 17.  En remarquant que / a—‘:(t,w) exp(—i2néxr)de = F (a—{(t, )) (&) et en utilisant la question 7, mon-
% R
0 .
trer que, pour tout réel £ et tout réel t > 0, a—{(t,f) = —Am2E2f (¢, €).
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II.B -

Q 18.  Montrer que, pour tout § € R, il existe un réel K (£) tel que pour tout ¢ € R?, f(t7 €) = K(€) exp(—4m2£2t).
Q 19. En utilisant la question 15, déterminer, pour tout réel &, la valeur de K ().

II.C -

Q 20. En déduire I'existence d’un réel v, tel que, pour tout réel £ et tout réel ¢t > 0,
f(t,€) = v, exp(—272(0? + 2t)€?)

Q 21.  Donner la valeur de v,.

On admet le résultat suivant :

si u et v sont des fonctions de R dans R, continues et intégrables sur R et vérifiant F(u) = F(v),
alors u = v.

Q 22.  Soit ¢ un réel strictement positif. Déduire des questions 20 et 12 I'existence d'un réel A, , tel que
ft) = M o9yarran
R — R

+00

23. Montrer que la fonction I : est constante.
Q 4 t / f(t,z)dx

—00

On pourra utiliser le résultat de la question 17.
Q 24. En déduire que, pour tout réel ¢ strictement positif, f(¢,-) = /Nt

IIT Etude numérique
Dans cette partie, on étudie, du point de vue numérique, un certain probléme de diffusion.
On fixe une fonction f, continue sur R, x [0,1] et de classe €* sur R* x ]0,1[, vérifiant 'équation de diffusion

0 0?
V(t,z) € R% x]0,1], a—{(t,x) = 8—96];(15,1‘)

ainsi que les conditions aux limites
VteR.,  f(L0) = f(t,1) =0
On suppose connue la fonction f(0,-) et on se propose d’étudier une méthode de calcul numérique de f.

LA -
F(t+8,2) = f(t.x)

Q25. SoitteR,etxe 10, 1[. Donner la limite, quand 6 tend vers zéro, de

. . flte+h)—2f(t,x) + ft,e —h) _ O*f
Q 26.  Soit t € R* et x €]0,1[. Montrer que }lg% 2 = @(x,t).
III.B —  Soit 7 un réel strictement positif et ¢ un entier naturel supérieur ou égal a 2.
0 b= etr= "
n pose § = et r=—.
P qg+1 62

La méthode numérique retenue consiste a discrétiser ¢ selon le pas 7 et x selon le pas §, ce qui améne a chercher
une valeur approchée de f(n,kd), notée f, (k), pour n € N et k € [0,q+ 1].
Compte tenu des questions 25 et 26, I’équation de diffusion et les conditions aux limites conduisent a imposer,

k) — k k+1)—2f (k k—1
pour tout entier naturel n et tout k € [1,q], Fuia (k) = £ (F) = fulk+1) fgz( )+ ful ) ainsi que

fn,00) = f,(g+1)=0et fy(k) = f(0,kd) (on rappelle que la fonction f(0,-) est supposée connue).

(fn(l))
Pour n € N, on pose F,, = : .
fala)

On note I, la matrice identité d’ordre g, et on définit la matrice B carrée d’ordre g par

01 0 - = 0
1 0 1 0 :

0 1 RS
B=1, 1 0
1 0 1
0 0 1 0
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Ainsi, pour tous 4, j dans [1, ¢, le coefficient de place (i,5) de B est égal & 1 si |[i —j| = 1 et & 0 sinon.
Enfin, on pose A = (1 —2r)I, +rB.
Q 27.  Montrer que, pour tout n € N, F,, ., = AF,,.
Q 28.  Justifier que les matrices A et B sont diagonalisables sur R et que, pour tout n € N, F,, = A" F},.
Q 29. Montrer que la suite (F),),cn €st bornée quel que soit le choix de Fj si et seulement si les valeurs
propres de A appartiennent & [—1,1].

1131 ) un vecteur propre associé.

Yq

Q 30. En considérant un coefficient de Y dont la valeur absolue est maximale, montrer que A\ € [—2,2] et
justifier existence d’un élément 6 de [0, 7], tel que A = 2 cos¥.

Soit A une valeur propre de B et soit Y = (

Q 31.  Montrer que, si on impose yy = y,;; = 0, alors, pour tout k € 1,4l yr_1 — Ay + ypyq = 0.

Q 32. En déduire qu’il existe j € [1,¢] tel que A = 2cos jjl'
q

Q 33. Déterminer le spectre de B et une base de vecteurs propres de B.

Q 34. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur r pour que la suite (F},),,, soit bornée quels
que soient les choix de g et de Fj,.

On dit alors que le schéma numérique retenu est stable.

IV Equation de diffusion et marche aléatoire

Le déplacement d’une particule dans une direction donnée sous ’action des chocs avec les particules voisines
peut se modéliser par des déplacements successifs a droite ou a gauche équiprobables, d’une quantité strictement
positive §, qui interviennent & intervalles de temps réguliers, le temps entre deux chocs étant égal & 7 > 0.

Une variable aléatoire est dite de Rademacher si elle est & valeurs dans {1,—1} et si elle prend les valeurs 1
et —1 avec la méme probabilité 1/2.

Soit (X,,),en une suite de variables de Rademacher mutuellement indépendantes, définies sur un espace proba-
bilisé (2, A, P).
n
On note, pour tout entier n > 1, S, = Z X
j=1

Ainsi, la variable aléatoire §5,, modélise la position de la particule au temps nr.

1 n
IV.A - Pour tout n € N*, on pose Y,, = §(Xn +1)et Z, = E Y.
pi

Soit n € N*.
Q 35. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y, et celle de la variable aléatoire Z,,.
Soit k un entier tel que —n < k < n.

Q 36.  Montrer que, si n et k ne sont pas de méme parité, alors P(S,, = k) = 0.

n
On rappelle que ( > désigne le coefficient binomial « j parmi n ».
J

1
Q 37.  Mountrer que, si n et k sont de méme parité, P(S, = k) = ((k; +nn)/2> TR

IV.B — Pour z réel, on note |z| la partie entiére de z.

Q 38. Pour tous réels § > 0 et 7 > 0, calculer V <5SL1/TJ)’ variance de la variable aléatoire 55[1/7J.
2
39. Montrer que, pour tout réel 6, V(465 est équivalent a —, lorsque 7 tend vers 0 par valeurs
[1/7]
-
supérieures.
Q 40. Pour tout n € N* et tout k € Z, en posant p, (k) = P(S,, = k), montrer que

T 27 52

Q 41. En déduire une interprétation probabiliste de la condition de stabilité étudiée a la partie III.

oo oe[[Ne oo
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Mathématiques 1

Présentation du sujet

2
Ce sujet étudie sous plusieurs angles 1’équation de diffusion (1) : g(t,x) = %(tw) ou f est
une fonction de classe C? sur R’ x R. La partie I étudie quelques propriétés de la transformation
de Fourier d’une fonction continue et intégrable sur R. La partie II établit ’existence et I'unicité
d’une solution de (1) lorsqu’on impose certaines conditions a la fonction f. La partie III étudie
la stabilité du schéma numérique associé a (1) correspondant a la discrétisation de ¢ et de z. La
partie IV donne une interprétation probabiliste du parametre qui détermine la stabilité étudiée a

la partie III.

Le sujet aborde, autour de la problématique de 1’équation de diffusion, de nombreux points du pro-
gramme. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2, études de fonctions, calculs de dérivées, équations
différentielles, développements limités, raisonnements par récurrence, lois de probabilité usuelles
pour le programme de PCSI; intégrabilité, changements de variables, intégrales a parameétres,
convergence dominée, séries entieres, séries de fonctions, fonctions de plusieurs variables, diagonali-
sation pour le programme de PC. Les difficultés sont graduelles et bien aplanies mais de nombreuses
questions sont rédigées de telle sorte que le candidat soit amené a construire seul le raisonnement
et argumentation. Une grande partie du probléme est consacrée a la transformation de Fourier et
aux raisonnements spécifiques de l'intégration faisant appel aux dominations.

Analyse globale des résultats

La problématique du sujet est au coeur des préoccupations de la classe de PC et 'approche par
différents thémes (transformée de Fourier, discrétisation, marche aléatoire) devait permettre aux
candidats de réinvestir les résultats du cours et de construire des raisonnements. Le premier constat
concerne une accentuation de ’hétérogénéité des niveaux, et un fort étalement des notes. On trouve
de nombreuses trés bonnes copies de candidats qui ont bien compris ce que 'on attend d’eux, a
savoir une argumentation serrée, une mise en ccuvre des schémas de raisonnements standards, une
rédaction soignée, et surtout qui ont bien compris les notions sous-jacentes. A T'opposé on trouve
un trop grand nombre de candidats de tres faible niveau avec de trés grosses lacunes et un manque
de savoir-faire sur les techniques fondamentales des mathématiques. Pour ces candidats le travail
fourni dans la discipline est treés insuffisant.

La notion d’intégrabilité est mal comprise par au moins un quart des candidats, ce qui sur ce sujet
est souvent rédhibitoire. Par ailleurs, bien que les hypothéses des grands théoremes d’intégration
soient connues, leur mise en place est souvent hasardeuse. Comprendre ce que signifie le mot « in-
tégrable », utiliser les grands théorémes — convergence dominée, dérivation sous le signe intégrale,
intégration terme a terme — cela constitue I'un des objectifs fondamentaux du programme de PC
et a ce titre ce sujet constitue un recueil de ces savoir-faire. Notons également, mais ce n’est pas
nouveau, que la gestion des nombres complexes pose de gros problemes, notamment la notion de
module. Concernant les compétences en calcul, encore une fois les niveaux sont hétérogenes, mais
I'impression générale qui se dégage est plutdt satisfaisante.

Dans ce sujet il fallait plusieurs fois vérifier un résultat donné dans le texte : il faut mettre en garde
les candidats sur le fait que dans ce cas, une réponse non argumentée, voire mensongere, entraine
évidemment une pénalisation qui peut étre effective, ou se traduire par un doute systématique
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sur la suite de la copie. Concernant la capacité a rédiger une solution rigoureuse, on constate que
de nombreux candidats ont bien compris qu’il fallait argumenter sérieusement, mais il s’agit bien
entendu d’utiliser des arguments convaincants, et a cet égard certaines questions sont révélatrices
du niveau de rigueur des candidats. Ainsi, les candidats trop pressés d’avancer finissent par le payer
assez cher en perdant un point ou deux sur chaque question souvent pour des arguments qu’ils
connaissent mais oublient de citer, et tout cela cumulé peut faire un quart de la note finale. De
plus, des points de bonus ont été accordés aux candidats faisant preuve de soin et de rigueur dans
la rédaction des questions délicates.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

I Préliminaires

Q1. Cette question a donné lieu a des réponses surprenantes concernant la notion d’intégrabilité.
On rencontre plus souvent que les années précédentes des erreurs graves : si la fonction converge
vers 0 en 400, ou y admet une limite finie, alors 'intégrale est « faussement impropre en 400 » ; une
fonction bornée comme par exemple x  exp(ix) est intégrable sur R ; le produit de deux fonctions
intégrables est intégrable.... La continuité de la fonction g, est souvent omise ou seulement citée
sur lintervalle [—1,1] ; la comparaison & la fonction = + 1/2% nécessite d’indiquer que cette
fonction est intégrable sur [1,+o00[ (et non sur R comme on le voit parfois). Attention la fonction
x > exp(—2?) ne fait pas partie des fonctions intégrables de référence du programme et étre « du
type exp(—z™) » n’est évidemment pas un argument recevable !

Q2. L’oubli de justification de 1’éligibilité pour le changement de variable dans I'intégrale généra-
lisée est pénalisé. Il ne faut évidemment pas se contenter de poser u? = x2/(20?), ce qui & priori
n’a pas de sens.

Q3. 11 faut justifier que la fonction g, est bien de classe C? avant de se lancer dans les calculs.

Q4. On voit parfois qu’une fonction bornée, comme par exemple = > exp(—i2n&x) est intégrable
sur R, puis que le produit de deux fonctions intégrables est intégrable ; on voit également que
lim, , . exp(—i2néx) = 0 (voir les remarques générales sur la mauvaise compréhension de la
notion d’intégrabilité et la gestion des nombres complexes). Le fait que la fonction f soit & valeurs
complexes a posé des soucis pour la domination de f(x)exp(—i2n€x): beaucoup de candidats
reviennent a la partie réelle et la partie imaginaire, sans doute par peur d’utiliser le module, ce qui
alourdit le raisonnement.

Q5. Question plutdt bien traitée, on voit apparaitre soudainement des quantificateurs dans cette
question, de la rigueur le temps d’une question : on déclare les variables et on parle de = — f(x),
mais le contraste est assez troublant avec ce qui précéde ou 'on parle souvent de « la fonction
f(z) ». La notion de fonction mérite qu’'on s’y attarde et que l'on prenne le temps d’en saisir le
sens.

Q6. Cette question n’a été abordée que par un candidat sur deux et trés peu réussie. Elle nécessi-
tait, et c’est un des objectifs de cette épreuve, de produire un enchainement d’arguments simples
en commencant par I'intégrabilité de f’. Cependant, la plupart des candidats pensent que ’exis-
tence d’une limite nulle en +o0o est une condition nécessaire d’intégrabilité, ce qui clét le débat
(la confusion avec la condition nécessaire de convergence pour les séries est trés fréquente). Les
candidats qui ont franchi cette difficulté ont été largement récompensés.
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Q7. L’utilisation d’une intégration par parties nécessite de préciser que les fonctions concernées
sont de classe C!. Certains candidats ont essayé sans succes de dériver sous le signe intégral, mais
ici  n’est pas un parameétre : ¢’est une confusion entre F'(f’) et (F(f))/.
Q8. On retrouve les mémes erreurs qu’a la question 1, avec parfois une primitive de exp(—2?)
égale & —exp(—x?)/(2x). Beaucoup trop de candidats ne sont réellement pas a I'aise avec la notion
d’intégrabilité : une question « évidente » qui se traite en une ligne peut donner lieu & des solutions
extrémement compliquées et confuses. Certains ont prouvé ce résultat par récurrence et ainsi obtenu
la relation de la question 9, mais que de complications pour si peu !

Q9. Question plutdt bien réussie par la majorité des candidats pour ce qui concerne la relation
de récurrence. Mais une fois obtenue la relation liant M, et M, la formule de M, étant donnée
dans le texte, il fallait argumenter (pas nécessairement par une récurrence) et non justifier par un :
« on en déduit de fagon évidente que ».

Q10. 11 fallait bien entendu préciser le rayon de convergence de la série entiere de la fonction
cosinus.

Q11. Peu de candidats ont vu que l'intégrale de la partie imaginaire était nulle. La plupart des
candidats voient qu’il s’agit d’une intégration terme a terme mais rédigent trés mal : on omet de
signaler la convergence de la série des intégrales des modules, ou on laisse apparaitre un (—1)?
dans cette série. On parle de temps en temps de convergence uniforme sur R en lien avec le rayon
de convergence infini de la série entiere! Encore une fois le résultat étant donné, il était assez
simple en remontant les calculs a 'envers de le produire. C’est bien ici la rédaction rigoureuse de
la justification de 'intégration qui était attendue.

Q12. Les candidats qui ont déterminé et retenu la valeur de p ont pu 'exploiter a la question 20.

IT Equation de diffusion avec une condition initiale gaussienne

Q13. Certains candidats, peu nombreux, pensent a exploiter le résultat de la question 4 pour
2

calculer W(t’ x). Il ne faut pas attendre du correcteur qu’il fasse lui-méme les simplifications de
x
constantes pour vérifier I'égalité car en effet les réponses non simplifiées ont été légion. Certains

concluent méme qu’il y a égalité alors que ce n’est pas le cas a l'issue de leurs calculs.

Q14. La domination sur l'intervalle ouvert ]0,T[ nécessitait de choisir T en fonction de ¢, ce qui
est peu souvent envisagé (un candidat sur 10 a soulevé ce probléme).

Q15. Dans cette question utilisant la convergence dominée et la définition séquentielle de la limite,
de nombreux candidats ont fourni une solution soignée, mais la majorité des copies produit un
raisonnement confus ou surnage parfois la convergence dominée mais sans que les objets concernés
soient clairement définis. Il fallait aussi choisir 7" en fonction de la suite (¢,,), ce que trés peu de
candidats ont vu.

Q16. Question abordée plus souvent que la question précédente. La démarche demandée étant
proche du cours, les hypothéses du théoréeme de Leibniz sont souvent bien citées. Méme probleme

0
pour le choix de T, avec ici une domination de —f (t,z) grace a l’équation de diffusion.

ot

Q17. Les candidats ayant utilisé I’équation de diffusion a la question précédente ont le plus souvent
pensé a faire apparaitre la dérivée seconde spatiale, mais les justifications ne sont pas toujours tres
claires !

Q18. Un minimum de justifications était demandé : équation différentielle linéaire, quelle est la
variable de cette fonction ? A noter que la constante K (&) est & priori complexe.
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Q19. Question facile, réussie par tous les candidats qui I'ont abordée.

Q20. Question de synthese et de calcul, que les candidats qui avaient obtenu la valeur de p a la
question 12 ont abordé avec plus de facilité.

Q21. Rarement traitée correctement. Beaucoup de candidats ont ici déserté la partie IT pour se
consacrer aux parties suivantes.

Q22. Seuls 20 % des candidats abordent cette fin de la partie II, les réponses sont souvent confuses,
la linéarité de la transformation de Fourier est parfois citée. Encore une fois ceux qui ont trouvé
p = o’+/2m ont obtenu directement \; , = 1.

Q23. Question plus facile mais peu abordée.

Q24. Résultat obtenu le plus souvent par les candidats ayant calculé la valeur de pu.

I1I Etude numérique
Q25. Bien traitée dans 'ensemble (ne pas oublier de préciser que f est de classe C!). Les mauvaises

réponses évoquent la dérivée f’(t,x) ou encore —=(0,x).

ot

Q26. Les candidats qui n’ont pas pensé au développement de Taylor ont tenté, bien entendu sans
succes, de conclure par un empilement de taux d’accroissement. Les développements de Taylor sont
le plus souvent corrects bien que mal justifiés (C?).

Q27. Question plutdt bien réussie, mais les cas particuliers aux bords sont rarement évoqués. 11
y a de nombreuses tentatives de démonstration par récurrence : ces candidats concluent qu’ils ont
démontré le résultat par récurrence alors qu’en pratique ce n’est pas le cas.

Q28. Question plutdt bien réussie, mais de nombreux candidats qui ont reconnu une matrice A
symétrique ont omis de dire qu’elle est a coefficients réels, ils n’ont donc pas répondu a la question.
Attention, la somme de deux matrices diagonalisables ne 1’est pas forcément ! Surprenante erreur
d’accord de 'adjectif, on évoque assez souvent le « théoreme spectrale ». A noter qu'il est inutile
de diagonaliser A pour prouver que F, = A"F,.

Q29. Cette question a été considérée comme simple par la plupart des candidats qui I'ont abordée
(50 %) : la matrice A est diagonalisable, donc A™ = P~1D"P ott D™ est la matrice diagonale des
valeurs propres élevées a la puissance n, laquelle matrice D™ est bornée si et seulement si toutes
les valeurs propres de A appartiennent & [—1, 1], et de plus A™ est bornée si et seulement si D"
lest ; il ne reste plus qu’a multiplier par la constante Fy, pour conclure. Encore faut il expliciter la
norme matricielle utilisée dans ce raisonnement, et ces conditions sont-elles réellement nécessaires
et suffisantes ? Autant de points qui n’ont étés abordés que par trés peu de candidats.

Q30. Raisonnement classique de majoration pour la norme sup, assez souvent bien traité. Atten-
tion, il ne suffit pas de dire que si 6 € [0,7], —2 < 2cosf < 2 pour en déduire existence de 6
vérifiant 2 cosf = A, c’est un point bétement perdu.

Q31. Question facile qui aurait pu figurer avant la question 30 et l'aurait sans doute simplifiée.
Elle servait de tremplin pour la question suivante.

Q32. Cette question, un classique de I'algebre linéaire, a été abordée par 10 % des candidats avec
un tres faible taux de réussite. Cela s’explique par le fait qu’elle arrivait loin dans le sujet au
moment ou les candidats avaient donné déja beaucoup et se rendaient compte qu’ils partaient dans
un marathon de calcul. Toutes les difficultés s’empilent ici, résolution d’une équation a solutions
complexes, formules d’Euler et de Moivre, résolution d’équations trigonométriques...
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Q33. et Q34 Tres rarement traitées.

IV Equation de diffusion et marche aléatoire

Il n’y avait pas de réelles difficultés dans cette partie portant sur le programme de PCSI, sinon de
rédaction.

Q35. La loi de Bernoulli est le plus souvent obtenue par les candidats qui traitent la question
(56 %), mais on oublie assez souvent de parler de 'indépendance pour justifier la loi binomiale, que
certains retrouvent par un raisonnement (celui du cours) inutile.

Q36. Comme indiqué précédemment, beaucoup de méthodes descriptives peu, voire pas du tout,
convaincantes. Des candidats ont fait une récurrence sur n, correcte, mais longue a rédiger.

Q37. Conséquence immédiate des deux questions précédentes pour ceux qui ont obtenu la relation
liant Z, et S, et la loi de S,,, certains candidats ont tout de méme réussi a y répondre a l'aide
d’un dénombrement sans avoir reconnu la loi binomiale.

Q38. Question facile si l'on relie Z,, et S,,, peu abordée (15 %).
Q39. 1l fallait justifier que |1/7]| ~q+ 1/7.

Q40. Deux voies possibles pour cette question, également choisies par les candidats : ’application
de la formule de Pascal avec disjonction des cas ou la formule des probabilités totales. Seules les
meilleures copies y arrivent.

Q41. A peine plus d’une dizaine de candidats arrivent & répondre, de facon cohérente vis-a-vis du
sujet, a cette question.

Conclusion

Ce sujet complet et dense, certainement apprécié des candidats bien préparés, est au cceur du
programme de PC et proche des contenus du cours. Il a mis en évidence une tres forte hétérogénéité
des niveaux, et de réelles difficultés liées a la notion d’intégrabilité d’une fonction et aux théorémes
puissants associés. Cependant plus d’un tiers des candidats ont produit un travail de qualité.
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Objectifs et notations

Le fil conducteur du probléme est I’étude de certaines questions liées & la fonction zéta, notée (, définie par

<1
((z) = n:lﬁ

— Dans la partie I, on introduit la fonction ¢ et on étudie son allure (variations, limites, courbe représentative).

— La partie II étudie une fonction f définie comme la somme d’une série de fonctions. Le développement en
série entiere de la fonction f fait intervenir la fonction (.

— La partie III utilise la fonction ¢ pour construire une loi de probabilité sur N* et montrer des résultats liant
les probabilités et 'arithmétique.

I Fonction zéta

On note ( la fonction de la variable réelle x définie par

+00 1
() =) —
n=1 n®
On note D, son ensemble de définition.
Q1. Déterminer 2.
Q 2. Montrer que ¢ est continue sur D..
Q 3. Etudier le sens de variation de .
Q 4. Justifier que ¢ admet une limite en 4oc0.
n+1
1 dt
Q 5. Soit € D, et soit n € N tel que n > 2. Montrer : /—\—I /—I
n -1
Q 6. En déduire, que pour tout x € DO
1 1
1+ —— < 1+ —
* (x—1)20-1 = ¢@) < R
Q. Déterminer la limite de {(x) lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures.
Q 8. Déterminer la limite de {(x) lorsque z tend vers +oo.
Q9. Donner 'allure de la courbe représentative de (.

II Etude d’une fonction définie par une somme

Dans cette partie, f désigne la fonction définie par

9= (5 3)

=1

S

On note D 'ensemble de définition de f.

II.A — Ensemble de définition et variations

Q 10.  Déterminer 2.

Q 11.  Montrer que f est continue sur 2 et étudier ses variations.
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II.B — Equivalents

Soit k € N*.

Q 12.  Calculer f(k).

Q 13. En déduire un équivalent de f en +oo.

Q 14.  Pour tout = € Dy, vérifier que z + k € Dy, puis calculer f(z + k) — f(x).

Q 15. En déduire un équivalent de f en —k. Quelles sont les limites & droite et & gauche de fen —k 7
II.C — Série entiére

On consideére la série entiere de la variable réelle  donnée par Z (—=D)F¢(k+ 1)2*.
keN*
Q 16. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere. Y a-t-il convergence en x = +R ?

Q 17.  Montrer que f est de classe C> sur 2 et calculer f®)(z) pour tout € Dy et tout k € N*.
Q 18.  Montrer qu’il existe A € R?, tel que

1
Vk e N, Ve e |-1,1[, [f¥(z) <k <A+(x+1)k+1)

Q 19. En déduire que f est développable en série entiére sur |—1, 1[ et que

+00
Vo el-11[ f(z) =) (~D)FC(k+1)z*
k=1
II.D — Intégrales

Q 20. Déterminer pour quels x € R I'intégrale ci-dessous est convergente

1
tr—1
=
1—1¢

0

o0

Q 21. En remarquant que, pour tout ¢ € [0,1], T~ t", montrer que
- n=0

1

Vo € ]—1, +oo], f@):/t“ldt

Q 22. Déduire des questions précédentes une expression intégrale de {(k + 1) pour tout k € N*.
Q 23. Montrer enfin que

+oo
. 1 uF
0

ITIT Probabilités

Rappels d’arithmétique

On rappelle ici quelques propriétés élémentaires d’arithmétique.

— Pour tout (a,b) € N*Z, on dit que a divise b §'il existe k € N* tel que b = ka. On dit aussi que a est un
diviseur de b, ou encore que b est multiple de a.

Pour tout a € N*, on note aN* I’ensemble des multiples de a dans N*. Ainsi, a divise b si et seulement si
b € alN*.

— Pour tout (a,b) € N*2, le plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b est Pentier naturel noté a A b tel
que

a Ab=max{n € N* tel que n divise a et n divise b}
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— Pour tout (a,b) € N*? et tout n € N*, on a I'équivalence

n divise a A b <= n divise a et n divise b

— On dit qu'un entier naturel p supérieur ou égal a 2 est un nombre premier si ses seuls diviseurs sont 1 et p.
Soit P I’ensemble des nombres premiers. On rappelle que P est infini.

On note p; < py < p3 < -+ < p, < Ppyq < - la suite des nombres premiers rangés dans 'ordre croissant.
Ainsi, p; =2, py =3, p3 =5, etc.

— Sin e N* sigqq,...,q, sont des nombres premiers distincts et, alors pour tout a € N*, on a I’équivalence

(Vie[1,n], g, divisea) < q; divise a

n

=1

— Pour tout a € N* tel que a > 2, il existe p € P tel que p divise a.

III.A — Loi zéta

Q 24. Soit € R tel que z > 1. Montrer qu'on définit la loi de probabilité d’une variable aléatoire X a
valeurs dans N* en posant

1
(z)n®

On dira qu’une telle variable aléatoire X suit la loi de probabilité zéta de parametre x.

VneN, P(X=n)=

Dans les questions suivantes de cette sous-partie III.A, on suppose que X est une variable aléatoire qui suit la
loi zéta de parametre = > 1.

Q 25. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur z pour que X admette une espérance finie.
Exprimer alors cette espérance a ’aide de (.

Q 26. Plus généralement, pour tout k£ € N, donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x pour
que X* admette une espérance finie. Exprimer alors cette espérance a I'aide de (.

Q 27. En déduire la variance de X.

1
Q 28.  Montrer que, pour tout a € N*, P(X € aN*) = —.
a

III.B — Mutuelle indépendance

Soit = un réel tel que x > 1 et soit X une variable aléatoire qui suit la loi zéta de parametre x.
Soit enfin (¢y, ..., q,) € P™, un n-uplet de nombres premiers distincts.
Q 29. Mountrer que les événements (X € ¢;N*), ..., (X € ¢, N*) sont mutuellement indépendants.

Cela entraine, et on ne demande pas de le démontrer, que leurs complémentaires sont mutuellement indépen-

dants.
n

Pour tout n € N*, on note B,, I'événement B, = ﬂ (X ¢ pN").

k=1
Q 30. Montrer que le P(B,) =P(X =1). En déduire que
1 ’ 1
Vz €]l,4+0[, —— = lim (1)
C(x)  notoo it Py

III.C — Deux variables indépendantes suivant une loi zéta

Soit x € R tel que x > 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi de
probabilité zéta de parametre x. Soit A I’événement « Aucun nombre premier ne divise X et Y simultanément ».

Pour tout n € N*, on note C,, I’événement
Cp= [ (X ¢ pN)U(Y ¢ pNY))
k=1

Q 31. Exprimer I'événement A a l'aide des événements C,,. En déduire que

1
¢(2x)

P(A) =
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III.D — Deux variables indépendantes suivant une loi uniforme

Soient U, et V,, deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1,n]. On note W,, = U, AV,,.
Q 32. Pour tout k € N*, montrer que

P(W,, € kEN*) = (W/kJ)z

n

On admet que, pour tout k£ € N*, la suite (P(W,, = k)),,c,- converge vers un réel .
Q 33. Montrer que

Ve>0, dM eN"telque VmeN* m>M — 1—e< l, <1

m
k=1
Q 34. En déduire que (¢},),epn+ définit une loi de probabilité sur IN*.

On note W une variable aléatoire sur N* qui suit cette loi de probabilité. En adaptant la méthode de la
question 33, on peut établir que, pour tout partie B de N*, P(W € B) = lim P(W,, € B). On ne demande pas
n—oo

de démontrer ce résultat.

Enfin, on admet le résultat suivant : si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans N* et si, pour tout
a €N, P(X € aN*) = P(Y € alN*), alors X et Yont la méme loi de probabilité.

Q 35.  Préciser la loi de W. En considérant ¢;, que peut-on alors en conclure ?

o e o[INe oo
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Présentation du sujet

Le sujet est constitué de trois parties indépendantes dont le fil conducteur est la fonction zéta de
Riemann. La partie I est consacrée a 1’étude de cette fonction, la partie II considere une série de
fonctions dont le développement en série entiere possede des coefficients qui s’expriment & 1’aide de
la fonction zéta, et la partie III utilise une loi de probabilité reliée a la fonction zéta pour établir
des résultats mélant les probabilités et 'arithmétique.

Le sujet permet de tester les connaissances des candidats sur de nombreux points en analyse
(théoremes d’encadrement pour les limites, comparaison série-intégrale, séries de fonctions, séries
entiéres, intégrales généralisées) et sur les probabilités (probabilité sur N, variable aléatoire discréte,
espérance, variance, événements mutuellement indépendants).

Analyse globale des résultats

Une grande majorité de candidats a plutot bien traité la partie I qui est classique et accessible, et
dans une moindre mesure la sous-partie III.A qui traite de notions de base des probabilités.

La différence s’est souvent faite sur la partie II qui nécessite une bonne approche intuitive pour la
sous-partie I1.B (télescopages de termes dans des séries et obtention d’équivalents, les deux a savoir
confirmer par des justifications suffisamment convaincantes) ainsi qu’une bonne connaissance et
maitrise des principales notions d’analyse au programme et des théoremes qui s’y rapportent pour
ses autres sous-parties.

Les sous-parties III.B et III.C ont été aussi assez discriminantes dans la mesure ou des notions
ou propriétés plus délicates de probabilités interviennent comme l'indépendance mutuelle ou le
résultat de continuité décroissante des probabilités. La sous-partie III.D est assez peu traitée.

Commentaires sur les réponses apportées et conseils aux futurs candidats

I Fonction zéta

Q2. Question plutot bien traitée dans ’ensemble car tres classique. Les quelques rares candidats
disant que f est continue comme somme de fonctions continues ont été séverement sanctionnés.

Q3. Certains dérivent la série de fonctions au lieu d’utiliser la décroissance de chacune des fonctions,
la plupart sans énoncer et vérifier correctement les hypothéses, certains méme dérivent par rapport
a n. D’autres candidats pensent que considérer le signe de f(x + 1) — f(z) suffit pour étudier les
variations de f.

Q4. Quelques rares candidats montrent que leurs connaissances sont tres superficielles et confondent
le fait que la somme de la série de fonctions admet une limite quand x tend vers +oo avec le fait
que la série converge.

Q5. et Q6. Questions tres classiques de comparaison série-intégrale ou certains candidats se sont
contentés d’une figure explicative pour la question 5. Le jury a été attentif entre autres a 1’évocation
des problémes de convergence (des intégrales et de la série).
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Q7. et Q8. Ces questions faciles utilisant les théorémes d’encadrement pour les limites ont été
plus ou moins bien rédigées. Attention aux rédactions qui font croire que le candidat pense qu’une
limite existe forcément.

Q9. Les candidats se doivent de soigner suffisamment les tracés en placant notamment les deux
asymptotes.

II Etude d’une fonction définie par une somme

Q10. La plupart des candidats justifient assez bien la convergence de la série. Une bonne partie
d’entre eux n’obtiennent cependant pas le bon ensemble de définition, beaucoup se plagant sur
|—1, +o0].

Q11. Les candidats ayant le souci de prouver la convergence uniforme de la série de fonctions
ont plus de difficultés qu’en question 1 pour établir une majoration uniforme correcte du terme
général de la série. Certains candidats dérivent encore la série de fonctions. La plupart parlent de
décroissance sur Df et non pas sur tout intervalle de Df.

Q12.-Q15. Certains candidats trouvent de bonnes réponses mais ont des difficultés pour les jus-
tifier correctement. Quelques candidats écrivent & un moment donné des séries manifestement
divergentes (du type série harmonique), ce qui est sévérement sanctionné.

Q16. La plupart des candidats trouvent bien un rayon de convergence valant 1 (quelques-uns
trouvent un rayon infini ou d’autres méme —1) mais en utilisant des justifications plus ou moins
convaincantes. Nous rappelons que la version série entiere du critere de D’Alembert n’est pas au
programme. Certains voulant absolument utiliser le critére spécial des séries alternées pensent
pouvoir montrer la convergence de la série entieére pour x = 1 alors que son terme général ne tend
pas vers 0 d’apres la partie 1.

Q17. Question permettant de vérifier & nouveau que les candidats connaissent les hypotheses des
principaux théorémes sur les séries de fonctions et qu’ils savent justifier la convergence uniforme &
I’aide d’une majoration.

Q18. La plupart des candidats ayant abordé cette question obtiennent un A qui dépend de k et
de x, ce qui met en évidence une mauvaise compréhension du role des quantificateurs. Certains
croient voir une série alternée (en confondant k et n) en vue d’utiliser une majoration classique du
reste en valeur absolue.

Q19. Le fait que la fonction soit développable en série entiére donne souvent lieu & des justifications
farfelues (par exemple, si la série de Taylor de f converge, alors f est développable en série entiére).
Le jury a apprécié 'honnéteté des candidats qui ont admis ce résultat pour en déduire ’expression
demandée de f(z).

Q20. Question ayant posé beaucoup de difficulté alors qu’il s’agit d’une question relativement
classique sur la convergence des intégrales impropres (comparaison & une intégrale de Riemann en
0 et prolongement par continuité en 1).

Q21. Peu de candidats ont correctement justifié I'interversion série-intégrale (il fallait utiliser
la version de ce résultat pour un intervalle quelconque et non pas celle utilisant la convergence
uniforme sur un segment), le calcul de l'interversion ayant été fait par un plus grand nombre.

Q22. Certains candidats utilisent le résultat d’unicité du développement en série entiere de fagon
inappropriée en comparant une série entiére avec une série numérique.

Q23. Le jury attendait dans cette question les justifications habituelles lors d’un changement de
variable dans une intégrale : bijection strictement monotone de classe C!.
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III Probabilités

Q24. Question facile ou quelques candidats ont montré de grandes maladresses (certains allant
méme jusqu'a écrire des énormités) dans le calcul avec des sommes et des quotients pour montrer
le résultat de normalisation d’une probabilité.

Q25. Les candidats ayant évoqué seulement la convergence de la série représentant ’espérance et
non la convergence absolue ou la positivité des termes de la série ont été 1égérement sanctionnés.

Q26. Le jury attendait 'utilisation explicite du théoreme de transfert. Certains candidats en ont
donné une version tres personnelle.

Q28. Les candidats ayant détaillé leur raisonnement ont été favorisés (utilisation d’un systéme
complet d’événements ou réunion d’événements deux & deux incompatibles). Malheureusement,
certains d’entre eux ont évoqué par confusion la notion d’indépendance.

Q29. La définition exacte de I'indépendance mutuelle est assez largement ignorée. Beaucoup trop
de candidats considérent I'intersection globale sans prendre une sous-famille quelconque et il semble
que certains candidats croient que I'indépendance deux a deux suffit.

Q30. et Q31. Questions traitées par un peu plus de la moitié des candidats, mais rarement
bien rédigées. Le jury a porté son attention sur la rigueur des raisonnements lors notamment de
I'utilisation effective du résultat de continuité décroissante des probabilités et de la justification
suffisamment détaillée de 'indépendance mutuelle des événements pour pouvoir passer au produit
des probabilités.

Q32.-Q35. Les derniéres questions ont été assez peu traitées.

Conclusion

Ce sujet valorise le travail sérieux sur le cours que certains candidats ont effectué tout au long
de leur préparation. En effet, de nombreux thémes sont abordés ainsi qu’un nombre relativement
important de questions classiques.

Nous constatons malheureusement que le cours n’est que trop souvent partiellement maitrisé, en
particulier en ce qui concerne les définitions et les grands théoremes classiques. Nous observons
aussi des maladresses pour le calcul. Par exemple, de trop nombreux candidats ont des difficultés
a majorer et & minorer les fractions pour obtenir une convergence normale (Q11. et Q17.).

Nous conseillons aux candidats d’effectuer un travail régulier consistant a apprendre le cours et a
le comprendre dans toutes ses nuances. De plus, la recherche d’exercices de difficultés progressives
est incontournable pour l'assimilation du cours, pour la maitrise de 'art du raisonnement et des
techniques classiques de calcul.

Rappelons que la présentation et la rédaction sont évaluées par les correcteurs. Il est indispensable
de rédiger de maniere a la fois claire et précise, sans utiliser de facon trop systématique des abré-
viations, ce qui rend parfois certaines copies peu lisibles. Les résultats doivent étre mis en évidence,
en étant par exemple encadrés.
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