Exercices : Séries Numériques

Exercice 1 (cours)
Il faut connaitre parfaitement la nature des séries de terme général u,, suivants :

1
1) u, = o selon les valeurs de e € R 2) u, = q" selon les valeurs de g € C.

Exercice 2
Déterminer la nature des séries de terme général u,, suivants.

2" + 11 n \" 1
].) Up = m, 2) Up = (n T 1 s 3) Up = n2 Arctan <$>, 4) Up = (—l)nn3,
_ n+1)* 1
5) = (_1)"e v, 6) 1y — (n'—l—i ) e = s e (008) € B 0 1,

e— (14 1 1 _1\n+1
8) u, = ((h’l('r(LQ . ;3)2) en 9) u, = (—1)”\/ﬁsin(%), 10) u, = n‘g—i—lz—l)” avec a > 0,

11) u, = cos (77\/ n?+n+ 1) (CCINP).

Exercice 3 (autour de Cesaro)
n

2ku converge vers 0.
k g
k=0

Soit (uy,) € RY une suite de limite nulle. Montrer que St

Exercice 4 (autour de Cesaro)

. * \N . . Un+41
1) Soit (u,) € (R%)" une suite telle que nll)rfoo w

2) En déduire les limites des suites suivantes :

= ( € RY. Montrer que ngrfm Yu, = L.

! 1, !
a)vnzni b) w, = — @

nn n2 n!
Exercice 5 (autour de Cesaro)
Soit (uy) € RY définie par ug > 0 et, pour tout n € N, Upt1 = Upe ",

1) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2) Déterminer la limite de — —, en déduire un équivalent de wu,,.
Un+1 Un
Exercice 6 (autour de Cesaro — Mines-Ponts)

™
Soit (uy,) € RY définie par ug €]0, 5] et, pour tout n € N, up11 = sin(uy,).
1) Montrer que (uy,) est strictement positive, qu’elle converge, et déterminer sa limite.
2) Soit « € R. Pour tout n € N, posons v, = u;, | — u;,. Déterminer un équivalent de (v,) (on supposera
a#0).

3) Déterminer « tel que lirf vy, s0it un réel non nul. En déduire un équivalent de (uy,).
n—-+0oo

Exercice 7 (Comparaison série/intégrale)
Soit f, une fonction positive, décroissante et continue sur [1,4+o0c[. On note :

neN F(n)=3 fk) - /1” F()dt
k=1

1) Montrer que la suite (F'(n)),en+ est décroissante. En déduire que la suite (F'(n)),en+ converge.

n
1
2) Application : pour tout n € N*, on pose v, = T In(n). Montrer que la suite (vy,)nen+ converge.
k=1
n

On notera + sa limite. En déduire un développement asymptotique de la série harmonique Z —, puis

k=1
(-1

la valeur de Z

n>1
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Exercice 8 (Restes et sommes partielles)
On cherche & obtenir des équivalent des sommes partielles d’une série divergente ou des restes d’une série
convergente, dans le cas particulier des séries de Riemann.

1) Soit @ € R tel que 0 < o < 1. Montrer que

n
I
:k: %Jrool—a

+oo
1
2) Soit a € R tel que o > 1. Déterminer un équivalent du reste R,, = Z Ta
k=n+1

La preuve s’adapte au cas plus général d’une fonction f : [ng, +o0o[— R.

Exercice 9

1) Soit (u,) € RY. Montrer que si la série de terme général u,, est convergente et u, > 0, alors la série de

terme général ui est convergente.

2) Ce résultat demeure-t-il vrai si les réels u, ne sont plus supposés positifs ? Indication : On pourra
rechercher un contre-exemple sous la forme d’une série alternée.

3) On suppose que u, > —1 et que les séries de terme général u, et ui convergent. Etudier la série de
terme général In(1 + wuy,).

Exercice 10
+OO )ngn

Montrer que Z ﬁ est un réel négatif.
n)!



