Lycée d’Alzon Pour le vendredi 25 septembre 2026
Classe de MPI

Devoir de Mathématiques numéro 1.5

Correction

Exercice 1
La fonction f : [0,1] — R est continue sur le segment [0,1]. La suite des sommes de Riemann (S, (f))
converge donc vers

iim_8.(5) = [ ) ar

n—-+00

1) Application

a) Pour tout n > 1, on a

un:Zk+n

1
=S,(h U Ve € [0;1], h(z) =
n<> o vae 051, () = 1 —
R ) . . L da
Donc, d’apres le résultat sur les sommes de Riemann ci-dessus, (u,) converge vers Tz Or
x
L dx 1
T2 = [1n|1—|—a:|]0
=In2-0.
En conclusion,
‘ (up) converge vers In 2. ‘
b) Pour tout n > 1, on a
1 2n—1 1 1 n—1 1
Ut gt = kz_: AP D s
—n k=0
- nz_:l 1 +nz_:1 1 en posant k =k’ +n
N Py’ 2k +1 4 2n P 2k + 2n dans la premiére somme
2n—1 2n—1
1 1
- Y ey
=0 p+2n =0 p+2n
p impair p pair
B 2nz—:1 1
=0 P + 2n
= U2n,
donc
1
Vn € N*¥, Up + o Un = Uzn.

Cherchez au brouillon en écrivant les sommes avec des pointillées : vous comprendrez forcément comment

fonctionne le calcul.
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1
c) La relation de la question précédente nous dit que, pour tout n > 1, v, = ug, — Un-
Or la suite (ugy,) est extraite de (uy), elle converge donc aussi, vers lim wu, =In2.

n—-+o00

Donc (vy,) converge, comme combinaison linéaire de suites convergentes, et I’on a

. 1 1
lim vn:ln2—§ln2: 51112.

n—-+4o0o

2) Développement asymptotique d’une somme de Riemann

a) La fonction f est € sur [0,1], donc €, donc f®) est continue sur le segment [0, 1].
D’aprés le théoréme des bornes atteintes, f*) est bornée et atteint ses bornes sur [0,1]. Par

conséquent,
IMeR, Vrelo;l], [fP(2) <M.
k k+1
b) i) La fonction f est > sur I = [—; + } Comme sup |f (3)| d’apres la question précédente,
n n I

I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2 s’écrit

Vt € [ﬁ; k+1}, ‘f(ﬂ-f(ﬁ) - (t—ﬁ)f/(ﬁ) - %(t_ ﬁ)Qf,/(ﬁ)‘ S %(t_ﬁ)?)

n n

. - 1 kyatl
ii) En dérivant t — 7(15 - —) , on constate que
q+1 n

kya k kyat1
La primitive sur R de t — (t — —) qui s’annule en — est ¢t — P (t — —)
n n q n

Avant de vous convaincre que vous ne savez pas faire, essayez. Quelque chose de plausible : du X7,
iii) On a

(k+1)/n k Ky oky Ly kN2 k
L o) - (=07 () 55 () e
(k+1)/n k kv ook 1, kN2, ok
<[, bo=s(Q) - (=) -5l 0) ) a

(k+1)/n pf kA3
g/ =(t=%) at d’apres 2)b)i)

(k+1)/n pf kN3 M1 k47 (k+1)/n
Or /k/n F(t——) dtZF[Z(t——)} i

Donc




DL

1.5

Or
(k+1)/n k ko, oky 1 kN2, 0k
/k/n PO =1() = (= 0)8 ) =5t =5) ()] a
(k+1)/n k (k+1)/n k (k+1)/n k
:/k/n F(1) dt_f<n)/k/n 1dt— f n)/k/n (t—ﬁ) dt
1 ks [(E+1)/n o 2
- §f"(ﬁ) /k/n (t — E) de
(k+1)/n k . ksl 27 (k+1)/n
:/k/n f(t) dt—f(;)[t]i(;;?)/ _f/(ﬁM?(t_ﬁ) }k;
1.,/kyrl kN 37 (k+1)/n
" GEE-3) L/:
(k+1)/n k k ky 1
:/k/n ) dt_f(ﬁ)i_f/(n>2n2 f”( )6n3
donc
(k+1)/n 1,/k 1 k M
/k/n s =21 (5) = 5t () = 5" ()| < g
O ! 1 /! 1 "
c) Ona /0 £(8) dt = Su(f) = 3=Su(F") = 575 (")
(k+1)/ 1k 1k 1k
/ dt‘n,%f(n)‘w%f'(n>‘6n3,§3of”(n)
%1 1./k 1 k 1 k
( w0 =508 () 5 ()
(k+1)/ 1.k 1,k 1 k
dt=21(0) =527 () = 5" ()
n—1
\224714 241‘]\{14’;)1:24]\; d’apres b).
Donc
) dt = Sulf) — 5 5alF) 5 S| < 5y
d) D’apres la question précédente,
ool < 5 7 0
Ainsi,
lim ¢,=0
n—-+o0o
Par définition de €, il vient
Vn € N*, - /01 Ft)dt — %Sn(f’) - #Sn(f”) + ;—g

e) Si l'on applique le résultat de la question précédente a la fonction f’, ce qui est licite puisque f’

est de classe C* donc C2, on obtient

-/ )

1
At — —Sp(f") — —
2nS (£ 6m2

1

S, (f///) +0<nl )
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Or la suite (S, (f")) est bornée puisqu’elle converge d’apres le résultat rappelé en préliminaire,

donc
1

S, (") = o(l),

6n n

Y= [ 70 @ " o3

. 7% . , < . .
La fonction f” étant continue, le théoréeme sur les sommes de Riemann dit que

ce qui donne

ce que l'on peut écrire
1
()= [ £ @dt+ o)
0

Ainsi, il existe deux suites (¢],) et (g]) de limite nulle telles que

1 / 1
WneN,  Su(f) :/O f’(t)dt—%sn(f”)Jrg" ot Sn(f”):/o £t dt + &

n

f) En combinant les trois derniers résultats, on obtient

= /1f(t) dt — 1(/1 f(t) dt - iSn(f”) +0(Tll)) - #Sn(f HO(nlz)
_/ t——/ (1) dt+ 5 2S(f”)+0(%)

= [F50 ae— o [ 5w atr g ([ 570 @t o) +o( )

:/0 F(t) t——/ f(t t+121n2 /Olf”(t)HO(nlg)’

:/Olf( dt——/f dt+122/f” dt+o(1)

Donc, en particulier, il existe une suite (d,,) de limite nulle telle que

donc

1 1t 1 1 on
Ve, Sun) = [ swa- o [ rwdes o [ e

3) Application
a) Nous avons déja signalé que
1

Up, = Sp(h) ol Vo € [0;1], h(z) = T

En appliquant le résultat de la question précédente a la fonction A, on obtient

—/1h(t) dt 1/1h’(t) dt + — /lh”(t) dt + o)
tn = 0 2n Jo 12n2 Jy © n?
a1

1 , 1
=, Fpriw LLO)N +12 3 (W ()], +0(@)

111 1 o 1
:[ln’HtHl_*[Ht]oJr12n2{_(1+t)2}o+0(ﬁ)

1n2+4—+ 161712 +o (%)

donc

“"_ln2+f+1612Jr (%)
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b) On en déduit immédiatement que

donc

c) Pour tout n >

Un

donc

ce qui donne

1
un—IDZZE—i—

1

16n

5 —1—0(%),

—In2~ —-
. 4n

1

1, les résultats des questions 1.c) et 3.b) donnent

1 1 1 1 1
o)~ 5(m 2+ T eE O (-3))

=U2pn — 3

ln2

1
64n2

1
=In2+—+

ol

8n
1

n2

1
64n2 to
) :

1

Up—=In2=—

2

1

64n2

—1—0(%),

1

2

Uy — =In2 ~ —

64n2

1




