Lycée d’Alzon Pour le mercredi 23 septembre 2026
Classe de MPI

Devoir de Mathématiques numéro 1.5

Un sujet moins abstrait que le devoir 1.

Exercice 1

12,k
Pour toute fonction f : [0;1] — R continue et tout n € N*, nous noterons S, (f) = — Z f(—).
n
k=0

Quelle est la limite de la suite (S, (f))? (Aucune démonstration n'est attendue.)

1) Application

n—1
1
Considérons la suite (uy,) définie par Vn € N*, w,, = kZ:;) i
2n—1 1
et la suite (v,) définie par Vn € N*| v, = Z 1

k=n
a) Démontrer que la suite (u,,) est convergente et préciser sa limite.

1
b) Démontrer que Vn € N*, v,, + SUn = Uzn-

1
c) Démontrer alors que la suite (v,,) converge vers — In 2.

2) Développement asymptotique d’une somme de Riemann
Dans cette partie, f désigne une fonction de classe €°° sur le segment [0; 1], & valeurs réelles.

a) Justifier Pexistence d’un nombre réel M tel que Yz € [0;1], |f®)(x)] < M.
b) Soient n € N*, k € [0;n — 1].

i) A laide d’une formule de Taylor, démontrer que

vee SR i -s() - (=5 () 5= ) ) < (-5

n n n 2

kN4 k
ii) Soit ¢ € N*. Quelle est la primitive sur R de t — (t — —) qui s’annule en — ?
n n

iii) Par intégration entre — et
n n

(k+1)/n Uk 1 kN 1k M
‘(/k/ f@dt) - 00G) =52 () 6! (n)’< St

, démontrer que

c¢) Soit n € N*. En additionnant les inégalités obtenues a la question 2) b) iii, démontrer que

([ 50a) = 501) = 550 = 5z < 5

2n = 94n3’

d) Définissons la suite (e,,) par

1
Vn € N¥, £, =n? (Sn(f) + %Sn(f’) + 6%25”(]”’) - /0 f(t) dt).

Démontrer que la suite (g,,) converge vers 0 et que

1 / 1 " En
%Sn(f ) - 7Sn(f ) + =

6n2 n?

1
el Su(f) = [ sat-

1
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e) Justifier 'existence de deux suites (¢],) et (£]/) de limite nulle telles que

1 1 o
WneN,  Su(f) = /0 F(6)dt = 5= Sa(f") + 2
et .
VneN*,  Su(f") :/0 £ dt+ .
f) En déduire l'existence d’une suite (d,) de limite nulle telle que
1 1 /! 1 1 5
ey S = [ swd- o [ rwdes o [ e

Nous venons ainsi de démontrer que
1 1 1 , 1 1 " 1
S"(f)_/o f(t)dt_%/o f(t)dt—l_TnQ/o f(t)dt-{—o(ﬁ)-

3) Application
Les suites (uy,) et (v,) ont été définies a la question 1.

a) Démontrer que

1 1 1
Vn € N*, un:1n2+—+7+0( )
4dn

1602 n?
b) En déduire un équivalent simple de u, — In 2 lorsque n tend vers +oc.
) Dé ¢ 1 0o 1
c) Démontrer que v, — =In2 ~ ———
anetn Ty 64n2



