Lycée d’Alzon Pour le vendredi 25 septembre 2026
Classe de MPI

Devoir de Mathématiques numéro 1.1

Correction

Exercice 1 (d’apres Centrale MP 2025, epl, Partie A)

I - Calculs préliminaires

Notons & ’ensemble des nombres premiers.

1) a) Pour tout k € [0,n], (Z) — <n

n

B k) , donc

2n+1 _ 2n+1 _ 2n+1
n S \2n+1-n) \n+1

b) La formule du binéme nous donne,

2n+1
k=0 k

2 1
Or, pour tout k € [0,2n + 1], ( n; ) > 0.

En ne gardant que les termes k =n et k =n + 1, il vient

P2 g gn s <2n+1> N <2n+1> :2<2n+1>
n n+1 n
<2n+1> <
n

c¢) Comme [n+2,2n+ 1] N2 C [n+ 2,2n + 1], il vient

2n +1)!
- ( g p) ’ ( ! ’“) G
p€[n+2,2n+1]NS2 ke[n+2,2n+1] ’

2n +1

n

D’ou

2n+1
d) Nous avons montré que a /1!( ) Sia Anl =1, alors le lemme de Gauss nous donne (I< >
n
Pour p € [n+2,2n+ 1] N &, vp(n!) =0 car p > n. Donc

aAn!l=1

2 ! 2 1! 2 1
Or, comme (2n+ Dt _ ! (2n+ D! _ n!( nt ), la question précédente s’écrit
n

m+ )+ Dl
<2n—i— 1>
a’n!
n

1
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Or a An! =1, donc le lemme de Gauss nous donne

a‘<2n+ 1)
n

2n+1
Ce qui entraine en particulier a < ( + ) Finalement, avec 1b,
n

M »r< <2n+1><4n
n

n+2<p<2n+1
p premier

2) C’est une récurrence forte. Montrons par récurrence que la propriété :
Hn: Vke[l,n], H p < 4F
pE[l,k|NZ

est vraie pour tout n > 1.
e H; : 1 n’est pas premier donc {1} N & =), or Hp =1, (produit vide. D’ou H; :
ped

1= [ p<4=4
pe(1,1]nZ

e H, = Hpy+1 : Supposons H, vraie. Montrons que H p < g+l
pe[l,n+1]NZ
o Sin = 2m pair, avec m € N*.

I » = 1 » x 11 p

p€[l,2m+1]NS? pe[l,m+1]NF pE[m+2,2m+1]NP

< gml X 4m = g2 — gt Drapres Hpaq et 1)

Donc Hy,41 est vraie dans le cas n pair.
o Sin =2m+ 1 impair, avec m € N*. Alors n +1 = 2(m + 1) n’est pas premier, donc

ZN[,2m+2]=2nN[1,2m+1]

pE[l,n+1]NZ pE[l,n]NZ

Donc

Et H,41 est vraie aussi dans le cas n impair.
Donc Hy41 est vraie.
e Conclusion :

Vn € N*, H p < 4"

PN
p premier

3) Soit x € [1,+00[, et n = [x]. D’apres 2, et par croissance de la partie entiéere,

H p < 4" < 4"

psn
p premier

De plus, [1,2] N & = [1,n] N & car & C N. Ainsi,

Vo € [1, +o0], H p < 4"

P<T
p premier

1. Si I et I» sont deux ensembles finis disjoints et (ai)icr,ur, une famille dans un anneau commutatif, on veut avoir

H a; = H a; H ai. Dans le cas ou1 I = () et H a; inversible, on en déduit Hai =1.

i€l Uly i€l i€ly i€l i€
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4) a)

b)

Soit n € N*. Soit k € [0,n].

n! )
w= 1l

Ik +1i)

i=1

n—~k

<H(n—|—i) Car k <n
=1
2n—k

< JJ i
1=n+1

< (2n — k)!

= n!

2n

>’ puis avec des
n

2

s .. , 2n

Comment avoir l’idée ¢ En commencgant par écrire ce que lon veut : <A > < <
1

————— < —— semble moins facile que
E'(2n —k)! = nln!

factorielles, et on réécrit la fraction de facon plausible :

n! k! . : . . s .
< —. Puis on continue a regarder les deux cotés, avec des pointillés. Et finalement on rédige

<X
(2n —k)! ~ n!
avec des produits et des changements d’indices.

.o (2n)  (2n)! (2n)!  (2n
Dou(kz>_l~c!(2n—k:)!< n!2 _<n>

2 2 2
Pour k € [n,2n], on applique le résultat précédent & n — k € [0,n] : ( :) = ( " ) < ( n)

Finalement, les coeflicients binomiaux étant positifs,

2n 2n
Vk 2 < <
e[o.2n], 0 (k) ()

Soit n € N*. La formule du bindéme s’écrit

22n _ (1 + 1)n _ f: (277,)
k

k=0
2n
2n 2n 2n
>Z<k> Carn>0.<n>7&<o>
k=1
> <2n> Car <2n> >0 pour k#n
n k

D’autre part, d’apres 4a,

2n 2n
Vk 0,2 0< <

Comme n > 0, on peut isoler k =0 et k =2n:

?":1+(%f<iﬁ)+l

k=1

<1+@n—D<%>+1

n

) )
. . ) o 2n . o
Or (ne jamais perdre de vue le but : on veut 21),< > donc1+1< < > Est-ce vrai pour n =1 ¢ pour
n n

0 )

n =2 ? Et la prevve apparait.)
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Car (m) >1dés que m > 1 et p € [0,m]. Ainsi,

P
922" < 9 <2n)
n

Ainsi, avec 22" = 4",

5) a) Soit a € N* et n € N¥,

aZN[1,n] ={ka | k€ N1 < ka < n}
= {ka [ k €[L, [n/a]]}

Donc

Card (aZ N [1,n]) = m

b) Soit £ € N* et b € N*.
Supposons v, (b) = ¢. Alors plb et b e p'Z. Et p* ne divise pas b, donc b ¢ p**1Z. Ainsi,

be p€Z \pf-‘rlZ
Supposons b € peZ \ pHIZ Alors pe|b mais pe+1 ne divise pas b. Par conséquent
vp(b) = ¢

En conclusion,

vp(b) = <= bep'Z\p™Z

c) Pour k € N*, la décomposition en facteurs premiers de k s’écrit (le produit est fini car (v,(k))pes
est a support fini)
k — H pvp(k)

peES

D’otl, par unicité de cette décomposition, on a vy,(ab) = vp(a) +vpy(b) si a,b € N*. Puis, si n € N,
n n
vp(n!) = vp(H k)= Z vp(k)
k=1 k=1

Soit m = min{/ € N* | p’ > n}. Alors, pour tout k € [1,n], 0 < v,(k) < m. Regroupons la
somme précédente selon les valeurs de v, (k) :

"dd
B

[
NE
M:
“B@
=

~

Il

=)

B

’[.
1

<
bS]
—~

=
a2

>

M-
NE

Car vy(k) =/, et on peut enlever £ = 0

T
I
i
e

<
]
—

=
N2

~

1 D’apres 5b

7
M=

k=1
keptZ\p*t1z

m n
=X > 1
=1 ke[1,n]np‘Z
kg7



DL 1.1

Or Card ([1,n] ﬁpKZ) = V;J d’apres 5a, et donc
p

Card (( [1,n] ﬂpZZ) \ ([[1,71]] ﬂpeJrlZ)) = VZKJ — LDZIJ

D’ou, en remplacant,

=1 pJ =1

m n m+1 n
=3l - 20|
-2 7]

Comme {n/pZJ = 0si ¢ > m, il vient

+o00
VneN, wvy(n!) = {nJ .




