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Introduction

Une k-variété, c’est-a-dire un schéma séparé de type fini géométriquement
integre X de dimension n défini sur un corps k, est dite k-unirationnelle s’il
existe un k-morphisme dominant Py --»X. Elle est dite k-séparablement uni-
rationnelle s’il existe un k-morphisme dominant Pp--+X qui soit séparable
(cest-a-dire qui fasse de k(P}) = k(7T1,...,T,) une extension séparable de
k(X)). En caractéristique nulle, ces deux propriétés sont équivalentes, mais
pas en général : une variété projective lisse séparablement unirationnelle n’a
aucune forme holomorphe pluricanonique non nulle, mais il existe (en ca-
ractéristique p > 0) des k-variétés de type général qui sont k-unirationnelles
(comme par exemple les hypersurfaces de Fermat, d’équation xé’mrl + e+

x?\;ﬂ = 0 dans PV, étudiées dans le chapitre 3).

L’expérience a montré que des versions plus faibles de ces deux propriétés
étaient aussi plus maniables. On dira quune k-variété projective lisse X
est rationnellement conneze si deux points généraux de X (k) peuvent étre
joints par une courbe rationnelle (définie sur k, une cloture algébrique de k),
c¢’est-a-dire par un k-morphisme f : P! — X. Une k-variété projective lisse
k-unirationnelle est évidemment rationnellement connexe.

La k-variété (projective lisse) X est dite séparablement rationnellement
connexe s'il existe une telle courbe rationnelle trés libre, c’est-a-dire telle
que le fibré vectoriel f*Tx soit ample sur P!. Elle est alors rationnellement
connexe. Une k-variété projective lisse k-séparablement unirationnelle est sé-
parablement rationnellement connexe. La notion de connexité rationnelle est
une notion géométrique, on se placera donc toujours sur la cloture algébrique.

Toute k-variété projective lisse rationnellement connexe est aussi sépara-
blement rationnellement connexe si k est de caractéristique nulle, mais pas
en général : s'il résulte des travaux de Kollar, Miyaoka et Mori ([KMM92])
et aussi, indépendamment, de Campana ([Cam92]), qu'une variété de Fano,
c’est-a-dire une k-variété projective lisse X dont le fibré anticanonique —K x
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8 Introduction

est ample, est toujours rationnellement connexe, Kollar a construit ([Kol99],
Theorem V.5.11 et Lemma V.5.1), pour chaque entier premier p, des exemples
explicites de variétés de Fano définies sur I, qui ne sont pas séparablement
rationnellement connexes, c’est-a-dire qu’elles n’ont aucune courbe ration-
nelle tres libre.

Le but de cette these est d’étudier la connexité rationnelle séparable de
certaines k-variétés de Fano (vu le résultat de Kollar, Miyaoka, Mori et Cam-
pana mentionné ci-dessus, cela n’a d’intérét qu’au-dessus d’un corps de ca-
ractéristique non nulle), a savoir les hypersurfaces lisses de degré au plus N
dans un espace projectif PY. En particulier, nous testons la conjecture que
toutes les hypersurfaces lisses de degré < N dans PV sont séparablement
rationnellement connexes. Le résultat dans le cas des hypersurfaces cubiques
a été démontré par Madore ([Mad04]).

Apres un premier chapitre consacré a la mise au point des diverses défi-
nitions et notations, nous étudions dans le deuxieme chapitre I'unirationalité
séparable des hypersurfaces. Le fait qu'une hypersurface générale de PV de
degré d tres petit devant sa dimension N — 1 est unirationnelle est connu
depuis longtemps ([Mor40] et [Pre49]). En exposant la démonstration de
Paranjape et Srinivas ([PS92]), nous remarquons qu’elle montre en fait l'uni-
rationalité séparable (théoreme 2.3).

Les bornes données par le théoreme de Morin et Predonzan ne sont pas
toujours tres bonnes : lorsque d = 3, celui-ci s’applique pour N > 4, ce qui
n’est pas si mal, mais lorsque d = 4, il faut déja N > 39. Ce résultat n’est
aussi valable que sur un corps algébriquement clos et pour des hypersurfaces
générales.

Nous nous intéressons dans les paragraphes 2.2 et 2.3 aux cas particuliers
des hypersurfaces cubiques, pour lesquelles il existe des constructions ad hoc
classiques qui montrent 'unirationalité.

Si 'hypersurface cubique X est lisse, définie au-dessus d’un corps algébri-
quement clos k, et de dimension > 2, elle contient une droite ¢. 'hypersurface
cubique est alors k-unirationnelle via le morphisme 7, : P(Tx|;)--»X qui &
une droite £, tangente a X en un point x de ¢ associe le troisieme point
d’intersection de £, avec X . Ce morphisme est de degré 2, donc est séparable
en caractéristique différente de 2.

Nous montrons (propositions 2.7 et 2.16) que, pour une droite ¢ générale,
ce morphisme mp, n’est pas séparable si et seulement si la caractéristique de k
est2 et X est projectivement équivalente a la hypersurface cubique de Fermat,



d’équation x3 + - -+ + 23, = 0.

Nous étudions ensuite une seconde construction classique d’unirationalité,
dont la derniere version a été donnée par Kollar ([Kol02]), pour laquelle nous
supposons seulement que le corps k est infini et que I'hypersurface X est
irréductible sans point géométrique triple et contient un point rationnel.

En caractéristique différente de 2, dés que la dimension de X est plus
grande que 3, I’hypersurface est k-séparablement unirationnelle par cette construc-
tion (proposition 2.34). Dans le cas des surfaces, il existe des exceptions
(propositions 2.28, 2.29 et 2.30). En caractéristique 2, il existe aussi des
exceptions, qui sont des hypersurfaces singuliéres (proposition 2.35).

Dans le troisieme chapitre, nous étudions, sur un corps k de caractéristique
p > 0, les hypersurfaces de Fermat, d’équation

i+ + a5 =0

dans PV. Elles sont de Fano pour d < N. L’idée de départ était que ces hy-
persurfaces semblent manifester le plus de pathologies vis-a-vis des questions
qui nous intéressent, en particulier lorsque d = p” + 1 : elles sont alors tou-
jours k-unirationnelles (th. 3.8, qui généralise les résultats de [Shi79]), bien
qu’elles soient de type général pour p" > N.

Pour la connexité rationnelle séparable, il s’agit d’étudier les courbes ra-
tionnelles sur ces hypersurfaces. En suivant la démarche de [Deb01] (§ 2.14),
nous décrivons le schéma des droites contenues dans ces hypersurfaces (co-
rollaire 3.4, proposition 3.5).

Lorsque d = p" + 1, les droites recouvrent 'hypersurface de Fermat, mais
aucune n’est (tres) libre (remarque 3.7). Cependant, nous montrons que pour
N > 2p" — 1, Uhypersurface de Fermat de degré p” + 1 contient une courbe
rationnelle tres libre définie sur I, ; elle est donc séparablement rationnelle-
ment conneze (corollaire 3.17).
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Chapitre 1

Principales notations et
définitions

1.1 Notations

Une k-variété est un schéma géométriquement integre de type fini au-
dessus d’un corps. Un sous-schéma est toujours fermé, sauf mention contraire.

Si X est un schéma, pour tout point x de X, on note T’ ,, I'espace tangent
de Zariski & X en z. Si X est une sous-variété d’un espace projectif PV, on
note aussi Ty, C PV son projectifié; c’est un sous-espace linéaire de PV.

Enfin, si Sy,...,S, sont des parties de P, on note (S, ..., S,) le sous-
espace linéaire de PV engendré par S; U---U S,.

1.2 Variétés k-rationnelles, k-unirationnelles,
k-séparablement unirationnelles

Définition 1.1. Une k-variété X de dimension n sur un corps k est dite
k-rationnelle sil existe une application birationnelle Pp--+X définie sur k.

Remarque 1.2. Il revient au méme de dire que le corps de fonctions de X
est une extension transcendante pure de k.

Définition 1.3. Une k-variété X de dimension n est dite k-unirationnelle
(resp. séparablement k-unirationnelle) s’il existe une application rationnelle
dominante (resp. dominante séparable) Pi--+X définie sur k.

11



12 Chapitre 1. Principales notations et définitions

Notation 1.4. On dira simplement rationnelle, unirationnelle, séparablement
unirationnelle lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Une k-variété k-unirationnelle est donc une k-variété dominée par une
k-variété k-rationnelle de méme dimension. Sur un corps infini, une telle
k-variété a un ouvert dense de points rationnels.

Remarque 1.5. Cette propriété dépend du corps de base : si Xy est une
k-variété définie sur un corps k et K une extension de k, la k-variété Xy
peut étre K-unirationnelle sans que Xy soit k-unirationnelle.

Exemple 1.6. Soit X la conique d’équation x? + y* + 2% = 0 dans P%.
Cette courbe n’a aucun point rationnel, donc elle n’est ni R-rationnelle ni R-
unirationnelle. En revanche, X¢ est rationnelle : 'application qui a (z,y, z) €
Xc-{(1,4,0)} associe la droite {(1,4,0), (z,y, z)) de PZ induit une application
birationnelle (en fait un isomorphisme) X¢--+P¢.

L’application dominante n’a, en fait, pas besoin d’étre génériquement
finie.

Proposition 1.7. Une k-variété X de dimension n est k-unirationnelle s’il
ezxiste une k-application rationnelle dominante P"™--+X pour un certain m
(nécessairement supérieur a n).

Une k-variété X de dimensionn sur un corps k infini est k-séparablement
unirationnelle sl existe une k-application rationnelle dominante séparable
P™--» X pour un certain m (nécessairement supérieur a n).

Démonstration. Montrons le cas séparable : Soient X une k-variété de
dimension n et f : P™--+X une application rationnelle dominante séparable,
avec m > n. Notons V un ouvert de P™ sur lequel f est définie. D’apres le
théoreme de Chevalley ([Har83], IT ex 3.22), il existe un ouvert dense U de
X en tout point duquel la fibre de fjy, : V' — X soit de dimension m —n > 1.

Dans le cas d'un corps infini, il existe un point rationnel u de 'ouvert U
et, par Bertini, un hyperplan H de P™ qui ne contient pas la fibre de f en u
et tel que H N f~'(u) soit géométriquement réduit (cf. [Jou83], cor. 6.11.2).
En raison du méme théoréme de Chevalley, la fonction f: VN H — X est
dominante ; de plus la fibre f “H(u) est géométriquement réduite, de sorte que
f est séparable (cf. Annexe, prop 4.10). Nous pouvons continuer le processus
aussi longtemps que m > n, donc il existe une application k-rationnelle
dominante séparable P"--+X.
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Dans le cas d'un corps fini, voir [Kol02] Lemma 11. O

1.3 Espaces de modules de courbes ration-
nelles

Dans tout ce numéro, X est un sous-schéma de PV défini au-dessus d’un
corps k. Nous suivons dans toute cette partie 'exposition de [Deb01].

1.3.1 Définitions

Les morphismes f : P! — X de degré d (c’est-a-dire tels que deg f*Opn (1) =
d) sont paramétrés par une k-variété quasi-projective notée Morg(P!, X). Les
morphismes de P! dans X sont donc paramétrés par 'union disjointe de ces
variétés :
Mor(P', X) = [ [ Mor,(P', X)

a>0

On note
ev: P! x Mor(P', X) — X

le morphisme universel associé. Pour tout k-schéma T, et pour toute famille
de morphismes fr : P! xT — X, il existe un unique k-morphisme ¢ : T' —
Mor (P!, X) tel que fr = evo(Id x¢).

Remarque 1.8. 1. La restriction de ev a X x {t}, out € Mor(P', X)(k),
induit un k-morphisme f; : P! — X. Réciproquement on notera [f] le
k-point de Mor (P!, X) correspondant & un k-morphisme f : P! — X.

2. On note
evg : P! x Morg(P', X) — X

le morphisme induit par ev par restriction.

Remarque 1.9. D’apres le Lemma 3.7 de [Deb01], lorsque k est algébrique-
ment clos, I'image de &4 : P! X [ [ ey Morg (P!, X) — X — c’est-a-dire
I’ensemble des points de X par lesquels passe une courbe rationnelle contenue
dans X de degré au plus d — est fermée.
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1.3.2 Etude locale

Si f: P! — X est un morphisme le long de I'image duquel X est lisse,
de dimension n, on a ([Deb01], Proposition 2.4)

Ty Mor(P*, X) ~ H(P', f"Tx)

De plus ([Deb01], Theorem 2.6), localement autour de [f], le schéma Mor(P!, X)
peut étre défini par A (P!, f*Tx) équations dans un schéma lisse de dimension
hO(PL, f*Tx).

Soit x le point f(0). Les morphismes de P! dans X qui envoient 0 sur x
sont paramétrés par un sous-schéma Mor (P!, X; 0 — z) de Mor (P!, X') défini
par au plus n équations. On a ([Deb01], 2.9)

Tip Mor(B', X: 0+ o) = H'(B', (f*Tx)(~1))

1.3.3 Le cas des droites

Nous aurons besoin de la proposition générale suivante :

Proposition 1.10. Si Z est une k-variété lisse, Y est une sous-variété lisse
de Z et X est une sous-variété lisse de Y, on a une suite exacte de fibrés
noTrmaur :

O—>Nx/y —>NX/Z — (NY/Z)‘X — 0 (11)

Démonstration. On applique la proposition 19.1.5 (iii) de [Gro67c].

Sif:Y —> Zetg: X — Y sont des immersions régulieres de schémas
localement noethériens, alors fog: X — Z est un immersion réguliere. De
plus la suite d’homomorphismes canoniques entre fibrés conormaux

0— (Ny/z”x — NX/Z — NX/Y — 0

est exacte.
Les sous-variétés que 1’'on considere sont lisses, donc les hypotheses sont
vérifiées. De plus les faisceaux sont localement libres de type fini. On peut

donc prendre le dual de la suite exacte, ce qui nous donne le résultat voulu.
O

En associant & toute courbe rationnelle f : P! — X C PV de degré 1
son image dans PV, on définit un morphisme

Mor; (P, X) — G(1,PY)
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olt G(1,PY) est la grassmannienne des droites dans PY. Son image parameétre
les droites contenues dans X. Elle a une structure naturelle de schéma, que
nous noterons F(X).

L’application induite p : Mor (P!, X) — F(X) est le quotient ensem-
bliste par 1'action du groupe des automorphismes de P! (pour un quotient
schématique, voir [Deb01] p.47). Soit f : P! — X un paramétrage bijectif
d’une droite £. Supposons X lisse de dimensionn le long de (; la différentielle
de p au point [f] s’'insere dans une suite exacte

0 — HOPY, Tpr) — HOPY, F*Tx) —2% HO(PY, f*Nyjy) — 0 (1.2)

Puisque f induit un isomorphisme sur son image, nous pouvons considérer
la méme suite exacte sur £. L’espace tangent a F'(X) en [{] est alors H°(¢, Ny x).

De facon analogue, si x est un point de X fixé et f : P! — X un
paramétrage bijectif d’une droite contenue dans X, avec f(0) = x, le groupe
des automorphismes de P! qui fixent 0 opere sur le

Mor(P', X;0 — z)

Le quotient est F(X,z), sous-schéma de F(X) des droites passant par x et
contenues dans X (pour une construction schématique, voir [Deb01] p.47).
Les droites de PV passant par = sont paramétrées par un hyperplan de PV,
dont F(X,x) est donc un sous-schéma. L’espace tangent a F'(X, z) en [I] est
isomorphe & H°(¢, Ny/x(—1)).

D’apres la proposition 1.10 Il y a une suite exacte de fibrés normaux :

0 — Nyyx — Oy(1)* ™V — (Nyjpn)|e — 0 (1.3)

et Ny/x est un fibré sur P!, qui donc peut s’écrire (théoreme de Grothendieck,
[Har83], V, exercice 2.6) :

n—1
Nyyx ~ @D Ou(bi) (1.4)
i=1

avec by > -+ > b,_1. Par (1.3), nous obtenons b; < 1. Si b, 1 > —1, le
schéma F'(X) est lisse en [¢] (le critere de [DM98] lemme 2.2 (ou [BVdV79))
est vérifié si H'(¢, Ny/x) = 0). Si b,_1 > 0, le schéma F (X, z) est lisse en [(]
pour tout point x de £ (¢f. [Deb01] p.48 : TigF(X,x) ~ H(N;/x(—1))).
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1.4 Courbes rationnelles libres et tres libres

Définition 1.11. Soient X une k-variété lisse et s un entier positif. Une
courbe rationnelle f : P! — X est dite s-libresi f*Tx@0p1 (—s) est engendré
par ses sections globales.

Notation 1.12. Une courbe rationnelle 0-libre est dite libre. Une courbe
rationnelle 1-libre est dite tres libre.

Remarque 1.13. Soient X une k-variété lisse de dimension n et f : P* —
X une courbe rationnelle. Le fibré f*Tx se décompose en une somme de
fibrés en droites :

[Ty ~ ﬁpl(al) b---PB ﬁpl(an)

avec a; > - -+ > an. La courbe f est s-libre si et seulement si a,, > s.

On obtient donc une caractérisation cohomologique en terme d’annulation
d'un H!.

Corollaire 1.14. Soient X une k-variété lisse de dimensionn et f : P! —

X une courbe rationnelle.
La courbe f est s-libre si et seulement si H' (P!, f*T'x @ Op1(—s—1)) = 0.

Remarque 1.15. Avec les notations du § 1.3.3 , dans le cas ou X est conte-
nue dans PV et que I'image de f : P! — X est une droite, on a

FTx ~ Op1 (2 @@ﬁpl

Cela résulte du fait que les b; sont tous < 1. Le Op:1(2) provient de Tpi1, cf.
la suite exacte (1.2).

Le résultat suivant est une adaptation de la proposition 1 de [Mad04].

Proposition 1.16. Soient X une k-variété projective lisse sur un corps K,
et D une sous-variété lisse de codimension 1 qui, vue en tant que diviseur
sur X, est ample. Si f : P! — D est une courbe rationnelle s-libre telle que
deg f*D > s, alors f : P — X est encore s-libre, vue comme une courbe
sur X.

Nous avons aussi un résultat dans le cas des morphismes surjectifs, qui
nous servira pour 'application (3.2).
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Proposition 1.17. Soient X et Y deux k-variétés projectives lisses sur un
corps k. Sim Y — X est un morphisme génériquement fini, surjectif et
génériquement lisse, et que f : P — Y est une courbe s-libre passant par un
point de' Y en lequel w est lisse, alors la courbe wo f : P! — X est s-libre.

Démonstration. En effet, le morphisme « : f*Ty — f*n*Tx est générique-
ment injectif. Son noyau, étant sans torsion, est nul, donc « est un morphisme
injectif entre fibrés vectoriels de méme rang. Si tous les facteurs de f*Ty sont
de degré > s, il en est de méme pour ceux de f*7*Tx. O

1.5 Variétés uniréglées, séparablement uniré-
glées

Dans toute cette partie, le corps k est supposé algébriquement clos. Pour
étudier une variété définie sur un corps non algébriquement clos, on com-
mencera par se placer sur la cloture algébrique.

Définition 1.18. Une k-variété projective X de dimension n est dite uniréglée
(resp. séparablement uniréglée) sur k algébriquement clos s’il existe une k-
variété Y de dimension n — 1 et une application rationnelle P! x Y --»X
dominante (resp. dominante séparable) définie sur k.

Dans la définition précédente, nous pouvons supposer que ’application ra-
tionnelle est un morphisme (c¢f. [Deb01], Remarks 4.2 (3)). De la méme fagon
qu’une variété k-unirationnelle était dominée par une k-variété k-rationnelle,
une k-variété uniréglée est dominée par une k-variété réglée. L’espace pro-
jectif étant uniréglé, une k-variété k-unirationnelle (ou k-unirationnelle) est
uniréglée.

Proposition 1.19. Une k-variété projective lisse X sur un corps k algé-
briguement clos est séparablement uniréglée si et seulement s’il existe une
courbe rationnelle libre P! — X,

Démonstration. Si f : P! — X est une courbe rationnelle de degré d, le
morphisme evy : P* x Mory(P!, X) — X est lisse en un point de P* x {[f]}
si et seulement si f est libre (Propositions 4.8 et 4.9 de [Deb01]).
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S’il existe une courbe libre de degré d telle que X est lisse le long de f, le
morphisme ev, est génériquement lisse, car ¢’est une propriété ouverte, et est
donc un morphisme dominant (pour des raisons de dimension). La variété X
étant irréductible et réduite, le morphisme evy : P! x Mory (P!, X) — X se
factorise : il existe une composante irréductible Y de Mory (P!, X),¢q telle que
evgpt xy Soit dominante, et génériquement lisse. Donc evgpi .y est séparable
(proposition 4.10).

Réciproquement, supposons que X est séparablement uniréglée : il existe
une k-variété Y de dimension dim X — 1 telle que 'application P! x Y --sX
soit dominante séparable. La k-variété X est projective, donc on peut trouver
Y telle que 'application précédente soit un vrai morphisme.

11 se factorise alors par evy pour un certain d > 0 (on utilise la propriété
universelle de ev et la propreté de X, c¢f. [Deb01] Remarks 4.2 (3)) :

P! x Y — P! x Mory(P', X)X

L’application evy : P! x Morg(P!', X) — X est donc dominante. La variété
X étant irréductible et réduite, le morphisme evy : P! x Morg(P!, X) — X
se factorise : il existe une composante irréductible Y’ de Morg(P!, X ),4q telle
que evgpi xy s0it dominante :

P'xY — P xYy' -2, X

L’application de départ est de plus séparable donc I'application evgpiyy~
est séparable par la proposition 4.14, c¢’est-a-dire génériquement lisse par la
proposition 4.10. L’application ev, est donc lisse en un point (¢, [f]) général
de P! x Y. La courbe f est alors une courbe libre. U

On dit qu'un point général d’une variété X vérifie une propriété si ’en-
semble des points de X vérifiant cette propriété contient un ouvert dense.
De méme, une hypersurface de PV générale de degré d vérifie une propriété
si 'ensemble des équations P € H°(PN, Opn(d)) des hypersurfaces vérifiant
cette propriété contient un ouvert dense.

Proposition 1.20. Soit k un corps algébriquement clos. Une hypersurface de
PY générale de degré d < N — 1 est séparablement uniréglée par des droites.

Démonstration. Il suffit de trouver une droite rationnelle libre, puis d’uti-
liser la démonstration de la proposition 1.19. Lorsque d < N — 1, c’est la
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Proposition 2.13 de [Deb01] (qui donne aussi le résultat pour les intersec-
tions compleétes) : pour une droite ¢ générale contenue dans X on a

Nyx ~ O,()N g o]

Cette droite est donc libre : X est séparablement uniréglée par des droites.
O

1.6 Variétés rationnellement connexes, sépa-
rablement rationnellement connexes

Dans toute cette partie, le corps k est supposé algébriquement clos. Les
notions étudiées sont géométriques.

Définition 1.21. Une k-variété projective X de dimension n est dite ra-
tionnellement connexe (resp. séparablement rationnellement connexe) sur k
algébriquement clos s’il existe une k-variété M et une application rationnelle
e: P! x M--sX telle que I'application rationnelle

P'xP'x M --» XxX
(t,t',2) —— (e(t,2),e(t',2))

soit dominante (resp. dominante séparable).

Dans la définition précédente, nous pouvons supposer que l'application
rationnelle e est un morphisme (c¢f. [Deb01], Remarks 4.4 (2)). Si une k-
variété est séparablement unirationnelle, elle est séparablement rationnelle-
ment connexe. Si une k-variété est séparablement rationnellement connexe,
elle est séparablement uniréglée.

Remarque 1.22. Si X est une k-variété projective rationnellement connexe
sur un corps algébriquement clos k, 1’évaluation

P! x Mor(P', X;0 +— z) — X
est dominante pour un x général dans X (k) (cf. [Deb01] Remarks 4.4(2)).

Proposition 1.23. Une variété projective X lisse sur un corps k est sé-
parablement rationnellement connexe si et seulement s’il existe une courbe
rationnelle f : P! — X trés libre dans X .
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Démonstration. Si f : P! — X est une courbe rationnelle de degré d, le
morphisme g4 : P! x P! x Morg(P!, X) — X x X qui a (¢,t,[f]) associe
(evq(t, [f]),eva(t’,[f])) est lisse en un point de P* x P! x {[f]} si et seulement
si f est tres libre (Propositions 4.8 et 4.9 de [Deb01]).

S’il existe une courbe tres libre de degré d telle que X est lisse le long de f,
le morphisme ¢4 est donc génériquement lisse, car c’est une propriété ouverte,
et est donc un morphisme dominant. La variété X x X étant irréductible et
réduite, ce morphisme se factorise : il existe une composante irréductible M
de Mor (P!, X )eq telle que gp1 «p1« ar s0it dominante, et génériquement lisse.
Donc ggp1 xp1 xy est séparable (proposition 4.10).

Réciproquement, supposons que X est séparablement rationnellement
connexe : il existe une k-variété M telle que I'application P! x Pt x M --+X x X
soit dominante séparable. La k-variété X est projective, donc on peut trouver
M telle que I'application précédente soit un morphisme.

I1 se factorise alors par €4 pour un certain d > 0 (on utilise la propriété
universelle de ev et la propreté de X, c¢f. [Deb01] Remarks 4.2 (3)) :

P! x P' x M — P! x P! x Mory(P', X)—4>X x X

L’application ¢4 est donc dominante. Le schéma X x X étant integre, le
morphisme g4 : P! x P! x Mory(P!, X) — X x X se factorise : il existe
une composante irréductible M’ de Mory (P!, X),eq telle que €gp1xp1x s SOIt
dominante :

PlxP'x M —P' xP'x M—45X x X

L’application de départ est de plus séparable donc 'application &gp1xptx s
est séparable par la proposition 4.14, c¢’est-a-dire génériquement lisse par la
proposition 4.10. L’application €4 est donc lisse en un point (1, t9, [ f]) général.
La courbe f est alors une courbe tres libre. 0

Toute k-variété de Fano est rationnellement connexe par chaines (cf.
[KMM92], [Cam92]). Ce résultat s’obtient grace au bend and break au-dessus
d’un corps de caractéristique positive. Sur un corps algébriquement clos de
caractéristique 0, elle contient donc une courbe rationnelle tres libre, et est
séparablement rationnellement connexe. Mais en caractéristique p ce n’est
pas forcément le cas.

Pour chaque entier premier p, Kollar a construit des exemples explicites
de F,-variétés de Fano qui ne sont pas séparablement uniréglées, c’est-a-dire
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qu'elles n’ont aucune courbe rationnelle libre (définie sur F,)!.

Woir [Kol99], Theorem V.5.11 et Theorem V.5.13; ce sont des revétements cycliques de
P?" de degré p ramifiés le long d’une hypersurface de degré p(d-+1), avec 2 > d > 2041 1,
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Chapitre 2

Unirationalité séparable des
hypersurfaces de tres petit
degré

Soit X une hypersurface lisse de degré d dans I’espace projectif PV, définie
sur un corps k.

Si X est générale et que son degré d est tres petit devant NNV, il est clas-
sique que X est k-unirationnelle. Nous reprenons en 2.1 la belle adaptation
moderne de Paranjape et Srinivas de la démonstration originale de Morin et
Predonzan ([Mor40] et [Pre49]), en remarquant qu’elle montre en fait que X
est k-séparablement unirationnelle (cf. th. 2.3).

Toujours pour N > d, on sait aussi qu’en caractéristique nulle, toute
hypersurface lisse X de degré d dans PV est k-unirationnelle ((HMP98]). On
ne sait pas si ce résultat subsiste en caractéristique non nulle.

On étudie ensuite la séparabilité des paramétrages unirationnels clas-
siques des hypersurfaces cubiques.

2.1 Unirationalité séparable des hypersurfaces
de tres petit degré

On se limite ici au cas des hypersurfaces pour garder des notations rai-
sonnables, mais le méme argument s’applique aux intersections completes.

Soient k un corps algébriquement clos et V' un k-espace vectoriel de di-
mension N + 1. Soit X une hypersurface de degré d > 1 dans P = P(V),

23
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définie sur k. On suppose qu’elle contient un k-espace linéaire L de dimen-
sion r > 0 le long duquel elle est lisse.

La construction suivante est classique. Soit € : P — P Déclatement de
L. Si on choisit un k-espace linéaire M dans P, de dimension N —r — 1 et
disjoint de L, on a un diagramme

P={(z;m)ePxM|ze(mL)} —

P

ot ¢~Y(m) = (m, L) x {m}.
Le diviseur exceptionnel E de € est isomorphe a L x M et la fibre générique

If”k( ) de g est isomorphe a IP{(?AZ). Si X est le transformé strict de X par ¢, la

fibre générique Xk( m) de q| g est une hypersurface de degré d — 1 dans Pf:&\b).

Remarquons que X N E est le diviseur exceptionnel de Iéclatement de L
dans X. Il domine M et est isomorphe & P(Ny,x); il est donc k-rationnel.

Calculs en coordonnées. Si on prend des coordonnées (x, ..., zy) telles
que L a pour équations z, 1 = --- = xny = 0 et M pour équations xg = --- =
x, = 0, une équation de X peut s’écrire

P=x41P 1+ - +anPy
La lissité de X le long de L est équivalente au fait que les polynomes
Pl = %}L, pour j décrivant {r + 1,..., N}, n’ont pas de zéro commun
J

(géométrique) dans L. On a

P= {((9:0,...,xN),(mTH,...,mN)) | z;m; = xym; pour r+1 <i,j < N}

et
k(M) =k(myy2,...,my)
avec m; = xfil L’isomorphisme I@’k( M) IPQJ(Q\Z) est donné par
(Zoy .-y xn) — (Toy ooy Tpg1)
d’inverse

(w0, ., Tpg1) ¥ (T0, - - - Trgls Trg1 Mgz, - - -, Tpp1MY)
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Le transformé total de X dans P est donc défini par

T Prpr + -+ aonPy =0
et sa fibre générique est le k(M)-schéma défini par

Trp1 Pt + g1y o Pryo + - - + 2ppomy Py = 0

dans I’espace projectif P@\l/[). Il est réunion de Lx k(M) (défini par z, 1 = 0)
et de la fibre générique Xi(ar), définie par I’équation
(Prt1 + mpp2Pra + -+ my Py ) (2o, -+, Tty Trp1Myg2, - Ty ) = 0
de degré d — 1 a coefficients dans k(M).

Exemple 2.1 (Cas des cubiques). Lorsque X est une hypersurface cubique
qui contient une droite ¢ le long de laquelle elle est lisse, la construction
précédente exprime X comme une fibration au-dessus de M ~ PN-2 dont la
fibre générique est une conique. La k-variété k-rationnelle X N E = P(Nyx)
en est une bisection rationnelle. Le changement de base X N E — M donne
un revétement génériquement fini de X de degré 2, qui est rationnel. On a
un diagramme commutatif

] -
(XNE)xy X — X
| 0|

XNE=P(Nyx) — M

alz

ou &’ est birationnel et ou 7, est une application rationnelle dominante de
degré 2 qui sera construite et étudiée plus en détails en 2.2.

L’exemple suivant montre que 1’hypersurface Xk( M) peut n’etre pas lisse
le long de L xy k(M).

Exemple 2.2. Soit X C P¥ I'hypersurface cubique de Fermat (lisse) sur un
corps k de caractéristique 2, définie par

Wyl =0
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Posons, pour r < N/2 — 1,

rj = Yj pour j € {0,...,7,2r+2,...,N}
r; = Yjr1+y; pourje{r+1,....2r+1}

et notons L le sous-espace projectif de dimension r contenu dans X défini
par t,;1 =---=xy =0. On a

Pj - yjz'—r—l + yjz—r—lyj + y]2
x5, 4x . x;+a3 pourje{r+1,...,2r+1}

P = yj=a pour j € {2r+2,...,N}

La fibre générique Xk( M) est définie par I'équation (ot m,4q = 1)

T

N
2 2 2 3,,.2 _
E Mg 145 (TF + My 14505 T + M5 T ) + § : Mt =0
j=0 j=2r+2

On vérifie que cette quadrique est singuliere le long de

T
_ 2 _
Trg1 = E My 14T = 0
=0

Pour r > 2, elle n’est pas lisse.

En revanche, si on fait 'hypothese que Poi1|r, . .., Py[. engendrent I'es-
pace des polynomes de degré d — 1 sur L, le schéma Xy, est bien lisse le
long de L xy k(M), car c’est le cas au-dessus d’un point général de M.

On définit maintenant, pour tout entier d > 0, des entiers r(d) de la fagon
suivante : on pose r(1) = 0 puis, pour d > 0,

rd+1) = r(d)+<d1‘(;§d>)

On a par exemple
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Théoréme 2.3. Soit X C PY une hypersurface de degré d définie sur un
corps k quelconque par une équation P € H°(PN, Opn(d)). On suppose que
X contient un k-sous-espace linéaire L de dimension r > r(d—1) et que les
polynomes

oP 6P‘
a—xO}L,...,%L

engendrent H(L, Or(d — 1)). Alors X est k-séparablement unirationnelle.
Sous les hypotheses du théoreme, 'application k-linéaire

¢X,L . kN+1 — IJO(L7 ﬁL(d — 1))

N
OP
(ag,...,an) ;aja—%}L

est donc surjective. Nous utiliserons aussi la transformation projective as-
sociée 3

dx.p: PN s PHY(L, Op(d — 1))
qui est donc dominante.

Avec les notations précédenﬁes, aTPj } ; est nul pour j € {0,...,r}, de sorte

que l'on peut aussi considérer ¢x ; comme une application de M = PN—"~1

dans PHO(L, Or(d — 1)).

Corollaire 2.4. Soit k un corps algébriquement clos. Si N > r(d), une
hypersurface de P générale' de degré d est k-séparablement unirationnelle.

Démonstration. En effet, une telle hypersurface X contient un sous-espace
linéaire L de dimension r(d — 1) et application ¢x 1, est surjective ([DM9g],
théoreme 2.1 et lemme 7.5). O

Remarque 2.5. La surjectivité de ¢x 1 entraine que X est lisse le long de
L. On a une suite exacte (proposition 1.10)

0 — Npjx — o)) g, (d) — 0

d’ott 'on déduit que la surjectivité de ¢x 1 est équivalente a I'annulation de
H'(L,Np/x(—1)). En particulier, lorsque L est une droite et X une cubique,
cela correspond au cas ot la droite L est de type I (¢f. § 2.2).

Lef. § 1.5 pour une définition
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Si ¢ est une droite générale dans L, la surjectivité de ¢x 1, entraine celle de
¢x,¢, donc annulation de H'(¢, N;yx(—1)), de sorte que la droite ¢ est libre
dans X. La k-variété X est donc séparablement uniréglée par des droites. En
caractéristique non nulle, il existe des hypersurfaces lisses de degré < N qui
n’ont pas cette propriété (cf. § 3.2, remarque 3.7).

Démonstration du théoreme 2.3. On procede par récurrence sur d, le cas
d = 2 étant facile : une quadrique possédant un k-point lisse est k-rationnelle.

Supposons d > 3. Sous nos hypotheses, I’hypersurface Xk( ) C IP’iJ(rj\l/[) de
degré d—1 est lisse (remarque 2.5). Lorsque r > h, une telle hypersurface, sur
un corps algébriquement clos, contient un sous-espace linéaire de dimension
h(cf. [DM98] théoreme 2.1). On va s’arranger pour que ce soit le cas ici, apres
une extension judicieuse du corps de base k(M). Considérons le diagramme

J ——» I — - G(h,L)

b | O o |

X,
M =PN-"-1 225 PHO(L, 0(d—1))
ou [ est la variété d’incidence. Le morphisme ¢ est un fibré vectoriel, de sorte
que J est k-rationnelle, et p; (donc aussi py) est surjective séparable lorsque?

(r—W)(h+1)> (d+2_1)

Au point générique de I correspondent une hypersurface V; C L xy k(I) de
degré d et un k(7)-espace linéaire A; C V; de dimension h. Notons V; et A,
leur images inverses dans L xy k(.J).

On a noté X le tranformé strict de X dans 'éclatement de L. Son inter-
section avec le diviseur exceptionnel L x M a pour équation

(myy1Pry1 + -+ myPy)(xo,...,2,,0,...,0) =0

(2.1)

Cest donc l'image inverse par ¢ x,;, de l'hypersurface universelle sur
PH(L, 0 (d—1)). En d’autres termes, si on considere le diagramme cartésien

y . X
| o Ju
J 2L M

2Cela résulte par exemple de la démonstration du théoreme 2.1 de [DM98], ou il est
montré que sous 'hypothese (2.1), le lieu ou la différentielle de p; n’est pas surjective ne
domine pas PHY(L, 0r,(d — 1)).
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la fibre générique Yy (s est une hypersurface lisse de degré d — 1 dans IP’QJ(F})
dont Uintersection avec le r-plan L Xy k(J) est V;. Elle contient donc le
h-plan A ;.

Il reste a montrer que 'application
Py - KT — HY(Ay, Oy, (d - 2))
est surjective. Posons
Q={(Z,A) € I| ¢z est surjective}

C’est un ouvert de I dont on vérifie qu’il est non vide des que les nombres le
permettent, c’est-a-dire des que

d+h—2
—h>
r h_< b )

Cette condition est réalisée avec h = r(d — 2) ; elle entraine (2.1). L’ouvert 2
contient alors le point générique de I, ce qui signifie que I'application ¢y, a,
est surjective, et il en est de méme pour ¢y, A,

On peut alors appliquer 'hypothese de récurrence : 'hypersurface Yy
est k(J)-séparablement unirationnelle. On a donc une application dominante
séparable

Agy == Yi()

Comme p; est dominante séparable, I’application Yy ;) — Xk( ) induite par
py l'est aussi. Comme J est k-rationnel, on en déduit que X est k-sépara-
blement unirationnelle. 0

2.2 Unirationalité séparable des hypersurfaces
cubiques contenant une droite

Il existe plusieurs constructions classiques qui prouvent 'unirationalité
de toutes les hypersurfaces cubiques de dimension au moins 2; on en trou-
vera une description détaillée dans [Man86] et [Kol99]. Dans ce paragraphe,
nous étudions le cas des hypersurfaces cubiques contenant au moins une
droite k-rationnelle puis, dans le paragraphe 2.3, le cas des hypersurfaces
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cubiques contenant un point k-rationnel. Ces deux conditions sont automa-
tiques lorsque le corps k est algébriquement clos.

Le théoreme 2.3 montre qu'une hypersurface cubique lisse de dimension
au moins 3 contenant une droite de type I (voir plus bas la définition) est
k-unirationnelle.

Soit X C PV une hypersurface cubique lisse définie sur un corps k. On
suppose que X contient une droite ¢ aussi définie sur k. La construction qui
suit est une variante de la précédente (§ 2.1). C’est une construction classique.
Les résultats nouveaux concernent uniquement les questions de séparabilité.

Construction de I’application 7,

La k-variété P(T'x|s) est l'espace total du projectifié d’un fibré vectoriel
au-dessus d'un P!. Elle est donc k-rationnelle. On construit une application

rationnelle
Ty - P(Tx|g)——-)X

de degré 2 de la facon suivante.

Un point de P(T'x|y) est un couple (x,¢,), ou = est un point de ¢ et ¢,
une droite projective dans Tx .. La droite ¢, a contact d’ordre au moins 2
avec X en x, donc recoupe X en un troisieme point qui est y = m(x, £,).

T Oy

( ls

F1a. 2.1 — Section de X dans le plan (¢, ;)

L’hypersurface cubique X étant lisse en z, il existe toujours une telle droite £,
qui n’est pas contenue dans X (on aurait sinon Ty, C X); on définit donc
bien ainsi une application rationnelle. I'ouvert de définition est {(z,¢,) €
P(Tx|¢) | » ¢ Tx.}. Lorsqu’on parlera de fibre de m, ce sera en tant qu’ap-
plication définie sur cet ouvert.

Pour un point y de X pour lequel le 2-plan II, = (¢, y) n’est pas contenu
dans X (c’est le cas pour y général dans X, puisque X serait sinon un cone de
sommet /), I'intersection IT, N X est réunion de ¢ et d'une conique C}, passant
par y. Tout point x € ¢ N Cy est singulier sur II, N X, donc II, C Tx, et
y = m(z, (x,y)). L’application 7, est donc dominante.
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Lemme 2.6. Pour un point général y de X, la conique C, est lisse et
7, '(y) = £ NC, (schématiquement). En particulier m; : P(Tx|s)--+X est
une paramétrisation k-rationnelle de degré 2.

Démonstration. Considérons ’application

X-{ — M
r — (LixyNM

oll M est un sous-espace linéaire de codimension 2 de PV qui ne rencontre
pas £, et qui parametre donc les 2-plans de PV contenant ¢. La fibre d'un tel
2-plan I non contenu dans X (et il en existe!) est la courbe (IIN X) -¢. Elle
est connexe.

Comme X -/ est lisse et que M est irréductible, une fibre générale est
irréductible ([Deb01], p. 116). Il nous reste a montrer que pour Il général,
I'intersection II N X ne contient pas de droite double.

Si y est dans I'image par 7, de Vouvert {(z,¢,) € P(Tx|¢) | bx & Tx},
le point z est singulier sur II, N X mais ¢, n’est pas contenue dans cette
intersection. En particulier, la conique C), n’est pas une droite double dans
I, N X.

Si ¢ est une droite double dans II N X, cette intersection est singuliere le
long de ¢, c’est-a-dire que II est contenu dans Tx , pour tout x dans /¢, ce qui
n’est pas le cas pour II général, puisque 'on aurait sinon PV C Ty ,. O

Nous allons obtenir le résultat suivant, qui concerne la séparabilité de
I’application .

Proposition 2.7. Supposons N > 3. Soit X C PN une hypersurface cu-
bique lisse définie sur un corps k algébriguement clos. Si, pour aucune droite
¢ contenue dans X, Uapplication rationnelle my = P(Tx|s)--+X définie en
(2.2) n’est séparable, la caractéristique de k est 2 et X est projectivement
équivalente a I’hypersurface cubique de Fermat.

Remarque 2.8. Si N > 4 et X C PV est une hypersurface cubique lisse
contenant un point k-rationnel (par exemple si elle est définie sur un corps
algébriquement clos), on montrera (§ 2.3, proposition 2.34) que 'application
rationnelle fournie par la construction de Segre-Kollar est toujours séparable,
donc que X est toujours séparablement k-unirationnelle.
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Remarque 2.9. Si X C P? est une surface cubique lisse définie sur un corps
algébriquement clos, on sait qu’elle est toujours rationnelle. En revanche, si
le corps est arbitraire, méme si X (k) # (), ce n’est pas le cas en général
(cf. [Man86]). En ce qui concerne la dimension supérieure, Clemens et Grif-
fiths montrent dans [CG72] qu'une hypersurface cubique lisse dans P¢ est
unirationnelle mais pas rationnelle.

L’application 7, est de degré 2. Si ’hypersurface cubique X n’est pas k-sé-
parablement unirationnelle, la caractéristique du corps k est donc 2, aucune
des applications 7, définies ci-dessus n’est séparable, quel que soit le choix
de la droite £. Cela signifie que si y est un point de X tel que dans le plan
IT,, la conique résiduelle Cy, est lisse (cas général), alors elle est tangente a /.
On a le dessin suivant :

Cy

[4 Uy

F1G. 2.2 — Section de X dans le plan (¢, /¢,)

Fibré normal aux droites

On rappelle ([CGT2]) que l'on a les possibilités suivantes de décomposi-
tions pour le fibré normal Ny/x a ¢ dans X :
® soit
Ng/X ~ ﬁ?ﬂ D ﬁg(l)@(]v_4)

et la droite ¢ est dite de type I,
e soit
Ng/X ~ ﬁg(—l) D ﬁg(l)EB(N_g)

et la droite £ est dite de type I1.

On a noté (cf. § 1.3.3) F(X) le schéma des droites contenues dans X et
F(X,z) le schéma des droites contenues dans X et qui passent par un point
x de X. Ce dernier peut étre vu comme un sous-schéma d’un hyperplan de
P¥ ne contenant pas . On a

TF(X),[Z} ~ HO(€7 Ng/X) et TF(X,x),[é} ~ Ho(f, Ng/X(—l))
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Pour une hypersurface X de degré d dans PV, un calcul dans des coor-
données locales de G(1,P") nous donne d+ 1 équations explicites définissant
F(X) dans un espace de dimension 2N — 2 (¢f. [BVdV79]). Donc le schéma
F(X) est toujours au moins de la dimension attendue 2N — d — 3.

Donc en particulier, pour N > 3, la dimension de F/(X) en [¢] est toujours
la dimension attendue 2N —6 et le schéma F'(X) est lisse de dimension 2N —6.
La dimension de F'(X, ) est donc > N — 4 en tout point.

En revanche, pour N > 4, la dimension de l'espace tangent a F'(X,x) en
[(] est N —4 si{ est de type I, et N — 3 si £ est de type II.

La suite exacte des fibrés normaux (proposition 1.10) s’écrit

0— Nyx — O()N' 5 604(3) = 0

On se place dans des coordonnées (zo, . .., xy) telles que £ ait pour équations
ro =---=1xy = 0, tandis que le sous-espace M a pour équations zy = x; =
0. Une équation P de X peut s’écrire

P:$2P2+"'+$NPN
et Pl = g—;‘é. L’application
HO(u(=1)): H(¢, 6,)N ' — HO(¢, 0,(2))

est alors donnée par

oP oP
POV \ Ag—— e Ay —
(A2, .., AN) — 28x26+ + N@xNe

Pour les détails des calculs précédents, voir [BVAV79] proposition 3.La droite
C est de type I si et seulement si H'(¢, Nyx(—1)) = 0, c’est-a-dire si et
seulement si cette application est surjective®.

Un point y de M a pour coordonnées (0,0,ys,...,yn). Le plan II, en-
gendré par f et y s’écrit

1, = {(.6.79) | (@ 5.7) € P}

L’équation de l'intersection II, N X dans I, s’écrit donc
Pln, = 7vyPa(a, B,7y) + -+ vynPn(a, 5,7y)
= Y(yPo(a. B, vy) + -+ + ynPr(a, 3,7y))

3Puisque g—; e et g—fl |¢ sont nuls, cette application est essentiellement 1'application ¢ x ¢
définie apres le théoreme 2.3. Plus précisément, ces deux applications ont méme image.
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et 'on reconnait la droite ¢ (d’équation v = 0) et la conique C, (d’équation
'autre facteur). L’équation de ¢ N C,, dans ce repere est donc yoPs(cv, 3,0) +
o+ ynPn(a, 3,0) = 0.

Proposition 2.10. Si l’application w, n’est pas séparable, le polynome P;|, =
%V est un carré pour chaque i. En particulier, ¢ est de type II.

Démonstration. Si I'application 7, n’est pas séparable, I'intersection {NC,
n'est pas réduite pour y général dans M, c’est-a-dire que S, y; Pi(av, 3,0)
est le carré d’une forme linéaire. Comme ’ensemble des carrés est un fermé,
c’est vrai pour tout y. L’'image de 'application H°(u(—1)) est donc contenue
dans ’ensemble des carrés. Elle lui est en fait égale puisque son conoyau est
de dimension h'(¢, Ny/x(—1)) = 1 pour une droite de type IL. O

On a le lemme central suivant :

Lemme 2.11. Si lapplication m, n’est pas séparable, et si la conique C, se
décompose en la réunion de deux droites (' et (", les droites £, (' et {" sont
concourantes.

Démonstration. D’apres la proposition 2.10, les polynoémes P;|, sont des
carrés pour tout ¢ donc l'intersection ¢ N C), n’est réduite pour aucun point
y. Les deux droites ¢’ et ¢ se coupent donc sur £. O

Définition 2.12. Un point d’Eckardt sur une surface cubique lisse X est un
point par lequel passent trois droites contenues dans X.

Lemme 2.13. 5i N = 3, et si aucune application w, n’est séparable, tout
point d’intersection entre deux droites distinctes de la surface cubique X est
un point d’Eckardt.

Démonstration. Montrons que par tout point d’intersection entre deux
droites de X, il passe toujours une troisieme droite contenue dans X. Dans
le plan engendré par deux droites, la trace de la cubique X dégénere pour
des raisons de degré en une réunion de trois droites. Nous distinguons une
des droites, et nous la notons ¢. Comme 'application 7, n’est pas séparable,
ces trois droites sont concourantes (lemme 2.11). U
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Lemme 2.14. Supposons k algébriquement clos. Si N = 3 et qu’aucune
application m, n’est séparable, la caractéristique de k est 2 et la surface X est
projectivement équivalente a la cubique de Fermat.

La démonstration de ce lemme apparait dans 'article [Mad04], note p. 5.

Démonstration. Soient py,...,ps des droites deux a deux disjointes sur

X. La surface X peut étre vue comme 'éclaté du plan projectif P? en 6

points po, ..., ps dont 3 quelconques ne sont pas alignés, avec pour diviseurs

exceptionnels les 6 droites qui précedent ([Har83], Chap V. § 4).
Choisissons pour base projective du plan

pO:(LOaO) apl:(OaLO) y P2 = (0a071) >p3:(1>1a1)

La projection de X sur P? envoie les 27 droites de la surface cubique
X sur : les 6 points p;, les 6 coniques passant par 5 de ces 6 points et les
15 droites passant par 2 de ces points. Notons ¢; ; la droite (p;, p;) et C; la
conique passant par les points p; pour tout j différent de ¢. Nous noterons
avec des tildes les droites correspondantes sur X.

Sur la surface X, la seule droite qui puisse passer par le point d’inter-
section des droites p; et [7” est C'j. Dans le plan projectif, la conique C; est
donc tangente a la droite £;; au point p;, pour tout j différent de i. Nous
allons calculer les équations de Cy et C, pour déterminer les coordonnées
des points py4 et ps.

La conique Cj contient p; et p,. Elle n’a donc pas de terme en x? ou
z3. Elle est tangente a la droite fy; (d’équation zo = 0) en p;, donc n’a
pas de terme en zox;. Elle est aussi tangente a la droite (y, (d’équation
x1 = 0) en po, donc n’a pas de terme en xyxe. Son équation est donc du type
ax? +bxryzs = 0. Or le point p3 est sur la conique, donc Cy a pour équation :

z5 4+ 1179 = 0 (2.2)

De méme, la conique C contient pg, po et ps. Elle est tangente aux droites
ly; et {1 5 aux points py et pe. Son équation est donc :

13+ mowy = 0 (2.3)

Considérons l'intersection Cy N C; de ces deux coniques. Par construc-
tion, elle est constituée exactement des 4 points ps, p3, ps €t ps. Soit w une
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racine primitive cubique de 'unité. A l'aide des équations (2.2) et (2.3) ci-
dessus, on vérifie que les quatre points pa, p3, (1,w,w?) et (1,w? w) sont dans
I'intersection. Donc les coordonnées de p, et ps sont déterminées :

P1 = (17w7w2) y P5 = (1,w2,w)

A un changement de coordonnées projectives pres, nous avons donc entie-
rement déterminé les positions des 6 points dans le plan projectif : la sur-
face X est unique. Dans la proposition 2.16, nous démontrerons que, pour
toute droite ¢ contenue dans la cubique de Fermat, I’application 7, n’est pas
séparable. La surface cubique de Fermat, en caractéristique 2, vérifie donc
les hypotheses du lemme. Par unicité, la surface X est donc projectivement
équivalente a I’hypersurface de Fermat. O

Remarque 2.15. Dans P% ,» il 0’y a qu'une seule configuration de 6 points
rationnels en position générale (c’est-a-dire que trois quelconques ne sont
pas alignés), a changement de coordonnées pres : ceux dont nous venons
de calculer les coordonnées. Il n’y a donc, dans IP’]?1§4, a changement de co-
ordonnées pres, qu'une seule surface cubique définie sur Iy et contenant 27
droites définies sur Fy.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2.7.

Démonstration de la proposition 2.7. Soit H un sous-espace linéaire
général de dimension 3 de PV tel que la section X N H soit une surface lisse.
Il contient une droite ¢ contenue dans X. Si U et V sont deux ouverts tels
que 7, : U +— V soit un morphisme et que H ¢ V, alors 'image réciproque
T, Y(V) est dense dans P(Txqgl¢). On peut donc restreindre I'application 7,
en une application 7| xng @ P(Txnmle)--+X N H qui n'est pas séparable,
comme restriction d'une application non séparable (cf. annexe, proposition
4.10). D’apres le lemme 2.14, la caractéristique de k est 2 et la section X N H
est donc isomorphe a I'hypersurface de Fermat. En particulier, les sections
de X par des sous-espaces linéaires généraux de dimension 3 sont isomorphes
entre elles. D’apres le théoreme principal de Beauville ([Bea90]), 'hypersur-
face X est isomorphe a I'hypersurface de Fermat de degré ¢+ 1 ou ¢ est une
puissance de la caractéristique. O
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Proposition 2.16. Soit X C PV une hypersurface cubique lisse définie sur
un corps de caractéristique 2, projectivement équivalente a l’hypersurface cu-
bique de Fermat, et soit ¢ une droite contenue dans X. Alors lapplication
rationnelle w; : P(Tx|¢)--+X définie en (2.2) n’est pas séparable.

Nous montrerons dans la proposition 3.11 I'analogue pour d’autres hy-
persurfaces de Fermat.

Démonstration. On peut supposer le corps algébriquement clos (proposi-
tion 4.12). On se place dans des coordonnées (xo,...,xy) telles que £ ait
pour équations o = --- = xy = 0. Une équation P de X s’écrit

P:ngg—l—---—i—xNPN

ou P, = 3—5‘ . Comme X est projectivement équivalente a I'hypersurface

cubique de Fermat, toutes les dérivées partielles g—g sont des carrés de formes
linéaires. D’apres les calculs de 2.2, pour un point général y de X, la fibre
7, (y) = £N C, a pour équation yo Po(cx, 3,0) + - - - + yn Py(c, 3,0) = 0, qui
est une combinaison linéaire de carrés et donc un carré. L’application m, est
donc inséparable. O

2.3 Séparabilité de la paramétrisation de Segre-
Kollar des hypersurfaces cubiques conte-
nant un point rationnel

Kolldr montre dans son article [Kol02] que la plupart des hypersurfaces
cubiques X de P, ot N > 3, avec un k-point sont k-unirationnelles.

L’idée de la construction est la suivante : pour un point p € X (k) bien
choisi, la k-variété C,, intersection de X avec Tx,, est une hypersurface
cubique irréductible avec un point double (pas nécessairement ordinaire) en
p. Elle est donc k-rationnelle. En choisissant convenablement deux k-points
p € X et ¢ € X, on construit 'application rationnelle dominante « troisieme
point d’intersection ».

Gpg: Cp X Cy=—>X

Pour une surface, C), x C; est de dimension 2, donc cette application domi-
nante est génériquement finie. Dans ce cas on verra plus loin qu’elle est de
degré 6 (corollaire 2.25).
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F1G. 2.3 — Section de X par les hyperplans Tx , et Tx,

Dans l'article [Kol02], Kolldr obtient le résultat suivant (Theorems 1 et
2) :

Théoréme 2.17 (Kollar). Une hypersurface X de PV ayant un point ration-
nel est k-unirationnelle si l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

1. X est lisse,

2. X est irréductible, X n’est pas un cone et le corps k est parfait.

Par contre, si le corps n’est pas parfait et si 'hypersurface cubique n’est
que réguliere, il y a des contre-exemples a une généralisation du théoreme
2.17 sans les hypotheses lisse ou k parfait ([Kol02] Example 17) :

Exemple 2.18 (Kollar). Soient k un corps de caractéristique 3 et K =
k(ts,...,ty) le corps des fractions rationnelles en N — 1 indéterminées sur le
corps k. Considérons 'hypersurface X de P d’équation :

N

3 2 _ 3

Ty — Tox] = g t;;
i=2

Cette hypersurface est réguliere, possede des K-points, mais n’est pas K-
unirationnelle : elle possede seulement trois points K-rationnels. Elle n’est
pas lisse : I'hypersurface Xg est un cone au-dessus d'une courbe cubique
cuspidale.
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Kollar obtient en fait un résultat un peu plus fin que celui cité dans le
théoreme 2.17 ([Kol02] Proposition 13) :

Proposition 2.19 (Kolldr). Soient N > 3 et k un corps non nécessairement
parfait. Une hypersurface cubique irréductible X de PV définie sur k ayant
un point rationnel et qui de plus n’est pas un cone sur k est k-unirationnelle
si l'une des trois conditions suivantes est satisfaite :

1. le corps k est de caractéristique plus grande que 5,
2. le corps k est de caractéristique 3 et X n’a pas de point triple sur k,

3. le corps k est de caractéristique 2 et il y a un k-point lisse x tel que la
projection depuis x est séparable.

La densité des points rationnels de X est un corollaire immédiat de 'uni-
rationalité :

Proposition 2.20. Soit X une hypersurface cubique irréductible dans PN
, avec N > 3, définie sur un corps k infini et possédant un k-point. Si l'une
au moins des trois conditions de la proposition 2.19 est vérifiée, [’ensemble
des k-points de X est dense dans X.

Rappelons quelques résultats sur les points de type général sur une cu-
bique.

Définition 2.21. Un point x d’une hypersurface cubique X est dit de type
général si les conditions suivantes sont satisfaites :

e 7 est un point lisse de X ;

e la cubique C, = Tx, N X est géométriquement irréductible;

e le point singulier x de C, n’est pas conique sur C,.

On remarque que le point x est de multiplicité 2 sur la cubique C,,
car celle-ci serait sinon un cone de sommet x. Ce point double n’est pas
nécessairement un point double ordinaire ([Kol02], Proposition 14). Le résultat
suivant est [Man86], p.52.

Proposition 2.22 (Manin). L’ensemble des points de type général d’une
hypersurface cubique est un ouvert.

Si X n’est pas normale, le lieu non normal L est de codimension 1 dans
X, et lorsque k est parfait, la projection depuis L transforme X — L en un
fibré en PY=2 au-dessus de P! : hypersurface X est alors k-rationnelle. Sur
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un corps parfait, pour les questions qui nous intéressent, nous pouvons donc
supposer X normale, ce que nous ferons par la suite.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la proposition
2.20 (qui est un corollaire de [Kol02]) et de la proposition 2.22 :

Corollaire 2.23. Soit X une hypersurface cubique normale sur un corps K,
sans point géométrique triple, et ayant un point k-rationnel. Alors [’ensemble
des k-points de type général de X est un ouvert non vide.

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe un point géométrique de
type général. C’est ce que fait Kollar dans la Proposition 14 de [Kol02]. Donc
I'ouvert des points rationnels de type général est non vide. O

Proposition 2.24 (Kollar). Soit X une hypersurface cubique normale sans
point géométrique triple. Si p et q sont deux k-points de X de type général,
Papplication ¢, , est dominante.

Démonstration. L’ouvert
Q={(u,v) e C, xCy | u#v, (u,v)g¢ X}

est non vide car (p, q) € Q. Pour tout (u,v) € €, la droite (u,v) recoupe X
en un unique troisieme point. L’application rationnelle ¢, , est donc bien
définie sur Q. Notons ¢ , : 2 — X sa restriction et montrons qu’elle est
dominante, en exhibant une fibre de dimension N — 3.

Soit z un point de X hors de Tx, N Tx ,. Notons

T Txp, — Txy

la projection depuis 2. C’est un isomorphisme. Un élément de la fibre de ¢, ,
est de la forme (7 '(v),v) avec v € C, et 7, *(v) € C), donc

Oy () = {(m (v),0) € Qv € m(Cy) NCy) (2.4)

p,

Les hypersurfaces C; et 7,(C,) de Tx , étant irréductibles, il suffit de trouver
un z tel que C, # m,(C,). Comme (p,q) € €2, un point lisse général v de C,
est tel que (p,v) € Q. Si z = ¢, 4(p,v), V'hypersurface 7,(C,) est singuliere
en m,(p) = v, donc distincte de Cj,. O
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Corollaire 2.25. Lorsque X est une surface, l’application rationnelle ¢,
est de degré 6.

Démonstration. Soit I' C C, x C; x X le graphe de ¢, ,. La projection
I' = C, x Cy est un isomorphisme au-dessus de €2, que 1'on identifie ainsi
a un ouvert de I'. Son complémentaire est de dimension au plus 1, donc est
envoyé sur un fermé propre de X. Le degré de I'application ¢, , est donc la
longueur d’une fibre générale de ¢, . : 2 — X. La fibre de 2 € X général est
donnée par (2.4), ou le schéma 7.(C,) N C, est de longueur 9. Il contient
le schéma Tx, N Tx, N X, qui est de longueur 3, mais donne lieu a des
paires (v, v), qui ne sont donc pas dans €). Les autres paires sont bien dans
(), puisque z n’est sur aucune droite contenue dans X. O

Cas d’une surface cubique dans P3

On suppose désormais que X est une surface cubique normale de P3
sans point géométrique triple et qu’aucune application ¢, , n'est séparable.
Le corps k est supposé infini. L’application ¢, , est génériquement finie de
degré 6. Donc la caractéristique est 2 ou 3, et la fibre 7,(C,) N C, n’est pas
réduite pour z général; plus précisément, pour tout point (u,v) € ¢, }](z),
les cubiques ,(C,) et C, sont tangentes en v. Les lemmes 2.26 et 2.27 sont
valables en toute caractéristique.

Lemme 2.26. Soit X est une surface cubique normale de P? sans point
géométrique triple telle qu’aucune application ¢, , n'est séparable. Le corps k
est supposé infini.

Toutes les droites tangentes a C, et C, passent par un méme point. En
particulier, les singularités de C, et C, sont cuspidales.

Démonstration. Prenons (u,v) € @ C C, x C, et notons z = ¢, ,(u,v).
Pour un couple (u,v) général, les cubiques 7,(C,) et C, sont tangentes en v,
donc sont tangentes : on a 7,(T¢, ) = Te, v, ce qui entraine :

Te,u C (2, Teyw) = (u, Tey0)

donc Te, . = (u, Te,») N Tx,p. En particulier, T, ., contient le point O =
Tc, o NTx, qui est sur la droite Tx ,NTx, et ne dépend pas du choix de wu.
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F1G. 2.4 — Section de X par les hyperplans Tx , et Tx 4, cas inséparable.

Par symétrie, O ne dépend pas non plus du choix de v et, pour tout couple
(u,v) € Q général, les droites T, , et T¢, , passent par O. Comme () est
dense dans C), x Cy, le résultat subsiste pour toutes les tangentes a C), et Cj,.
En particulier, les deux tangentes du point singulier p de C,, (resp. ¢ de C,)
sont confondues et égales a la droite (O, p) (resp. (O, q)) : les singularités de
C, et C, sont donc cuspidales. O

Lemme 2.27. Soit X une hypersurface cubique irréductible de Py . Si tous
les espaces tangents a X passent par le point O = (1,0,...,0),
e soit X est un cone de sommet O, sans condition sur la caractéristique

du corps k ;

e soit le corps k est de caractéristique 2 et X a pour équation
23L(xy, ..., xn)+C(x1,...,2x) =0, avec L forme linéaire et C' forme
cubique ;

e soit le corps k est de caractéristique 3 et X a pour équation x3 +
C(x1,...,xn) =0, avec C forme cubique.

Démonstration. On adapte la démonstration du lemme 5 de [Mad03].
Ecrivons une équation de X sous la forme

a+ L(zy,...,oxn) +Q(z1,...,2n5) + C(x1,...,28) =0
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dans un systeme (x1, ..., xy) de coordonnées affines d’origine O, avec L forme
linéaire, () forme quadratique et C' forme cubique, cette derniere étant non
nulle (car X est irréductible). Dire que I'hyperplan tangent & X en un point
(x1,...,zxn) de X passe par O signifie que

L(zy,...,xn) +2Q(x1,...,2n) +3C(21,...,2nx) =0

Si ¢’est vrai pour tout point de X, c’est que a+ L+ Q + C divise L+2Q +3C.

e Si le corps k est de caractéristique différente de 3, nous avons L+ 2Q) +
3C =3(a+ L+ Q + C), de sorte que a, 2L et @) sont nuls et :

— soit la caractéristique est différente de 2 et I’hypersurface X est un
cone cubique de sommet O,

— soit la caractéristique du corps est 2 et X a pour équation homogene
wL(x1,...,an) + Clay,...,xy) = 0.

e Si le corps k est de caractéristique 3, la condition devient a + L +
Q + C divise L + 2@Q), ce qui implique que L et () sont nuls. Si a = 0,
I’hypersurface X est un cone cubique de sommet O. Sinon on peut
supposer a = 1, et ’équation de X dans les coordonnées projectives
(zo,...,xN) sécrit 23 + C(x1,...,2n5) = 0.

O

Proposition 2.28. Soit X une surface cubique normale, définie sur un corps
infini k, sans point géométrique triple et qui contient un k-point. Si, pour
tout couple de k-points (p, q) qui définissent une application rationnelle ¢, , :
Cpx Cy--+X dominante (construite en 2.3), celle-ci n’est pas séparable, alors

e soit le corps k est de caractéristique 2 et il existe un polynome ho-
mogéne C' de degré 3 et une forme linéaire L en 3 variables tel que la
surface X ait pour équation x3L(xy, Te,x3)+C (21, T2, 73) = 0 dans des
coordonnées (o, x1, X2, T3) bien choisies.

e soit le corps k est de caract ?ristique 3 et il existe un polynome ho-
mogene C de degré 3 en 3 wvariables tel que la surface X ait pour
équation x3 + C(x1,29,23) = 0 dans des coordonnées (xg,x1, T2, T3)
bien choisies;

Démonstration. D’apres le lemme 2.26, pour tout point u de Cj, la droite
tangente T¢, , passe par un méme point O. L’hyperplan Tx , contient donc
aussi le point O. Donc il en est de méme de I'hyperplan Tx .
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L’ensemble des couples (p,q) qui définissent une application ¢, , domi-
nante est dense dans X d’apres le corollaire 2.23, donc tous les hyperplans
tangents a X passent par un méme point O. On applique le lemme 2.27 : le
cas d'un cone étant exclu (il n’y a pas de point géométrique triple, donc
a fortiori pas de point rationnel triple), I’équation de X dans les coor-
données projectives (xg, 1, o, x3) s'écrit soit x3 + C(xq, 29, 23) = 0, soit
3L (21, T9, 3) + C(21, 72, 23) = 0. O

Réciproquement, les exceptions de la proposition 2.28 sont de vraies ex-
ceptions, les applications ¢, , ne sont jamais séparable.

Proposition 2.29. Soient k un corps de caractéristique 2 et X une sur-
face irréductible sans point géométrique triple d’équation x2L(xy,xs,x3) +
C(z1, 79, 23) = 0 dans P} ou C € k[xy, z2, 73] est un polynéme homogéne de
degré 3 et L € K[z, xq, 3] est une forme linéaire. Alors lapplication ration-
nelle ¢, , : Cp x Cy--+X définie au début du paragraphe 2.3 n’est séparable
pour aucun couple (p,q).

Démonstration. Soient p et ¢ deux points qui définissent une application
Gpq @ Cp x Cyp=-+X. La cubique plane C, est alors définie par les deux
équations suivantes :

2L(xy, x)—l—E( ) +£( s —|—%( Yoy =
Po 1,22, T3 B P1,P2,P3)%1 Oy P1,D2,P3)T2 O3 P1,P2,pP3)r3 =
xyL(x1, 9, v3) + C(21, 29, T3)

Notons O le point (1,0,0,0) contenu dans tous les espaces tangents de X et
reprenons les notations de la figure 2.3. La tangente a C), en u est la droite
(O, u) paramétrée par

(a, B) — (a4 Pug, Buq, Bug, fus)

Lorsqu’on évalue en (a + fug, Suy, fug, Bus) les équations définissant C), la
premiere équation est nulle (la droite tangente est contenue dans Tx ) et la
deuxieme s’écrit, puisque 1’on est en caractéristique 2 :

azL(ﬂula ﬂu% ﬂU?,) + (ﬁu0)2L(ﬁu17 ﬂUQ,ﬂufg,) + C(ﬁubﬁu% ﬂU?,) =0

C’est-a-dire o2 = 0 puisque u € X. L’équation 3 = 0 correspond au point
O qui n’est pas dans le domaine de définition de ¢, ,. Donc C), a un contact
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d’ordre 2 avec T¢, , en u et, lorsque 'on projette sur le plan Tx 4, la cubique
plane 7.(Cp) a un contact d’ordre 2 en v = 7,(u) avec 7,(T¢, ) = Te, 0, ce
qui signifie que l'intersection 7,(C,) N C, est toujours constituée de 3 points
de multiplicité 2. Ceci montre (cf. (2.4)) que la fibre ¢, | (2) n’est pas réduite :
I'application rationnelle ¢, , n'est pas séparable. O

Proposition 2.30. Soient k un corps de caractéristique 3 et X une surface
irréductible sans point géométrique triple d’équation x3 + C(zy,x9,23) = 0
dans P} ou C € k[xy,x2, 23] est un polynome homogéne de degré 3. Alors
Uapplication rationnelle ¢, , : C, x Cy--+X définie au début du paragraphe
2.8 n'est séparable pour aucun couple (p,q).

Démonstration. La démonstration est essentiellement la méme qu’a la pro-
position précédente.

Soient p et ¢ deux points qui définissent une application ¢,, : C), X
C,--»X. La cubique plane C, est alors définie par les deux équations sui-
vantes :

6_0( ) +8_C( ) +6_C( ) = 0
01, P1,P2,P3)T1 Oy P1,D2,P3)T2 s P1,DP2,P3)T3 =

18+ C(wy, 09, 73) = 0

Notons O le point (1,0,0,0) contenu dans tous les espaces tangents de X, et
reprenons les notations de la figure 2.3. La tangente a C), en u est la droite
(O, u) paramétrée par

(o, B) — (a4 Pug, fuy, Bug, fus)

Lorsqu’on évalue en (a + fug, Suq, fug, Bus) les équations définissant C), la
premiere équation est nulle (la droite tangente est contenue dans Tx ,) et la
deuxieme s’écrit, puisque 1’on est en caractéristique 3 :

o + (Bug)’® + C(Bus, Bug, Bus) =0

Cest-a-dire @® = 0 puisque v € X. Donc C, a un contact d’ordre 3 avec
Te,,. en u et, lorsque I'on projette sur le plan Ty g4, la cubique plane 7.(C))
a un contact d’ordre 3 en v = 7. (u) avec 7,(T¢, u) = Te, v, ce qui signifie que
I'intersection 7,(C),) N C, est toujours constituée de 2 points de multiplicité
3. Ceci montre (cf. (2.4)) que la fibre (b;é(z) n’est pas réduite : 'application
rationnelle ¢, , n’est pas séparable. O
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Cas général (dans PV)

La démarche est la méme en dimension supérieure, mais la conclusion est
différente : il y a toujours une application ¢, , séparable.

Soit X C PV une hypersurface cubique normale sans point géométrique
triple sur un corps k infini. Supposons qu’aucune application ¢, , n'est sépa-
rable.

Lemme 2.31. Pour un point général z de X, la fibre 925;[11(2) n’est lisse nulle
part et, donc, lintersection m,(C,) N C, n’est pas transverse (la somme des
espaces tangents Tr ¢,y + T, n'est de dimension mazimale pour aucun
point x).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.10 qui définit la
séparabilité en terme de lissité. O

Lemme 2.32. Tous les espaces tangents a C, et C, contiennent un méme
(N — 3)-plan.

Démonstration. La démonstration suit exactement la méme démarche que
celle du lemme 2.26.

Pour tout point (u,v) € Q C C, x Cy, notons z = ¢, ,(u, v). Pour un point
z général, les hypersurfaces cubiques 7,(C,) et C, ne sont pas transverses.
Donc pour un couple (u,v) général, les espaces tangents 7.(T¢, ) et Te, o
sont confondus : 7m.(T¢, ) = Te, . Ceci entraine :

TCP,u - <Z>T0q,v> = <uaTC’q,v>

Donc Te, . = (u, Te,») N Txp. En particulier T¢, ,, contient le (N — 3)-plan
P = T¢,» N Txyp qui est contenu dans le (N — 2)-plan Tx, N Tx, et ne
dépend pas du choix de u. Par symétrie, P ne dépend pas non plus du choix
de v, et pour (u,v) € Q général, les (N — 2)-plans T¢, ,, et T¢, , passent par
O. Or, I'ensemble des couples (u,v) considéré est dense dans C, x C,, donc,

par continuité, le résultat est vrai pour tous les espaces tangents de C, et Cj,.
O

Remarque 2.33. L’espace tangent a C), en un point lisse u est exactement
le (N —2)-plan (P, u).
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Proposition 2.34. Soit k un corps infini, et soit X C PY une hypersurface
cubique définie sur k, normale sans point géométrique triple et contenant un
k-point.

St N > 4 et si la caractéristique du corps est différente de 2, il existe
un couple de k-points (p,q) de type général tels que lapplication ¢, , : C, X
Cy--+X associée (définie en 2.3) est séparable dominante.

Si la caractéristique du corps est 2, il existe un systéme de coordonnées
sur k tel que Uéquation de X s’écrive :

N-3

Z 2iLi(rN_9, Tn_1,2N) + C(Tn_9, Tn_1,Tn) =0
i=0

ou les L; sont des formes linéaires en trois variables et C' est une forme
cubique en trois variables.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde : on suppose qu’aucune des ap-
plications ¢, , construites en 2.3 n’est séparable. D’apres le lemme 2.32 ci-
dessus, les espaces tangents T¢, ,, (resp. Te, ) en tout point u de C,, (resp.
tout point v de C,) contiennent un (N — 3)-plan P. Donc, pour tout point x
des hypersurfaces cubiques C, ou Cy, 'hyperplan T , contient P.

L’ensemble des points p et ¢ de type général est dense dans X d’apres
la proposition 2.23, donc tous les hyperplans tangents a X contiennent un
méme (N — 3)-plan P. Si N >4, P et X sont d’intersection non vide.

Si le corps est de caractéristique 3, choisissons un point géométrique O €
PN X, le lemme 2.27 impose (en caractéristique 3) que X est un céne ou
que X a pour équation homogene x3 + C(zy,...,zx) = 0. De plus, le point
O est sur la cubique, donc ’hypersurface X est nécessairement un cone, ce
qui est exclu. Ainsi une des applications ¢, , : C, x C,;--+X est séparable.

Si le corps est de caractéristique 2, choisissons un systeme de coordonnées
projectives (zo,...,xy) telles que le (N — 3)-plan P soit engendré par les
points (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0,0,0). En appliquant le lemme
2.27 en chacun de ces points, on obtient que z; (pour 0 < i < N — 3) n’inter-
vient dans I’équation de X que sous la forme z?, ce qui nous donne I’équation
suivante :

N-3

Z 22 Li(xN_2,2n-1,2N) + C(TN_9, 2N_1,2N) = 0
i—0
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avec L; des formes linéaires en trois variables et C' une forme cubique en trois
variables. 4

Les exceptions de la proposition 2.34 sont de vraies exceptions.

Proposition 2.35. Soient k un corps de caractéristique 2 et X C Py,
ou N > 4, une hypersurface cubique définie sur k, normale sans point
géométrique triple et contenant un k-point. Supposons qu’il existe un systéme
de coordonnées sur k tel que l’équation de X s’écrive :

N-3

Z %ZLi(l"N—m Tn_1,2n) + C(xy_2,zN_1,2N) =0
i=0

ou les L; sont des formes linéaires en trois variables et C est une forme
cubique en trois variables.

Alors Uhypersurface X est singuliére le long d’un (N —6)-plan défini sur k
et Uapplication rationnelle ¢, , : C, x Cy--+X définie au début du paragraphe
2.3 n'est séparable pour aucun couple (p,q).

Démonstration. L’équation d'un espace tangent a X en un point p est la
suivante :

N—3 aC
ZP?Li(ZEN—m ITN-1, £EN) + (pN—z,pN—l,pN)ll?N—z
i=0 OzN-—2
oC oC
+ (pN—2,PN-1,PN)TN-1 + =—(PN—2,PN-1,PN)ZN = O
0rN_1 Ory

Notons P le (N —3)-plan des N —2 premieres coordonnées, et montrons qu’il
existe un plan contenu dans P, et donc dans X, de codimension 3 dans P (et
donc 6 dans PV) le long du quel X est singuliere, c’est-a-dire que 1'équation
ci-dessus est celle d'une forme linéaire en x identiquement nulle. Si nous nous
restreignons aux p € P, les trois derniers termes sont nuls dans ’équation
de Tx,. L’ensemble des p € P tels que Z?:OB’ p?L; soit identiquement nulle
est de codimension < 3 dans P. L’hypersurface X est donc singuliere le long
d’un (N — 6)-plan.

Montrons qu’aucune des applications rationnelle ¢,, : C, x Cj--+X
définie au début du paragraphe 2.3 n’est séparable. Nous reprenons les no-
tations de la figure 2.3. Pour u lisse sur C,, le (N — 2)-plan T¢, ., est égal a
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Txp N Txy, il contient donc P, de sorte que nous avons T¢, , = (P, u). Si
v = 7,(u) est la projection de u sur Tx 4, nous en déduisons .(T¢,.) =
(P,v) = T¢, 0, ce qui fait que m.(C,) N Cy est singulier en v. Ceci montre
(cf. 2.4) que la fibre de ¢, (11(2) est partout singuliere, donc que ¢, , n’est pas
séparable. O

Remarque 2.36. Les hypersurfaces cubiques projectives lisses de dimension
plus grande que 5 au-dessus d’'un corps algébriquement clos sont donc k-sé-
parablement unirationnelles. Dans son article [Mad03] Madore montre ce
résultat pour les corps de caractéristique plus grande que 5.

De plus les surfaces cubiques projectives lisses sur tout corps algébrique-
ment clos sont rationnelles et donc séparablement unirationnelles.
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Chapitre 3

Les hypersurfaces de Fermat

Définition 3.1. Soit k un corps algébriquement clos. L’hypersurface de Fer-
mat X¢ sur k est I'hypersurface de PIY définie par I'équation

Elle est lisse si et seulement si la caractéristique p de k est 0 ou ne divise
pas d. On supposera désormais ces hypotheses vérifiées.

Nous étudions tout d’abord le schéma des droites contenues dans ces
hypersurfaces. Plus précisément, nous identifions (th. 3.3) toutes ces droites
dans le cas d > N, pourvu que l'on ait p =0 ou p > d.

A I'opposé, le cas ou d — 1 est une puissance de p est tres intéressant, car
les hypersurfaces en question ont des propriétés exotiques. Nous montrons
par exemple que Xﬁ; 1 est k-unirationnelle (bien qu’elle puisse étre de type
général), généralisant ainsi des résultats de [Shi79].

Nous étudions aussi la connexité rationnelle séparable (cf. définition 1.21)
de X% ™' cest-a-dire la présence (ou non) de courbes rationnelles libres ou
tres libres. Le but est ici de tester sur un exemple pathologique la conjecture
que toutes les hypersurfaces lisses de degré < N dans PV sont séparablement
rationnellement connexes (comparer avec les explications de § 1.5 et § 1.6
(prop. 1.20)).

Les premiéres sections de ce chapitre (§ 3.1 et § 3.2) sont un développement
des pages 47 a 55 du livre Higher-Dimensional Algebraic Geometry ([Deb01]),
en particulier I'unirationalité de X¢ pour d | p” + 1 (§ 3.2.3). Le dernier pa-
ragraphe (§ 3.3) est une contribution originale.

o1
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3.1 Droites standard

Nous appellerons ici partition admissible une partition I, ..., I, de I'en-
semble {0,...,N} avec r > 2 et ou chaque I; contient au moins deux
éléments.

Soit Iy,..., I, une telle partition. Pour chaque j, on se donne un point

r7, de X dont la i-ieme coordonnée homogene z; vaut 0 si ¢ n’appartient pas
a I,. A cette donnée correspond un (r — 1)-plan

{)\1%[1 + "'+)\rxh | ()\17---a)\r) € ]P)T_l}

contenu dans X¢. La famille de ces (r —1)-plans est de dimension N +1—2r,
paramétrée par [[7_, X& 4 L1

Définition 3.2. On appelle droite standard de X ¢ une droite contenue dans
un des (r — 1)-plans construits ci-dessus.

Chacun de ces (r — 1)-plans contient une famille de dimension 2r — 4
de droites. Les droites standard forment donc une sous-variété (en général
réductible) de F(X§) de dimension pure (N +1—2r)+ (2r —4) = N — 3.

Le résultat suivant est énoncé en exercice dans [Deb01] p.54 (3.(c)).

Théoreme 3.3. Sik est de caractéristique nulle ou > d et que d > N, toutes
les droites contenues dans X% sont standard.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur N.

Dans le cas N = 2, 'hypersurface X est une courbe qui n’est pas une
droite (d > 2), donc ne contient aucune droite. En particulier, elles sont
toutes standard.

On suppose la propriété vraie pour toutes les hypersurfaces X§, avec
M < N. Soit ¢ une droite contenue dans X¢.

Si £ est contenue dans ’hyperplan H; défini par x; = 0, elle est contenue dans
une hypersurface X¢ _, donc est standard.

Supposons que ¢ ne soit contenue dans aucun des H;, mais contienne un

point (ag, .. .,an_2,0,0) avec deux coordonnées nulles. Comme ¢ ¢ Hy, on
peut trouver un autre point de ¢ de la forme (by,...,by_1,1). On a alors
N-2

D (ta;+bi)* + % +1=0

=0
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pour tout ¢ € k. Soit w une racine d-ieme de b%_, + 1.

Supposons w = 0.

Le point (b, . . ., by_2,0,0) est dans X&. S’il est égal a (ag, - . ., an_2,0,0),
la droite ¢ est standard pour la partition admissible {0,..., N—=2} {N—1, N}
de {0,...,N}.

Si les points (ag,...,an—2,0,0) et (by,...,by_2,0,0) sont distincts, la
droite ¢ de PV=! qui les joint est contenue dans X% ,. On applique I'hy-
pothese de récurrence a ¢ : elle est nécessairement standard, c’est-a-dire
contenue dans un (r — 1)-plan du type

{)\1%]1 + "'+)\rxh ‘ ()\17---a)\r) € ]P)T_l}

ou Iy, ..., I, est une partition admissible de {0, ..., N —2}. Sion pose [,,; =
{N—1,N}etzr,, =(0,...,0,by_1,1) € X%, la droite ¢ est contenue dans
le r-plan

D + -+ Nrn Az, | (A A Arpr) € P}

contenu dans X%, donc est standard.

Supposons w # 0.

La droite de PN~ passant par les points (ag, . . ., ay_2,0) et (bg, . . ., by_2,w)
est contenue dans X¢ ;. Elle est donc standard par hypothese de récurrence,
c’est-a-dire de la forme

{(tA +upy)xy, + -+ (N +up)zy, | (Hu) € PLY

ou I, ..., I, est une partition admissible de {0,..., N —1} et ot (A,..., \)
et (1, .., ) sont fixés dans P*~1. On peut supposer que N — 1 appartient
al., que A, =0 et que p,ry_1 = w.

On définit un point 2’ de X% en posant 2} = x; pour 0 < i < N — 2,
puis zy_; = by_1/p, et &y = 1/p,. Si I = I, U{N}, la droite ¢ est alors
contenue dans le (r — 1)-plan

{)\133[1 4+ -+ )\,n_lxjr_l + )\T[E[; | ()\1, .. .,)\T,) € ]P)T}

contenu dans X¢, donc est standard.
Si € n’est contenue dans aucun des H; et ne contient aucun point avec deux
coordonnées nulles, on choisit deux points (0, 1, as, ..., ay) et (1,0, b9, ...,by)

%

. . a; aj .
de ¢, ot aucun des a; et des b; n’est nul, ainsi qu’aucun des b b] pour i # j.
v Yy
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Comme ¢ est contenue dans X¢, le point (¢, 1, as + tby, ..., ay + thy) est
dans X¢ pour tout ¢ dans k. Comme (Z) # 0 pour 1 <k <d (car d < p ou
p = 0), on obtient le systeme suivant en développant ’équation obtenue :

(1 + & + - + af =0
baay ' 4+ -+ byaf! = 0
by tay + -+ bitay = 0
1+ 5 4+ -+ W =0

En prenant les N — 1 premieres équations parmi les d — 1 équations centrales
dans le systeme précédent (d > N), on obtient

by /as by /an ad
. . . :0

(bafa)¥1 .. (by/ax)V1) \ad,

Comme aucun des a; n’est nul, le déterminant de cette matrice, qui vaut
[1(bi/ai) [T;;(bi/ai — bj/a;), est donc nul, ce qui contredit 'hypothese. La
droite ¢ est donc nécessairement standard. O

Corollaire 3.4. Supposons le corps k de caractéristique > max{N,d} ou
nulle.
a) Sid> N >3, onadim F(X$) = N—3 et toutes les droites contenues
dans X% sont standard.
b) Si N >d >3, onadimF(X$) =2N —3—d et X% contient des
droites non standard.

Démonstration. Le point a) a déja été démontré dans le théoreme 3.3. Pour
montrer b), on procede par récurrence sur N. On a dim F(XY) = N — 3 par
le théoreme 3.3.

Si N > d, on coupe X¢& par 'hyperplan H, d’équation xy = 0, de sorte
que X% N Hy est une hypersurface de Fermat de Hy. On a alors

P(X4_,) = F(XE N Hy) = F(X%) N F(Ho)

Or F(Hy) ~ G(1,PN~1) est de codimension 2 dans G(1,PV), lisse donc
localement intersection complete. Comme N —1 > d > 3, le schéma F(X$_,)
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n’est pas vide (d’apres le point a) ou I'hypothese de récurrence, selon la valeur
de N) , de codimension au plus 2 dans F(X%). On a donc

dim F(X%) <dim F(X%_ ) +2<2(N—-1)—3—-d+2

par ’hypothese de récurrence.

Rappelons que pour une hypersurface X de degré d dans PV, un calcul
dans des coordonnées locales de G(1,PY) nous donne d + 1 équations expli-
cites définissant F'(X) dans un espace de dimension 2N — 2 (¢f. [BVAVT79]).
Donc le schéma F(X%) est toujours au moins de la dimension attendue
2N —d — 3, d’ou I'égalité. O

3.2 Les hypersurfaces de Fermat de degré di-
visant p" + 1 en caractéristique p

Dans toute cette section, k est un corps de caractéristique p # 0. Nous

noterons ¢ = p” .Nous commencgons par étudier les droites contenues dans les
g+1
hypersurfaces X"

3.2.1 Cas des surfaces

Le résultat suivant est énoncé en exercice dans [Deb01] (3.(a) p. 53).

Proposition 3.5. Pour d = p" + 1, il y a exactement d*(d — 3) droites non
standard et 3d* droites standard sur la surface X§.

Démonstration. Soit ¢ une droite contenue dans X§¢. Elle n’est contenue
dans aucun hyperplan de coordonnée car X¢ est une courbe qui n’est pas
une droite (d > 1). Il existe donc des points du type

A= (O, 1,&2,&3) et B= (1,0, bg, bg)

sur £. Le point (¢, 1, ag + thy, az + tbs) est alors dans X§ pour tout ¢ dans k.
On obtient le systeme suivant en développant 1’équation obtenue :

1 + ag—i—l + ag+1 = 0
agbg + agbg =0
agb% + agbg =0

1+ v+ it =0
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CEN 7 . 7’ . \ 2 2
La deuxiéme équation est équivalente & ad b3 + ad v = 0. On a donc le

systeme suivant
2 2
q q q
ap as by —
a2  ag bg

Si le déterminant de cette matrice est non nul, on a nécessairement b, = b3 = 0,
ce qui est impossible car (1,0, 0,0) n’appartient pas a X¢, donc

2 2
azas = agal
Lorsque asag est nul, on obtient toutes les droites standard : si ay (respecti-
vement agz) est nul, alors la deuxiéme équation du systéme précédent montre

que b3 (respectivement by) Uest aussi. Il y a 3d? telles droites.

. 21 2.1
Dans le cas contraire, asaz # 0, et 'on a al =al avec as (et donc

az) non nul. Donc ay = wag, ol w est une racine (¢? — 1)-iéme de l'unité. Par
symétrie des roles joués par b; et a; dans le premier systeme, on trouve que
I'on a de méme by = w'b3. En remplagant as et by dans ce méme systéme, on
obtient

Wwwl = —1

ww'l = —1

On remarque que ces deux équations sont équivalentes, et que le choix
d’un w impose celui de w’.
Les points A et B sont donc nécessairement de la forme

1
A=(0,1,wa,a) et B = (1,0, _Eb’ b)

olt w est une racine (¢ — 1)-ieme de 'unité. Le premier systéme montre que
pour que la droite (A, B) soit contenue dans X¢, il faut et il suffit que A et
B soient dans X§.

Etudions le cas de A, celui de B étant analogue. On a 1 + a? + w?? = 0,
cest-a-dire w? # —1 et a = —1/(1 + w?). Or, comme Wit = W = —1
implique w?”~! =1, on a

Card{w e k |w? ' =1 et Wit £ —1}
Card{w e k |w? ' =1} — Card{w € k | w?™ = —1}
¢ —q-2
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On a donc d choix possibles pour a, de méme pour b, et (d —1)*> —d—1 choix
pour w, tous ces choix étant indépendants en ce qui concerne la détermination
de A (si wa = w'a, alors w = w') de méme pour B. Il y a donc d*((d — 1)% —
d — 1) = d*(d — 3) droites non standard sur X¥. O

3.2.2 Description de F(Xﬁ:“)

Proposition 3.6. Soit N > 3 Notons X [hypersurface de Fermat X]({,H C
PN définie sur un corps algébriquement clos de caractéristique p .

a) Le schéma F(X) est lisse de dimension 2N — 6.

b) Si N >4, pour x général dans X, le schéma F(X,x) est de dimension
N — 4 et n’est nulle part réduit.

Démonstration.La droite (z,y) joignant deux points x et y de X est conte-
nue dans X si et seulement si

N N
IRV ST
i=0 i=0

L’adhérence dans X x X de

{(zy) e X x X |z #y, (v,y) C X}

est donc partout de dimension au moins 2N —4, de sorte que le schéma F'(X)
est partout de dimension au moins 2N — 6.

De plus, si 'on considere F'(X,z) comme un sous-schéma de I’hyperplan
Hy ~PN=1 de PV il est défini par les équations

N-1 N-1 N-1

q,, _ q __ q+1 __
E:xiyi_E xiyi_E v =0
i=0 i=0 i=0

de sorte que dim F'(X,z) > N—1—3 = N —4. D’autre part, I'espace tangent
Tr(x,),q est de dimension au moins N — 3 car le rang de la jacobienne est
inférieur ou égal a 2.

Soit ¢ une droite contenue dans X. L’espace tangent Tp(x) g est iso-
morphe & H°(¢, Ny/x). Or on a la suite exacte suivante entre fibrés normaux

(cf. [BVAVT9], proposition 3 rappelée au § 1.3.3)
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0 — Nyx — Nypv = (Nxspn )je — 0

ol les fibrés (sur ¢ ~ P') se décomposent ainsi (cf. [BVdV79], proposition
3) :

Ng/pN ~ @ﬁg(l)
(Nxpn)ie =~ O(d)

N—-2
Ng/X ~ @@(al)
i=1

avecd=q+1let1>a; > ... > an_o (pour cette derniere décomposition,
cf. § 1.3.3, décomposition 1.4). En prenant les degrés, on obtient 1’égalité
N-2
Y ai=N-1-d
i=1

et a; < 1. Comme Tp(xz) g = H(¢, Nyyx(—1)) est de dimension au moins
N — 3, au moins N — 3 des a; sont égaux a 1. Donc

Niyx = 0(1)"N"Y @ 6,(2 - d) (3.1)

(avec 2 —d < 0) et h%(¢, Nyyx) = 2N — 6. On en déduit que F(X) est lisse
de dimension 2N — 6, ce qui montre a).

Le schéma F(X,z) est la fibre au dessus d'un point x de la premiere
projection depuis la variété d’incidence :

{(z,0) e X xG(1,PV) |z el Cc X} — F(X)

!
X

Le schéma F'(X) est partout de dimension 2N —6 et les fibres de la deuxieme
projection sont exactement les droites ¢, donc de dimension 1. La variété
d’incidence est donc partout de dimension 2N — 5. Or I’hypersurface X est
de dimension N —1, donc la fibre F/(X, x) de la premiere projection au-dessus
d’un point général x de X est de dimension partout 2N —5—(N —1) = N —4.

Comme dim Tr(x ) = N — 3 > dim F(X, z), le schéma F(X,z) n’est
nulle part réduit, ce qui montre b). O

Remarque 3.7. Pour N > 4, 'hypersurface X]‘{,H est donc recouverte par
des droites, mais aucune n’est libre a cause de (3.1).
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3.2.3 Unirationalité de X¢ pour d | p" +1

C’est la généralisation d’un résultat donné dans [Shi95] pour certaines
valeurs de N. On suit ici la démarche de [Deb01], p. 53. On peut affaiblir les
hypotheses sur k, et supposer uniquement que k contient une racine (¢ + 1)-
ieme de —1 dans le théoreme 3.8 ; ou que k est parfait et contient une racine
(¢ + 1)-ieme de —1 dans la proposition 3.9.

Théoréme 3.8. Si N > 3 etd | g+1, Uhypersurface X% est k-unirationnelle.

On montre plus précisément que X]({,H a un revétement purement insépa-
rable de degré ¢ qui est rationnel.

Démonstration. Comme le morphisme

q+1 d
Xy~ — Xy

1)/d 1)/d
(xo,...,TN) +— (xg” )/ ,...,xg\(fr )/)
est dominant, il suffit de montrer que I'hypersurface X = X]q\;rl est k-

unirationnelle. En d’autres termes, on peut supposer d = ¢ + 1. On va
construire une application rationnelle dominante explicite

A{(V_l——+X

Choisissons une racine d-ieme de —1 que 'on notera w. A chaque point z
de l'ouvert affine dense U = X -H de X, ou H est 'hyperplan d’équation
1 = Wxp, on associe 'unique hyperplan

—tho + tlEl — WTy + T3 = 0

(avec t € k) passant par x. On définit ainsi une application rationnelle 7 :
X --» A;.. Considérons le diagramme cartésien

U’ — U

! !
Speck(u) — Al

U —  u?
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Simplifions 'équation zd+- - -+ 2% = 0, en utilisant le fait que I'on s’autorise
a prendre la racine g-ieme u de t = ££2-%3 .

r1—wxo
N N
d d o .d  .d d d
E r; = xg+a] + x5+ (lwry — try + wrg)” + E @
1=0 =4

_od o od oy gt +1
= ay+ o)+t (wry — x1)?

+ wrot(wrg — 1)? + wizht(wze — x1) + Z ¢

Posons i=4
i = a1 — g
Yo = —T1 +wWIg
ys = w(zat? —xo) + (1 — tq+1)(wx0 — 1)
yi = x; pour i >4.
On obtient
N
doaf = —wialys —wweyd +yiT
=0

N
4 tq+1yg+1 + wmtqyg 4 wqxgty2 + Z ny
i=4

N
— Wt — 2y + waat? — wo)yd 4+ (14 17 gt £ 37 gt

%
1=4

N
1
= Yl +uysyi+ >yl
i=4
Le k(u)-schéma U’ est donc birationnellement isomorphe a 'hypersurface
affine V' d’équation
vty i oyl =0
dans Af{v(;)l. L’application
N-1
Ak(u) — vV’
1 1
(917947.-‘73/N) — (yb_y(l]_yflﬁ_ _"'_y?V+7y47“‘7yN)

est un isomorphisme, ce qui prouve que le k-schéma U’ est rationnel. 0
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Intersection de Xﬁ; 1 avec des 2-plans contenant une droite ¢ par-
ticuliere

Dans ce paragraphe nous allons montrer que I'hypersurface de Fermat
X%t est birationnelle & une variété fibrée en courbes au-dessus du PN—2
des 2-plans passant par une droite ¢ particuliere. C’est une autre facon de
présenter la construction précédente. Posons d = ¢+1 et choisissons w, racine
d-itme de —1. L’hypersurface X¢ contient la droite

¢={(1,w,0,...,0),(0,0,1,w,0,...,0))

paramétrée par

(a, B) — (v, aw, B, fw,0,...,0)

Nous avons considéré plus haut un pinceau d’hyperplans contenant £. Soit
x = (Zo,...,zy) un point de X —¢. On regarde maintenant l'intersection du
2-plan (¢, z) avec X, lorsque celui-ci n’est pas inclu dans X.

Proposition 3.9. L’intersection du 2-plan ({,x) avec X% est la réunion de
la droite { et d’une courbe ' de degré q, lorsque (€, x) n’est pas inclu dans X%.
Cette courbe est soit une réunion de q droites concourantes en un point de £,
soit une courbe rationnelle, lisse en dehors de son unique point d’intersection
avec la droite £, qui est singulier de multiplicité ¢ — 1 sur cette courbe.

Démonstration. Le 2-plan II, = (¢, x) s’écrit, dans les coordonnées de
départ,

I, = {(a,aw,ﬂ,ﬁw,O,...,O)—i—vx | (o, 3,7) EIP’2}
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L’intersection de I, avec X a pour équation, dans des coordonnées («, 3,7)

0 = (a+7yx0)! + (aw + yz1)* + (B + y22)* + (Bw + ya3)*
+ (yza)! + -+ (yan)
= (a+7yx0)(a? +~%2d) + (aw + va1) (@fw? + v%x)
+ (B + y22) (87 +v123) + (Bw + ya3) (8w + 125
+ (yea)! + -+ (yan)
= o+ ay'2d + yzea? + vzl — o + awylzd + yri0%w! + ylad
B+ By + yeo B + y'as — B+ Buwrad + yra it + 4
+ (yza)! + -+ (yan)
= aylxd + yroa? + awylz] + yriafw?
+ BTl 4+ B + Bwyth 4 yasflw
= (e + wrha+ (@ + waf)B)yr!
+ (z0 + wizy)a? + (2 + wqx3)6q>

C’est donc la réunion de la droite ¢ et d'une courbe plane de degré ¢ dont
une équation peut s’écrire

((zf + wzl)a + (24 + wad)B)y*
+ ((x(l)/q + wx}/q)a + (xé/q + wxé/q)ﬁ)q =0

ou encore
L(a, B)y"™" + L' (e, B)" =
ou L et L' sont des formes linéaires (qui dépendent de z). Si L et L’ sont
simultanément identiquement nulles, le 2-plan (¢, x) est inclu dans X, ce qui
est exclu. Si L et L' sont proportionnelles, c¢’est une réunion de ¢ droites
concourantes en un point de £. Ces droites sont toutes confondues si L = 0,
ou bien ¢ comptée avec une multiplicité ¢ — 1 et la droite L' =0 si L = 0.
Si L et L' ne sont pas proportionnelles, ¢’est une courbe rationnelle, lisse
en dehors de son unique point d’intersection avec la droite ¢, qui est de

multiplicité ¢ — 1 sur cette courbe.
O

Remarque 3.10. L’hypersurface de Fermat XJqVJrl est donc birationnelle a
une variété fibrée en courbes au-dessus du PV~2 des 2-plans passant par la
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r

F1a. 3.1 — Section de X dans le 2-plan (¢, )

droite £. La courbe générique est une courbe plane de degré g + 1, qui apres
extraction des racines g-itmes dans K = k(PV=2), ce qui fait passer & un
corps L, est L-birationnelle a la droite projective. Si on parametre les 11, par
(1,0,29,0,24,...,2x), le corps L est k(xé/q,m, ..., ZN), qui est k-rationnel.

Par un raisonnement analogue a celui de la proposition 2.16, cette construc-
tion reste en grande partie valable pour toute droite ¢ contenue dans X.

Proposition 3.11. Pour toute droite { contenue dans X%, lintersection du
2-plan 11, = (¢, x) avec X% est la réunion de la droite { et d'une courbe I' de
degré q, et cette derniére a un unique point d’intersection avec la droite £.

Démonstration. On se place dans des coordonnées (yo, . .., yn) telles que £
ait pour équations y, = --- = yny = 0. L’équation P de X s’écrit

P=yPo+---+yn~nPn

ou B, = g—f_‘ ,- Toutes les dérivées partielles g—f_ sont des puissances g-iemes
de formes linéaires (définies sur k'/9). Le 2-plan I, = (£, z) s’écrit

Hm - {(04,5,71’) ‘ (Oé,ﬂ,’Y) E]Pz}

L’équation de II, N X dans II, s’écrit donc

P‘Hz = ’}/xQPQ(O{,ﬂ,’Y.T) + +’}/.TNPN(CY75,’Y.T)
= 7($2P2(047577$) + -+ anPy(a, ﬂﬁx))

et l'on reconnait la droite ¢ (d’équation v = 0) et la courbe I' (d’équation
lautre facteur). L’équation de £ NT" dans ce repere est donc zoPs(av, 3,0) +
-+ + axyPy(a,3,0) = 0. C’est une combinaison linéaire de puissances ¢-
iemes, donc une puissance g-ieme (dans k'/9) : la courbe I' a un unique point
d’intersection avec /, et il est de multiplicité ¢q. Par contre on ne connait pas
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la forme des polynomes P; hors de ¢ (elle dépend de 1’équation de ¢ dans la
base canonique), donc on ne peut a priori rien dire de plus sur la courbe T

O

.

L] 1

3.3 Courbes rationnelles sur X%Jr en carac-
téristique p

Toute hypersurface lisse de degré d < N dans PV est recouverte par des
droites. En caractéristique nulle, une telle droite générale est donc libre. En
caractéristique p > 0 en revanche, cela peut ne pas étre le cas : aucune droite
contenue dans hypersurface de Fermat X% c PN n’est libre (rem. 3.7).

Il est donc intéressant de tester la présence de courbes rationnelles libres
ou tres libres sur les hypersurfaces de Fermat X¢ C PV¥ sur un corps de
caractéristique p > 0, pour d < N.

Comme Madore le remarque ([Mad04]), toutes les hypersurfaces cubiques
lisses de dimension > 2 contiennent des courbes rationnelles tres libres :
on peut prendre par exemple des cubiques planes a point double, sauf sur
I’hypersurface cubique de Fermat en caractéristique 2, qui n’en contient pas,
mais sur laquelle une cubique rationnelle normale est tres librel.

Dans le cas particulier des hypersurfaces de Fermat, nous montrons, plus
généralement que dans le cas p = 2 et r = 1, que lorsque N > 2¢q — 1,
I’hypersurface X]‘{,H contient une courbe rationnelle tres libre de degré 2q — 1
définie sur F,, (cor. 3.17). Inversement, une courbe rationnelle tres libre dans
X4 est nécessairement de degré > ¢ (théoréme 3.16.a)). Si elle est non
dégénérée de degré > N, elle est méme de degré > 2¢ + 1 (prop. 3.19).

Nous utiliserons souvent le fait que toute section hyperplane lisse de X]‘{,H
est isomorphe a X]‘{,Jr_ll lorsque le corps est algébriquement clos (théoreme dé-

montré par Beauville, [Bea90]).

71 donne méme explicitement une telle courbe, définie sur Fy :

wr—s (u® +u? v+ u? + 1,u% 4+ 1,4,0,...,0)
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3.3.1 Courbes rationnelles sur X% "'

On se place donc sur un corps k de caractéristique p > 0. Une courbe
rationnelle de degré d est I'image d'un morphisme f : P! — PV de degré d.
Nous allons chercher des courbes rationnelles sur 'hypersurface de Fermat
X4 c PN,

On appellera courbe rationnelle normale de degré e dans PV toute courbe
rationnelle C' de degré e qui engendre un sous-espace linéaire (C') de dimen-
sion e. Une telle courbe est nécessairement lisse et e < N. Une courbe non
dégénérée est une courbe qui engendre PV,

Proposition 3.12. Toute courbe rationnelle non dégénérée contenue dans
Uhypersurface X&' < PN est de degré > min{q + (N —1),2¢g — 1} et
supérieur ou égal a N.

Démonstration. Considérons une courbe rationnelle

[Pt — PV (3.4)
u — (so(u),...,sn(u))
de degré e, avec s;(u) = _5_, siju’. Pour qu’elle soit contenue dans XaH il
faut et il suffit que

= 3 (b @9

Notons S la matrice (s;;), de taille (N + 1) x (e + 1), et posons S@ = (s5)
et T =SS = (t;;), matrice carrée d’ordre e + 1.

Si e < ¢, chaque puissance de u n’est atteinte qu’au plus une fois dans la
somme (3.5), et T'= 0.

Si g <e<2q—2, pour chaque m € {0, ..., e}, les puissances

(m—1g+e+1,....(m+1)g—1
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ne sont atteintes qu’'une seule fois. On a donc

tm,e—l—l—q == tm,q—l =0

La matrice T possede donc 2¢ — e — 1 colonnes nulles, de sorte que son rang
est au plus 2e — 2q + 2.

Si la courbe f est non dégénérée, la matrice S est de rang N + 1. Si c’est
le cas, T" est aussi de rang N + 1. Donc N < e. De plus, si e < 2¢ — 2, le rang
de T est au plus 2e — 2¢ + 2 on en déduit la proposition dans ce cas. 0

Remarque 3.13. Avec les notations de la démonstration, on a rang(*S@S) >
2rang(S)— N —1. On en déduit que pour toute courbe rationnelle C' de degré
e < 2q — 2 contenue dans I'hypersurface X]qVH, on a

dim(C) < =(N — 1) + max{0,e — ¢+ 1}

N =

Par exemple, si ¢ = 3, la quartique de Fano X} C P* ne contient aucune
conique lisse. Plus généralement, si N < 2¢ — 1, 'hypersurface X]qVJrl ne
contient aucune courbe rationnelle normale de degré > ¢ — 1.
Proposition 3.14. Lorsque N > 2q — 1, I’hypersurface X]q\;rl C PV contient
une courbe rationnelle normale de degré 2q — 1 définie sur I,

Démonstration. Quitte a prendre une section linéaire par ’espace linéaire
Zoq = -+ = xn = 0, on peut supposer N = 2¢ — 1. On garde les notations de
la démonstration précédente. On cherche une matrice S inversible d’ordre 2¢
telle que la matrice T' = 1S@ S vérifie I'égalité (3.5), c’est-a-dire

2q—1
Z tjkujq+k =0
j,k=0
On remarque que les puissances 0.q + k avec k € {0,...,q¢ — 1} ne sont
atteintes qu’une fois, et de méme pour les puissances de la forme eq + k
avec k € {q,...,2q — 1} : la premiere moitié¢ de la premiere ligne et la

deuxieme moitié de la derniere ligne sont nulles. De plus, une puissance m €
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{a,...,eq + ¢ — 1} est atteinte exactement deux fois, en j; = [7] — 1,

ki =m — jiq et en jp = L%j, ky = m — jaq. Cela signifie que T est du type

T = (3.6)

ot M est une matrice de taille (2¢—1) x g. Comme le remarque Beauville dans
[Bea90], il résulte que, pour toute matrice M telle que T" est inversible, une
variante d'un théoreme de Lang ([Ste68]) montre qu'il existe une telle matrice
S & coefficients dans F,. Or c’est le cas si I'on prend comme matrice M la
matrice dont les 2¢g — 1 lignes sont eq,0,e2,0,...,e,-1,0,¢e, (ol (e1,...,¢e,)
est une base de 7).

Mais nous cherchons ici une matrice S inversible vérifiant (3.5) et a co-
efficients dans . On a alors T'='SS et cette matrice est symétrique et de
type (3.6). Elle est donc de la forme

o o0 --- 00
0 A
A0
=0 00 8 (3.7)
A
A 0
00 --- 0 0

ou A est une matrice carrée symétrique d’ordre ¢ — 1. Il s’agit donc, étant
donnée une telle matrice T', de trouver une matrice inversible S telle que
T =1!SS. Dans le cas p = 2, le résultat est immédiat. Dans le cas p impair,
comme il n’y a que deux classes de formes quadratiques de rang donné dans IF),
(selon que le discriminant est un carré ou non, cf. [Ser77] chap. IV proposition
5), il suffit de trouver une telle matrice 7" dont le déterminant soit dans (IF})?.

Lemme 3.15. Soit A une matrice diagonale de coefficients diagonaux
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(a1,...,a,). On a
0 O 0 0
0
f A 0
0 0 0
0 O 0
0 A
—A f
0 0
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2
(az‘+1az’—1 - CLZ')

Démonstration. On développe par rapport a la premiere colonne, puis par
rapport a la premiere ligne, puis par rapport a la (n + 1)-ieme ligne; le

déterminant vaut

0
0 as
—a, 0 O

0
0
a, O
0 0

On développe ensuite par rapport a la derniere colonne, puis par rapport a
la derniére ligne, puis par rapport a la (n — 1)-ieme ligne. On obtient

ai

dét(T)

= aqq
1 —as

as

Qn
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Puis on démontre par récurrence sur n 1’égalité

ai —a2

i
L

Ap—2 —Ap-1

—ay as = | (@101 — CL?)

~
[l
¥

—Qp—1 Gy,

O

Le cas qui nous intéresse est le cas ou ¢ est impair. Prenons ag; 11 = 1
pour 1 <2i+ 1< qg— 2, puis ay; = 0 pour 1 < 2¢ < ¢ — 2 : nous obtenons
dét(T) = (—1)@1/2a3_, et il suffit de prendre a,_1 = (—1)“"D/2,

On peut donc choisir dans tous les cas une matrice 7" de type (3.7) et de
déterminant 1, ce qui termine la démonstration de la proposition 3.14. [

3.3.2 Courbes rationnelles (trés) libres sur X% *'

Il nous faut maintenant vérifier si les courbes rationnelles que l'on a
construites dans les hypersurfaces de Fermat sont libres (ou tres libres, ou
s-libres; cf. § 1.4).

Théoréme 3.16. Soit f : P! — X]({,H C PY une courbe rationnelle de degré
e.
a) La courbe f n'est pas (e — q+ 1)-libre dans X]‘{,H.
b) Si f est une courbe rationnelle normale de degré e, elle est (e—q)-libre
dans X4

La remarque 3.13 montre que X]({,H ne peut contenir de courbe rationnelle
normale de degré > ¢ — 1 que lorsque N > 2g — 1.

Corollaire 3.17. Lorsque N > 2q — 1, l’hypersurface de Fermat X;{,H c PV
contient une courbe rationnelle normale tres libre de degré 2q — 1 définie sur
F, ; elle est donc séparablement rationnellement connexe.

Démonstration. Par la proposition 3.14, X]‘{,H contient une courbe ration-
nelle normale de degré 2¢ — 1 définie sur F,,. Le théoréme 3.16 entraine que
cette courbe y est (¢ — 1)-libre. O
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Corollaire 3.18. Si d est un entier positif tel qu’il existe r > 0 avec d | g+ 1
et ¢ < (N + 1)/2, Uhypersurface de Fermat X% C PV est séparablement
rationnellement conneze.

Démonstration. Le corollaire 3.17 montre que I'hypersurface XJqVJrl contient
une courbe rationnelle tres libre. La ramification de I'application (3.2) :

q+1 d
Xy~ — Xy

(xoy...,xNn) +— (xéqﬂ)/d, . ,xggﬂ)/d)

est contenue dans la réunion des hyperplans de coordonnées. Donc il existe
certainement, par déformation, une courbe rationnelle sur X]q\;rl tres libre
définie sur Fp qui n’est pas contenue dans la ramification (en suivant la
démarche de la démonstration de la proposition 1.23 I'application ev, est
dominante, et la Proposition 4.9 de [Deb01] permet de conclure). On peut
donc utiliser la proposition 1.17 : I'image de cette courbe est encore tres libre
dans X¢. O

Peut-on trouver une courbe tres libre définie sur F,? Si N = 2¢ — 1, il
existe une telle courbe rationnelle normale tres libre de degré 2q — 1 définie

sur F, ; elle engendre P donc n’est pas contenue dans la ramification.

Si N > 2g — 1 et que r est pair, 'intersection de X]({,H avec 1’hyper-

plan xy = azry_1, ot a € F} est quelconque, est isomorphe, via I'action de
PGL(N,F,2), a X&H 11 existe donc une courbe rationnelle, tres libre dans
cette sous-variété, définie sur F2. Par un lemme de [Mad04] rappelé dans la
proposition 1.16, la courbe est encore tres libre dans X]q\,H, et son image est
donc tres libre dans X¢.

Démonstration du théoréme 3.16. Considérons une courbe rationnelle
de degré e, en reprenant les notations de (3.4),

f:Pt — PV

u — (so(u),...,sn(u))
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avec si(u) = y_5_gs;u’. On a un diagramme commutatif

0 0
7 T
0 — fIx —  fIpn — Om(e(g+1) — 0
1 1 |
0 — K — ﬁpl(e)N"'l SN ﬁpl(e(q—i—l)) —s 0 (3.8)
T 7
ﬁpl - ﬁpl
T T
0 0

ol le morphisme ¢ est donné par

Op(e)" - Opi(e(g+1))

N
(p07“‘7pN) — p088++p]\78?\7:z pzsg]u]q

Ce diagramme provient, pour la premiere ligne et la deuxieme colonne, du
pullback par f de degré e des suites exactes respectivement du fibré normal
de X dans PV et du fibré tangent de PV (¢f. [Har83] II § 8 p.182).

Soit s un entier naturel. On note g, l'application linéaire obtenue en
tensorisant la suite exacte de faisceaux par @pi(—1 — s) puis en prenant les
sections globales de 'applicationn g. Elle est donnée par

N+1

H° (P', Opi(e —1—5))

(Poy ... PN) +— Z

i=0 j=

H° (P', Opi(e(qg+1) —1—5))

€ S

e—1—
Z Pistu T (3.9)
0 k=0

\ _ e—1-—s k
oup; =2 p—q PikU".

Supposons s =e¢ — g+ 1. Nous avons alorse — 1 —s=¢q¢—2 > -2, et la
suite exacte longue de cohomologie de la deuxieme ligne s’écrit

HO (P, Opi (g — 2)" " — HO (P!, Op(e(q+ 1) — 1 — (e — g+ 1)))
— H'(PL,K(-1—(e—q+1)) — HY(P", Op(q—2))"" =0

Le conoyau de g._,41 est donc HY(P', K(—1— (e — g+ 1))).
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Puisque ¢ — 1 — s = ¢ — 2 < ¢ — 1, le coefficient de w/7~! est alors
nécessairement nul dans la triple somme (3.9) pour chaque j € {1,... e},
donc h'(P', K(—1 —s)) > e. Comme

RYPY F*Tx (=1 —3s)) > h'(P',K(=1—s)) —h' (P, Opi(—1 — 5))
RYPYL K(—1—35))— (e —q+1)
> q—1

la courbe n’est donc pas s-libre.

Supposons maintenant s = e—q. On peut décomposer I'application g; ma-
triciellement, en considérant la matrice P € M1 s(k) ~ H® (P!, Opi(e — 1 — s)HNT!
(1)

des (pir)ix, et les applications gs
%N—l—l,e—s(k) - e-i—l,e—s(k)
P +— tSOp

et 9(2) :
Moir e s(k) — H (IP’l Opi(e(qg+1)—1— s))

Q r— i Z ijujq+k

j=0 k=0
L’application g, sera la composée de ggl)
tive.

Au vu de la formule (3.9), pour que l'application g, soit surjective, il suffit

et g§2). L’application g§2) est surjec-

que 'application gs ) le soit. Clest le cas si S est de rang e + 1, c’est-a-dire si
la courbe S est normale,propriété qui est vérifiée sous les hypotheses de b),
qui se trouve ainsi démontré. O

Nous cherchons des courbes rationnelles s-libres non dégénérées de degré
1 PR .
e > N dans X]q\;r . Le théoréme 3.16.a) entraine e > ¢ + s. On va montrer
une meilleure minoration.

Proposition 3.19. Soit s un entier naturel. Si une courbe rationnelle non
dégénérée, de degré e < 2q + s, contenue dans l’hypersurface Xqul Cc PN,y
est s-libre, on a
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e soite=N2>2q—1 et
K o Op (N — )"
e soite=2q+s et
K ~ ﬁpl(s)@(zws—m ® Op (¢ + S)EB(QN—2q—s)

ou K est le fibré défini par les suites exactes (3.8) du début de la démonstration
du théoreme 3.16.

Démonstration de la proposition 3.19. Soit f : P! — Xﬁl une courbe
rationnelle non dégénérée de degré e > N. Gardant les notations de la
démonstration du théoreme 3.16, on écrit K = @Y | Opi(a;), avec a; <
e <ay <eet
a;+---+ay =deg(K) =e(N —q)

Si (po, .. .,pn) € HO(PL, Op1(q—1))V T est dans le noyau HO(P!, K(¢g—1—¢))
de ge—q4, 00 & ZiN:O pis;; = 0 pour tout j € {0,...,e}. La courbe f étant non
dégénérée, la matrice S = (s;;) est de rang maximal N + 1. On en déduit
HO(PL, K(q—1—¢)) =0, c’est-a-dire

ap<--Say<e—q

(ceci renforce dans ce cas le théoreme 3.16.a)).
Lorsque f est de degré maximal e = N, on a en particulier

a+--+ay=NN-¢q) , a1 <---<ay<N—gq

de sorte que K ~ Op1 (N —q)®V. On est dans le premier cas et la proposition
3.12 entraine alors e = N > 2¢q — 1.
Supposons donc e > N et regardons le noyau H°(P', K(q — e)) de

Ge—qg—1 : HO(]Pﬂ? ﬁ]P’l (q))N+l - HO(]P)17 ﬁ]P’l (Q(e + 1)))

dont la dimension est le nombre de a; égaux a la valeur maximale e — q.
Notons Sy, . . ., S les lignes de *S? ; elles engendrent kN1, Si (po, . .., pn)
Pok
est dans le noyau, avec p; = > ¢_,piu”, on note P, = : pour k €

PNk
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{0,...,¢}. On obtient

0 = Sop-Pp=--=8y-P,_3
O = SO'Pq+Sl'P0
0 = 8 -Pp=---=08,-P4
O - Sl'Pq+SQ'P0
0 = Se—l'Plz"':Se—l'Pq—l
O - Se—l'Pq+Se'PO
0 = S, -P=---=8.-P,
Les vecteurs P, ..., P,_; sont « orthogonaux » a tous les \S; donc sont nuls.

Il reste e + 2 conditions sur Fy et P, de sorte que
RO(P', K(qg—e)) >2(N+1)—(e+2)=2N —e

Au moins 2N — e des a; sont donc égaux a e — ¢. Si la courbe f est s-libre,
tous les a; sont > s. On a donc e > g+ s et

e(N =)= a2 (e—q)2N =€) +s(N = (2N = ¢)

Comme e > N, on en déduit s < e—2q. S’il y a égalité, K est du type voulu.
O

Remarque 3.20. Au vu du corollaire 3.17, Nous avons établi la rationalité
connexe séparable des hypersurfaces de Fermat du type X]({,H Sur un corps
de caractéristique p, pour N > 2¢g — 1. Il reste a examiner le cas o g+ 1 =
d< N <2q—1.

La proposition 3.19 montre que les courbes rationnelles non dégénérées
libres (resp. tres libres) sur I'hypersurface de Fermat X]'{,H C PV, pour ¢ <
N < 2q — 1, sont de degré > 2q (resp. > 2q + 1). Je n’ai malheureusement
pas réussi a construire de telles courbes en général. Dans le premier cas, a
savoir p = ¢ = 3 et N =4, on vérifie que la courbe

P! — X}
u — (1—u*+u® —1+u—u®—u* +u®+ub,

L+u—u®+u +u® — b u? —ut,u)
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de degré 6, est libre.

Expliquons pourquoi.
Notons S la matrice définissant la courbe f, de degré e = 6,

P! — X}
u — (I—u*+u 1 +u—u®— v+’ 4+ b,

1+u—u®+u* +u® —ub u? —ut,u®)

1 00 0 -1 0 1
-110 -1 -1 1 1
S = 1 10 -1 1 1 -1
0 01 0 -1 0 O
0 00 0 0 1 0

Montrons dans un premier temps que cette courbe est dans I’hypersurface
de Fermat. Il suffit de montrer que la matrice 7' = *Sl4S =SS est de la
forme (3.7).

o o o0 0 -1 0 1

0 1 0 -1 0 1 0

0O 0 -1 0 1 0 0

T='SS=| 0 -1 0 1 0 -10

-1 0 1 0O -1 0 0

o 1 0 -1 0 0 0

1 0 o0 0 0 0 0
1 0 -1
Donc la matrice T est bien de la forme (3.7) avec A= | 0 —1 0
-1 0 0

Dans le cas général, la courbe sera s-libre si e > s — 1 et si 'application
linéaire g5 décrite en (3.9), est surjective : si on note klul,, 'espace vecto-
riel des polynomes a coefficients dans k, de degré < m, celle-ci s’identifie a
I’application
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Js ' k[“]é\url - k[u]e(qﬂ

e e—1—s

(Po;- - pN) ZZ Z pzksgjuqurk

i=0 j=0 k=0

Supposons pour simplifier e — s = mgq, avec m € N*. En ordonnant conve-
nablement les bases canoniques des espaces de départ et d’arrivée, on va
montrer que la matrice de g5 est diagonale par blocs avec ¢ blocs identiques
G sur la diagonale, ot

tS 0
tS
G = T ts 0 € Meimmn+1)(k)
0 0 -
0 tS
0

Icis=0,p=q=3et N =4, doncm = 2. La matrice GG, de taille 8 x 10,
est simplement formée de deux blocs :

0

tS

G = tg
0

Cette matrice est de rang maximal : le mineur ot I'on a enlevé les colonnes
2 et 4 est de déterminant 1. Donc la courbe est libre.

Résumons la méthode employée pour trouver des courbes libres de degré
2¢. Nous cherchons une matrice T de taille (2 + 1) x (2¢ + 1) qui soit
— de la forme (3.7), pour que la courbe soit incluse dans I’hypersurface,
— de rang N + 1,
— de la forme *SS (au vu de la condition précédente et de la symétrie de
T, il suffit que le discriminant de la forme quadratique associée a T soit
un carré),
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— telle que l'application g4 soit surjective (c’est-a-dire que la matrice G
soit de rang maximal).
Une fois la matrice T fixée, le choix de S n’a pas d’influence sur la liberté de
la courbe.
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Chapitre 4

Annexe : séparabilité

4.1 Applications dominantes

Définition 4.1. Une application f : X--+Y entre k-schémas est dite domi-
nante si son image est dense dans Y.

Proposition 4.2. Soient X etY des k-schémas integres. Il y a une corres-
pondance bijective entre les applications rationnelles dominantes X --+Y et
les extensions de corps k(X)/k(Y).

Pour une démonstration, voir le lemme I1.12.2 de [Man86].

Proposition 4.3. Soit K/k une extension de corps. Une application ration-
nelle f : X--+Y entre k-schémas intégres est dominante si et seulement si
Uapplication Xx--+Yk déduite de f par extension des scalaires est domi-
nante.

Démonstration. Quitte a restreindre X et Y, on peut les supposer affines :
notons X = Spec B et Y = Spec A. Si 'application déduite de f entre les
algebres réduites ¢ : Aeq — Bisq est injective, 'application f est dominante
([Har83] p. 81). Le théoreme de constructibilité de Chevalley ([Har83], II
ex 3.22) nous donne la réciproque. Nous avons le diagramme commutatif
suivant :

Aa @K — Awq

| |

Bréd®K — Bréd
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Supposons ¢ injective. L’extension de corps K/k est plate donc A4 @ K —
Bréa @ K est injective, et (Argq @ K)pea — (Brsa @ K)sq est aussi.
Réciproquement, supposons (Ayq @ K)sg — (Brea ® K)gq injective.
Les k-algebres Asq et By sont des k-espaces vectoriels, donc les fleches
horizontales sont injectives. Soit a un élément de A.¢q qui s’annule dans B,gq.
Il reste nul dans B, ® K donc est nilpotent dans A,sq @ K. Or Aeq —
Arsqa ® K est injective, donc il est déja nilpotent dans A,¢q, donc nul puisque
A,sq est réduite. O

Corollaire 4.4. Soient X et'Y des k-schémas de type fini. S’il existe une
application f : X--+Y dominante, alors X géométriquement irréductible
implique Y géométriqguement irréductible.

Démonstration. L’application f déduite de f par extension des scalaires
a la cloture algébrique est dominante, donc X géométriquement irréductible
implique que Yi a au plus une composante irréductible : Y est géométriquement
irréductible. 0

4.2 Schémas et applications séparables

4.2.1 Schémas et morphismes

Définition 4.5. Un schéma X sur un corps k est dit séparable, ou séparable
sur k, si pour toute extension K de k, X ®, K est réduit. Si f: X — Y est
un morphisme de schémas, on dit que f est séparable, ou que X est séparable
sur'Y, si X est plat sur Y et si pour tout y € Y, la fibre X ®y k(y) est
séparable sur k(y).

Cette définition est celle de SGA1 exposé X. On remarquera qu’étre
séparable est exactement étre géométriquement réduit. Si X est un schéma
sur un corps k, dire qu’il est séparable signifie aussi qu’il est réduit, et que
tous les corps k(z), pour z point générique d’une composante irréductible de
X, sont des extensions séparables de k. Si k est parfait, il revient donc au
méme de dire que X est réduit.

Notons que pour toute extension K de k le k-schéma X est séparable
sur k si et seulement si le K-schéma Xk est séparable sur K (|Gro67a],
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proposition 4.6.5). Par conséquent, si X est séparable sur Y, alors pour tout
changement de base Y/ — Y, X' = X Xy Y’ est séparable sur Y.

Si K’ est une extension finie de k, le morphisme Speck’ — Speck est
séparable au sens de la définition 4.5 si et seulement si extension k'/k est
séparable au sens classique de la théorie des corps.

Le théoreme 3.3 de [Jou83] nous montre qu'une extension de corps k'/k
est séparable (au sens précédent) si et seulement si elle se scinde en une
extension transcendante pure suivie d'une extension finie séparable.

La proposition 4.6.1 de [Gro67a] nous montre qu'il suffit de se placer
au-dessus d’une extension parfaite du corps de base :

Proposition 4.6. Un schéma X sur un corps k est séparable, si et seulement
sl existe une extension parfaite K de k telle que X ®yx K est réduit.

C’est la proposition 4.6.1 de [Gro67al.

4.2.2 Applications rationnelles

Définition 4.7. Une application rationnelle dominante X--+Y entre k-
schémas integres est dite séparable si I'extension de corps k(X)/k(Y) est
séparable.

Proposition 4.8. Pour qu’une application rationnelle dominante f : X--»Y
entre k-schémas integres soit séparable il faut et il suffit qu’il existe un ouvert
dense U de X tel que fiy : U — Y soit un morphisme séparable.

Démonstration. Supposons l'extension de corps k(X)/k(Y) séparable :
Panneau k(X) ®y(y) k(Y) est réduit. Notons € et 7 les points génériques
respectifs de X et Y. Soit U un ouvert non vide de X tel que I'application f
définisse un morphisme plat de U dans Y.

D’apres [Gro67a] proposition 4.6.1, la fibre générique U, est réduite et
les corps des points génériques des composantes irréductibles de U, (ici il
n'y a qu'une composante irréductible, de corps k(X)) sont des extensions
séparables de k(7)) si et seulement si U, est géométriquement réduit. Le
schéma U, est donc séparable.

D’apres [Gro67b] 9.7.7, 'ensemble £ des y € Y pour lesquels la fibre X,
est géométriquement réduite est localement constructible, ce qui implique
([Gro67b] 9.2.1) que la fibre générique X, est géométriquement réduite si et
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seulement si la fibre Xy, est géométriquement réduite pour tout y dans un
ouvert dense de Y. Quitte a restreindre U, la fibre Xy, est donc séparable
sur k(y) pour tout y € Y.

Réciproquement, supposons que le morphisme fy : U — Y soit un
morphisme séparable. D’apres la définition 4.5, pour tout y € k(y), la fibre
U ®y k(y) est séparable sur k(y). En particulier la fibre générique U ®y
k(Y') est séparable sur k(Y). Le schéma U ®y k(Y) est irréductible de point
générique k(X). D’apres la remarque suivant la définition 4.5, k(X) est donc
une extension séparable de k(Y"). O

Nous pouvons nous contenter de trouver un ouvert U’ de X :

Lemme 4.9. Soient X un k-schéma de type fini et K une extension algébrique
de k. Tout ouvert dense de Xk contient un ouvert dense de la forme Uk, ot
U est un ouvert de X.

Démonstration. Soit F’ le fermé complémentaire de U’ dans Xk. Soit kg
I'extension de type fini de k ([Gro67a] proposition 4.8.13) qui est le plus petit
corps de définition de F’. Le corps kg est algébrique et de type fini sur k,
donc c¢’est une extension finie de k. Par définition de ky, il existe un fermé Fj
de Xy, tel que F' = (Fy)k. Décomposons I'extension kq/k en une extension
séparable finie k*P /k suivie d’une extension purement inséparable k’/kP.

Soit p la caractéristique de k. Quitte & considérer un ¢ épaississement Fy
de Fjp, celui-ci s’obtient par extension des scalaires d’un sous-schéma fermé
Fl de step : FO = (Fl)k"

Soit U I'ouvert (dense) complémentaire de F; dans Xysep. Apres extension
a K, nous avons (U;)x C U’. L'ouvert U de Xz, (olt k%P est la cloture
galoisienne de k*P) intersection des images de U; sous I’action de Gal(k*P /k)
est dense, défini sur k et convient : Ux C U’. O

4.2.3 Séparabilité et lissité

Il y a des caractérisations en terme de lissité. Parler des fibres d’une
application rationnelle n’a a priori pas de sens, car elles ne sont pas bien
définies. Avant de parler des fibres, il faut choisir un ouvert dans I’espace de
départ. Mais on peut parler directement de propriétés génériques des « fibres
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d’une application rationnelle », ces propriétés étant indépendante du choix
de 'ouvert.

Proposition 4.10. Une application rationnelle dominante f : X--+Y entre
k-schémas integres est séparable si et seulement si elle vérifie l'une des condi-
tions équivalentes suivantes :

1. la fibre générique X,, est génériquement lisse sur k(Y),

2. la fibre X, est génériquement lisse sur k(u) pour tout u dans un ouvert
non vide de Y,

3. il existe une fibre X, génériquement lisse sur k(u).

Démonstration. L’application f est séparable si et seulement si I'exten-
sion de corps k(X)/k(Y') est séparable, c’est-a-dire, si k(X) est une k(Y')-
algebre formellement lisse sur k(Y'). D’apres [Gro67c| 17.5.1, la fibre X, est
génériquement lisse si et seulement si k(X) est une k(Y')-algebre formelle-
ment lisse. Pour 'équivalence entre les deux propriétés, voir [Gro67b] 9.7.7 :
la propriété « étre géométriquement réduit » est localement constructible. [J

Remarque 4.11. Si X est un schéma sur un corps k, dire qu’il est généri-
quement lisse est équivalent a dire qu’il est génériquement géométriquement
réduit, ou qu’il est génériquement réduit au-dessus d’une extension parfaite
de k.

Proposition 4.12. Soit k une cléture algébrique de k. Une application ra-
tionnelle dominante f : X--+Y entre k-schémas géométriquement integres
est séparable si et seulement si Uapplication X @y k--+Y @y k déduite de f
par extension des scalaires est séparable.

Démonstration. Si X est séparable sur Y, alors pour tout changement de
base Y/ — Y, X' = X Xy Y’ est séparable sur Y’, en particulier pour le
changement de base Y @ k — Y.

Réciproquement, supposons f séparable, et notons X et Y% les extensions
de X et Y a k. D’apres la proposition 4.10 et la remarque qui suit, il suffit
de prouver que la fibre générique de Xy(y) de f est génériquement réduite
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au-dessus d'une extension parfaite de k(Y). Notons n = Speck(Y') le point
générique de Y et 7 celui de Y. Nous avons le diagramme cartésien suivant :

(X)g — Xe—= X
|

l fl fl

v v

n e Yy——Y

L’application Yy — Y est dominante donc k(7) est une extension de k(7).
Plus précisément, Y est géométriquement integre, donc pour tout ouvert
affine Spec A de Y, 'anneau A ® k est integre. Donc k(n) ®y k est integre,
et son corps des fractions est k(7). Les deux extensions k(n) et k de k sont
linéairement disjointes, et k/k est algébrique, donc k(n) ®y k est déja un
COTpS :

k(77) =k(n) @ k

La fibre générique (Xg); de f est Pextension du k(n)-schéma X,, au-dessus
de k(7) :

(Xg)7 = (X ®xk) @ k(7)
= X @k k(n)
= (X, ®x k(1)) k@) k(n)
= X, Qxk(n) k(ﬁ)

L’application f est séparable, donc sa fibre générique est génériquement
réduite au-dessus d’une extension parfaite K de k(7) : il existe un ouvert
dense U du k(7)-schéma (X, @, k(7)) qui est réduit au dessus de K.

L’extension k/k est algébrique, donc k(7)) = k(1) ®y k est algébrique sur
k(n), et nous pouvons appliquer le lemme 4.9 : il existe un ouvert dense U’ de
X, tel que Ul’c(ﬁ) C U. En particulier, si nous étendons les scalaires a K, Uy
est réduit comme ouvert d'un schéma réduit. Donc la fibre générique X, de
f est génériquement réduite au-dessus d’une extension parfaite K de k(7).

La proposition 4.6 nous permet de conclure que f est séparable. O

Remarque 4.13. Le corollaire 4.4 montre qu’il suffit de supposer X géomé-
triquement integre. Nous nous intéresserons surtout au cas X = PV ol cette
hypothese sera toujours vérifiée.
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Proposition 4.14. Soient f : X--»Y et g : Y--+Z des applications domi-
nantes entre k-schémas intégres. Si go f est séparable, alors g est séparable.

Démonstration. L’extension de corps k(X)/k(Z) est séparable, donc il
existe une extension parfaite K de k(Z) telle que k(X) ®y(z) K soit réduit.
Par platitude de K/k(Z), I'application k(Y) ®xz) K — k(X) ®z) K est
injective. Donc k(Y') ®k(z) K est réduit : 'extension k(Y") /k(Z) est séparable.
U
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