
Th�eorie de Galois di��erentielleDenis Conduch�e et Nicolas RatazziSous la direction de Hugues Randriambololona0 juin 1999I IntroductionDepuis Galois, nous savons qu'il existe une correspondance entre les les sous-corps du corps de d�ecompo-sition M d'une �equation alg�ebrique sur un corps K, et les sous-groupes du groupe des K-automorphismesde M.Ritt et Kolchin ont d�evelopp�e, �a partir des id�ees de Picard et Vessiot, une th�eorie similaire en con-sid�erant l'extension attach�ee �a une �equation di��erentielle lin�eaire. Le but de cet expos�e est d'expliciteret de d�emontrer cette correspondance. Ceci nous permettra de plus de voir sous quelles conditions une�equation di��erentielle lin�eaire est r�esoluble par quadratures.Dans ce qui suit, les anneaux et les corps seront toujours suppos�es commutatifs.II Pr�eliminairesA D�erivations et corps di��erentielsD�e�nition II.1 Soit A un anneau int�egre, une application @ : A �! A est une d�erivation si :8a; b 2 A @(a+ b) = @(a) + @(b) et 8a; b 2 A @(ab) = a@(b) + @(a)b .Le couple (A; @) est appel�e anneau di��erentiel, et tout x de A v�eri�ant @(x) = 0 est une constante.Proposition II.1. 1. Une d�erivation @ sur un anneau int�egre A admet une unique extension aucorps des fractions K de A.2. L'ensemble des constantes sur K est un sous-corps de K.D�emonstration : L'unicit�e est claire, car aa�1 = 1 implique @(a�1) = �a�1@(a)a�1. En posant@(ab ) = @(a)b�a@(b)b2 on d�e�nit bien une d�erivation sur K ( la d�e�nition est valide car 8c 2 K @(ab ) = @(acbc ) ).La seconde assertion est imm�ediate. �Exemples II.11. La d�erivation triviale: 8x 2 K @(x) = 0.Celle-ci est certes peu int�eressante mais on remarque que c'est l'unique possible sur Q. Par ailleurs,tout corps peut être muni de la d�erivation triviale : en ce sens la th�eorie des corps di��erentielsest une g�en�eralisation de la th�eorie classique.2. Soit (A; @) un anneau di��erentiel, notons A[xi] l'anneau des polynômes en une in�nit�e de variables(xi)i2N. On peut prolonger @ en une d�erivation sur A[xi], qui sera d�etermin�ee de mani�ere uniquepar : @xi = xi+1. On a ainsi fabriqu�e une ind�etermin�ee di��erentielle et on note Afxg l'anneaudi��erentiel obtenu, ainsi que A<x> son corps des fractions (la d�erivation s'y �etendant de mani�ereunique par la proposition II.1). Plus g�en�eralement, si K et L sont deux corps di��erentiels tels que1



K � (L; @), et S un sous ensemble de L, on note K<S> le plus petit sous-corps di��erentiel deL contenant K et S.D�e�nition II.21. Soient (K1; @1), et (K2; @2), deux corps di��erentiels. Une application ' : K1 �! K2 est unmorphisme di��erentiel si ' est un morphisme de corps et ' � @1 = @2 � '. On d�e�nit de mêmeisomorphisme di��erentiel et automorphisme di��erentiel.2. (M;@1) est une extension di��erentielle de (K; @) si M est un surcorps de K et si @1jK = @.On notera C le corps des constantes de K et CM celui de M. On pourrait en fait montrer que touteK-extension peut être munie d'une structure di��erentielle compatible avec K (on peut trouver une d�e-monstration dans [?]).D�e�nition II.3 Soit y1; :::; yn 2 K corps di��erentiel, on appelle matrice Wronskienne de (y1; :::; yn) eton note Wr(y1; :::; yn) la matrice carr�e de d'ordre n (@i�1yj)i;j�n.Lemme II.1. Soit (K; @) un corps di��erentiel et y1; : : : ; yn 2 K. On a : y1; : : : ; yn sont lin�eairementind�ependants sur C si et seulement si le wronskien jWr(y1; : : : ; yn) 6= 0j.On d�eduit de ce lemme qu'une �equation di��erentielle lin�eaire de degr�e n a au plus n solutions lin�eaire-ment ind�ependantes dans une extension di��erentielle.D�e�nition II.4 Soit (K; @) un corps di��erentiel et L(y) = Pn�1i=0 ai@iy + @ny = 0 une �equation dif-f�erentielle lin�eaire, avec pour tout i, ai dans K.Si (M;@1) est une extension di��erentielle de K, telle que CM = C et M = K<u1; : : : ; un> o�u les uisont n solutions ind�ependantes de L(y) = 0 (*), alors M est appel�ee extension de Picard Vessiot de Kassoci�ee �a (*).Remarquons d�es �a pr�esent, certaine similitude entre la th�eorie de Galois classique et la th�eorie deGalois di��erentielle : dans la th�eorie classique, �a une �equation alg�ebrique on associe son corps ded�ecomposition, ici �a une �equation di��erentielle lin�eaire on associe son extension de Picard Vessiot. Onindique, �a titre culturel, le r�esultat suivant d�emontr�e dans [?] :Proposition II.2. Si K est de caract�eristique 0 et C alg�ebriquement clos, l'extension de Picard-Vessiotde K associ�ee �a (*) existe et est unique �a isomorphisme di��erentiel pr�es.B Le groupe de Galois di��erentielD�e�nition II.51. Soit (M;@) l'extension de Picard Vessiot de (*). Le groupe de Galois di��erentiel de (*), (ou de(M/K)) est l'ensemble des K-automorphismes di��erentiels de M. On le note Gal@(M=K).2. Soit L une sous K-extension de M, posons �L := f' 2 Gal@(M=K) = '(a)=a 8a 2 Lg = Gal@(M=L),et pour H � Gal@(M=K) = G, posons �H := fa 2M = '(a)=a 8' 2 Hg =MH .Lemme II.2. �L est un sous-groupe de G et �H est un sous-corps di��erentiel de M. De plus ���L = �L, et���H = �H.D�e�nition II.6 Les sous K-extensions L de M (respectivement les sous-groupes H de Gal@(M=K))sont dits ferm�es si ��L = L, (respectivement si ��H = H).Malheureusement ceci laisse compl�etement de côt�e un point v�eritablement important : quel corps ousous-groupe est ferm�e ? A�n de pouvoir poursuivre notre �etude, et notamment pouvoir r�epondre �acette question, nous devons maintenant introduire de nouveaux outils.2



III Strucure alg�ebrique du groupe de Galois di��erentielA La topologie de ZariskiD�e�nition III.1 Soit C un corps et n 2 N, un ensemble F 2 Cn est Zariski ferm�e (ou Z-ferm�e) si :9S � C[X1; : : : ; Xn] tel que F = Tf2S f�1(0):Remarquons imm�ediatement que : \f2S f�1(0) = \f2<S> f�1(0) ; o�u < S > est l0id�eal engendr�e par S :De plus, C[X1; : : : ; Xn] �etant noeth�erien, on se ram�ene au cas o�u S est �ni.D�e�nition III.2 On dit qu'un espace topologique v�eri�e la condition de la châ�ne descendante, si :si F1 � F2 � F3 � : : : est une suite d�ecroissante de ferm�es, alors on Fn = Fn+1 pour tout n assezgrand.Proposition III.1. Les ensembles Zariski ferm�es d�e�nissent une topologie sur Cn. On l'appelle latopologie de Zariski sur Cn. De plus, muni de cette topologie, Cn v�eri�e la condition de la châ�nedescendante.Corollaire III.1. Toute partie de Cn muni de la topologie de Zariski est l'union disjointe d'un nombre�ni d'ouverts ferm�es connexes (pour la topologie induite).D�emonstration : Le r�esultat d�ecoule facilement de la propri�et�e de la chaine descendante. �Exemples III.11. Si n = 1 les ensembles Zariski ferm�es sont : C, l'ensemble vide et les ensembles �nis.2. Si on consid�ere GLn(C) comme sous ensemble de Cn2+1, c'est- �a-dire,GLn(C) = f(A; a) 2 Cn2+1 = a:det(A) = 1g, alors GLn(C) est Z-ferm�e dans Cn2+1. De plus lamultiplication et l'inverse sont continus.D�e�nition III.3 On dit qu'un sous-groupe G de GLn(C), en tant que sous ensemble de Cn2+1, est ungroupe alg�ebrique lin�eaire s'il est ferm�e pour la topologie de Zariski.Lemme III.1. Si G est un sous-groupe de GLn(C) (muni de la topologie de Zariski) et H un sous-groupe Z-ferm�e de G, alors le normalisateur de H, NG(H), est Z-ferm�e.D�emonstration : Soit h 2 H et ' : G! G , a 7! aha�1. '�1(H) est ferm�e car ' est continue et H estferm�e. Ainsi T'�1(H) est ferm�ee et de même l'ensemble fa = a�1Ha � Hg est ferm�e, d'o�u le r�esultat.�B Deux lemmes alg�ebriquesLemme III.2. Soit K un corps di��erentiel de corps des constantes C alg�ebriquement clos et L uneextension di��erentielle de K, de corps des constantes CL.1. soient (f�)�2I (I ensemble quelconque) et g des polynômes �a n ind�etermin�ees sur K, alors : si8� 2 I f� = 0 et g 6= 0 a une solution dans CL, il existe d�ej�a une solution dans C.2. Soit k1; : : : ; kr 2 CL, alors, si (k1; : : : ; kr) sont alg�ebriquement d�ependants sur K, ils le sont d�ej�asur C. 3



D�emonstration : Soit (u�) une base de K sur C, f� = Ph��u� o�u les h�� 2 C[X1; : : : ; Xn] sontuniques. Grace au wronskien, on constate que les (u�) restent lin�eairement ind�ependants sur CL, doncsi x 2 CL est tel que 8� f�(x) = 0, alors 8�; � h��(x) = 0. Posons alors J l'id�eal engendr�e par les(h��), J 6= C[X1; ::; Xn], donc le th�eor�eme des z�eros de Hilbert (cf [?]) appliqu�e �a J nous indique queles h�� s'annulent d�eja sur C.Ecrivons g =P t
u
 avec t
 2 C[X1; : : : ; Xn] et supposons par l'absurde que :h��(x) = 0) g(x) = 0 sur C : Dans ce cas; 8
 t
(x) = 0donc le th�eor�eme des z�eros de Hilbert nous dit que : si I est l'id�eal engendr�e par les (h��), alors tr

 2 Iavec (r
) une suite d'entiers : toute solution du syst�eme dans CL annule g, contradiction.Pour la seconde partie : si f est telle que f(k1; : : : ; kr) = 0 sur K, alors f = Ph�u�, donc parl'argument pr�ec�edent : 8� h�(k1; : : : ; kr) = 0; d'o�u le r�esultat. �On notera dans la suite degtr(I=K) = n le degr�e de transcendance de I sur le corps K. On trouvera lad�e�nition et les propri�et�es �el�ementaires dans [?].Lemme III.3. Soit K un corps et I un anneau int�egre contenant K, de degr�e de transcendance n�ni sur K, et soit P un id�eal propre premier de I, alors le degr�e de transcendance de I/P sur K eststrictement inferieur �a celui de I sur K.D�emonstration : degtr(I=K) = n. Soit u dans P, non dans K. u n'est pas alg�ebrique sur K, carsinon u est inversible (I integre donc le terme constant de PmK(u) est non nul). On compl�ete u enune base de transcendance (u = u1; : : : ; un) sur I. La surjection canonique � : I ! I=P est un homo-morphisme d'alg�ebre qui induit une application de K[u1; :::; un][X ] dans K[�(u2); :::; �(un)][X ]. Poury 2 I , � envoie un polynôme anulateur de y sur un polynôme anulateur de �(y). Donc I/P alg�ebriquesur K[�(u2); :::; �(un)], donc degtr(I=P ) � n� 1: �C La structure alg�ebrique de Gal@(M=K)D�e�nition III.4 Soient M et L deux K-extensions di��erentielles. L'application � : M �! L, K-isomorphisme di��erentiel est un isomorphisme admissible si il existe un corps N qui est une extensiondi��erentielle de M et de L.Remarquons que si � est un isomorphisme admissible de M, extension de Picard-Vessiot de (*), dansL, alors pour tout i, L(�(ui)) = 0 donc, 8i �(ui) =Pnj=1 kijuj avec kij 2 CN (o�u N est une extensiondi��erentielle de M et L). Or � est bijectif donc (kij)i;j�n est dans GLn(CN ).Lemme III.4. Soit (K,C) corps di��erentiel et M=K<u1; : : : ; un> une extension de Picard-Vessiotde K. Il existe S ensemble de polynômes de C[X1; : : : ; Xn2 ] tel que :1. Si � est un K-isomorphisme admissible de M, la matrice (kij)i;j�n associ�ee est telle que(kij) 2 Tf2S f�1(0).2. Si N est une extension de M et (kij)i;j�n 2 GLn(CN )\Tf2S f�1(0), il existe un K-isomorphismeadmissible � de M dans N, dont la matrice associ�ee est (kij).D�emonstration : Soit ' : yi 7! ui de Kfy1; :::; yng dans M l'�evaluation, morphisme di��erentielcanonique, o�u y1; :::; yn sont des ind�etermin�ees di��erentielles. � = Ker ' est un id�eal di��erentielpremier (car Im ' int�egre) de Kfy1; :::; yng: Soit  l'homomorphisme di��erentiel de Kfy1; :::; yng dansM [ci;j ] d�e�ni par  (yi) = Pnj=1 ci;juj . Posons � =  (�) et S l'ensemble des polynômes de C[ci;j ]obtenus en d�ecomposant les �el�ements de � sur une base de M . On va montrer que S est l'ensemblecherch�e. 4



1. Soit � un K-isomorphisme di��erentiel admissible de M (ui 7! Pnj=1 ki;juj). Le diagrammesuivant commute (o�u p(cij) = kij) : Kfy1; : : : ; yng ' // �� M� ��M [(ci;j)] p // LDonc, � �etant envoy�e sur 0 dans L, � l'est aussi, et par l'argument utilis�e dans la d�emonstration dulemme III.2, S s'annule en (ki;j).2. Soit (kij)i;j�n 2 GLn(CN ) \ Tf2S f�1(0). On a Ker (') � Ker ( op ) donc, par propri�et�euniverselle, il existe �, K-homomorphisme di��erentiel de Kfu1; :::; ung dans Kf�u1; :::; �ung, avec�ui = Pnj=1 ki;juj . Il su�t de montrer que � est injectif : on pourra alors �etendre au quotient M etconclure.Supposons donc � non injectif : (pour all�eger les notations on �ecrira u = (u1; :::; un) et k = (ki;j)).On pose P = Ker� et on applique le lemme III.3 sur les degr�es de transcendance :degtr(K<�u> =K) < degtr(K<u> =K). Or, par additivit�ee des degr�es de transcendance on a :degtr(K<u> =K) + degtr(K<u; �u>=K<u>) = degtr(K<u; �u> =K<�u>) + degtr(K<�u> =K)D'o�u : degtr(K<u>(k)=K<u>) = degtr(K<u; �u> =K<u>)< degtr(K<u; �u> =K<�u>):carK<u; �u>= K<u> (k) : Wr(u)(kij ) =Wr(�u). Or en appliquant le lemme III.2 aux ki;j 2 CN onen extrait une famille alg�ebriquement libre maximale sur C, qui reste alg�ebriquement libre sur K<u>.Donc degtr(C(k)=C) � degtr(K<u; �u> =K<u>); d'o�u l'�egalit�e.De même, en rempla�cant � et u par ��1 et �u,degtr(CK<�u>(k)=CK<�u>) = degtr(K<u; �u> =K<�u>). Et visiblement :degtr(CK<�u>(k)=CK<�u>) � degtr(C(k)=C). D'o�u la contradiction. �Nous pouvons maintenant �enoncer un des r�esultats majeur de notre �etude, qui d�ecoule imm�ediatementdu lemme pr�ec�edent :TH�EOR�EME III.1. Le groupe de Galois di��erentiel d'une extension de Picard-Vessiot est un groupealg�ebrique lin�eaire sur le corps des constantes.Avant de pouvoir plonger plus avant dans la th�eorie de Galois di��erentielle, et d'arriver �a l'�enonc�e dela correspondance entre sous-groupes ferm�es et sous K-extensions ferm�ees, nous devons �etudier plus end�etails les particularit�es introduites par le mot di��erentiel : plutot que de travailler directement surdes automorphismes, nous passons par l'interm�ediaire d'isomorphismes admissibles. Selon I.Kaplansky,l'introduction de ces objets, et les complications qu'ils apportent, sont in�evitables si l'on veut pouvoirtraiter le sujet �a un niveau qui reste relativement �el�ementaire.IV Outils d'alg�ebre di��erentielleA Extension d'id�eaux premiersLemme IV.1. Soit I un id�eal di��erentiel d'une Q-alg�ebre A, et soit a 2 A tel que 9n an 2 I. Alors(@a)2n�1 2 I. En particulier, pI est un id�eal di��erentiel.D�emonstration : On sait que @(an) = nan�1@(a) 2 I (id�eal di��erentiel), donc, comme Q � A, on aan�1@(a) 2 I: On montre alors par r�ecurrence, que : 8k an�k(@(a))2k�1 2 I , et on conclut en appli-quant ceci �a n = k. �5



Lemme IV.2. Soit A un anneau di��erentiel, I id�eal di��erentiel radical et S � A. Si ab 2 I, alorsa@(b) 2 I et @(a)b 2 I.De plus, si T = fx 2 A = xS � Ig, alors T est un id�eal di��erentiel radical de A.D�emonstration : Comme @(ab) = a@b+ @(a)b 2 I , on a a@(a)b@b+(a@b)2 2 I; ainsi : (a@b)2 2 I etcomme I est radical a@b 2 I .De plus, T est clairement un id�eal, il est di��erentiel par l'argument pr�ec�edent, et I radical donne facile-ment T radical. �Remarquons que si A est un anneau commutatif et (Is)s2S une famille d'id�eaux radicaux, alors Ts2S Isest un id�eal radical. De plus, sur un anneau di��erentiel, une intersection quelconque d'id�eaux di��eren-tiels est un id�eal di��erentiel. Ainsi, si S � A, il existe un plus petit id�eal radical di��erentiel contenantS : \I ideal rad diff�S I:On le note fSg:Lemme IV.3. Soit A un anneau di��erentiel, a 2 A et S � A, alors :1. afSg � faSg2. si T � A, alors fSgfTg � fSTg:D�emonstration : Posons S1 = fx 2 A = ax 2 faSgg. C'est un id�eal radical di��erentiel par le lemmeIV.2, et S � S1 ) fSg � S1 ) afSg � aS1 � faSg:De même, T1 = fx 2 A = xfTg � fSTgg est un id�eal radical di��erentiel et contient S donc contientfSg: �Lemme IV.4. Soit A un anneau di��erentiel et T un sous ensemble multiplicativement clos de A. SoitQ un id�eal radical, maximal sur l'ensemble des id�eaux J tels que T \ J = ;, alors Q est premier.D�emonstration : Supposons par l'absurde que : 9a; b 2 A ab 2 Q; a =2 Q et b =2 Q.fQ; ag et fQ; bg sont des id�eaux di��erentiels radicaux contenant strictement Q. Ainsi, il existe t1 dansT \ fQ; ag et t2 dans T \ fQ; bg avec t1t2 2 (T \ fQ; ag)(T \ fQ; bg) � fQ; agfQ; bg � Q par le lemmeIV.3, d'o�u T \Q 6= ;; contradiction. �Proposition IV.1. Soit B un anneau di��erentiel et A un sous anneau di��erentiel de B. Soit I un id�ealdi��erentiel radical de B tel que P = I \ A est un id�eal di��erentiel premier de A. Dans ce cas, I peutêtre �etendu en un id�eal di��erentiel premier de B, I1, avec I1 \ A = P:D�emonstration : Posons T = fx 2 A = x =2 Pg. Comme P est premier, T est multiplicativementclos. Soit I1 un id�eal radical, maximal au sens du lemme IV.4, et contenant I (existe par le lemme deZorn). Le lemme IV.4 donne alors : I1 est premier, I1 \ A � P et contient I \ A = P: �Proposition IV.2. Soit B un anneau di��erentiel, A un sous-anneau di��erentiel et I un id�eal di��eren-tiel radical de B tel que : (ab 2 I (a 2 A; b 2 B) ) (a 2 I ou b 2 I) ): Alors : I peut s'�ecrire commeune intersection d'id�eaux (I�) di��erentiels premiers de B tels que 8� I� \ A = P (avec P = I \ A).D�emonstration : Notons que P est un id�eal di��erentiel de A. Soit x 2 B x =2 I , on veut construireun id�eal Ix di��erentiel premier de B, contenant I, tel que Ix \ A = P et tel que x =2 Ix: On aura alorsI = T Ix: Soit T = faxn = a 2 A a =2 P n 2 Ng; T est multiplicativement clos car P est premier, et parhypoth�ese T \ I = ;, donc il existe un id�eal de B di��erentiel radical Ix maximal tel que Ix \ T = ; etcontenant I (par Zorn). Ainsi le lemme IV.4 implique que Ix est premier.De plus, 1 =2 P (sinon P=A, donc I = B : I = I�) donc x 2 T i.e x =2 Ix:En�n, soit a 2 Ix \ A, d'o�u ax 2 Ix : si a 2 P c'est �ni, sinon ax 2 T \ Ix = ; ce qui est impossible,donc P = I \ A � Ix \ A � P: �6



B Un lemme sur les anneaux de polynômesLemme IV.5. Soit K un corps et L une K-extension. Soit b un ensemble �eventuellement in�niB = L[(Xi)i2b], A = K[(Xi)i2b], P un id�eal de A, J id�eal engendr�e par P dans B et I = pJ , alors :1. Si P est un id�eal radical alors I \ A = P .2. Si P est un id�eal premier et si ab 2 I avec a 2 A b 2 B, alors a 2 P ou b 2 I.3. Si Car(K) = 0 et P 6= A, soit Y une des ind�etermin�ees et s 2 L s =2 K, alors Y � s =2 I.D�emonstration : L est un K-espace vectoriel, si dimKL = 1 le lemme est trivial. On supposed�esormais dimKL � 2:Soit (u�)�2a une base de L sur K. On choisit deux �el�ements particuliers u1 et u2 de cette base.Quitte �a multiplier par u�11 on suppose même que u1 = 1. Tout �el�ement f de B s'�ecrit de mani�ereunique P f�u� avec f� 2A. Un tel f appartient �a A si et seulement si f� = 0 pour � 6= 1. De plusJ = fP p�u� = p� 2 Pg, donc J \A = P:1. On suppose que P est un id�eal radical et que b 2 I \ A. Alors 9n bn 2 J \ A = P radical doncb 2 P donc P = I \A.2. Si P est premier et ab 2 I avec a 2 A et b 2 B, alors anbn 2 J . De plus, bn 2 B impliquebn =P f�u�, donc 8� anf� 2 P . Si a 2 P c'est �ni, sinon 8� f� 2 P , donc b 2 I .3. On suppose par l'absurde que Y � s 2 I . Alors 9m (Y � s)m 2 J . Posons doncI0 = ff 2 L[Y ] = f 2 Jg. C'est un id�eal de L[Y ], donc principal : �ecrivons donc I0 = (f0). Comme(Y � s)m 2 I0, on a f0 = (Y � s)m.Si f0 2 L alors J = B et donc P = A impossible par hypoth�ese. Ainsi f0 = (Y � s)r ; r � 1. Dans labase (u�)�2a on peut prendre u2 = s. Mais f0 2 J donc (Y � s)r = P p�u� avec 8� p� 2 P . Ainsi8� p� 2 J , en particulier p1 2 J: Or p1 = Y r + 0Y r�1 + � � � (car (Y � s)r = Y r � rsY r�1 + � � � ets = u2). Le polynôme p1 appartenant �a I0 on a p1 = f0f o�u f 2 L[Y ] et p1 et f0 sont unitaires demême degr�e, donc p1 = f0, donc rs = 0 et CarK = 0 : contradiction. �C Les isomorphismes admissiblesOn peut maintenant �enoncer les deux propositions concernant les isomorphismes admissibles.Proposition IV.3. Soit M un corps di��erentiel de caract�eristique 0, K et L deux sous-corps dif-f�erentiels et S : K ! L un isomorphisme di��erentiel. Alors S peut être �etendu en un isomorphismeadmissible d�e�ni sur M.D�emonstration : Soit (u�)�2a une base de M sur K. Par induction trans�nie sur a on se ram�ene auprobl�eme suivant : �etant donn�e u 2 M u =2 K, on cherche �a d�e�nir une extension de S �a u, l'image deu �etant dans une extension convenable de M.Soit Kfug l'anneau int�egre obtenu en adjoignant u �a K, et Kfyg l'anneau obtenu avec y une ind�eter-min�ee di��erentielle. '1 : Kfyg ! Kfug est un morphisme di��erentiel, P = Ker '1 est un id�ealy 7�! u di��erentiel premier.Grace �a S, on envoie P1 sur P id�eal di��erentiel premier de Lfyg (car S surjectif). Soit alors J l'id�ealde Mfyg engendr�e par P : il est clairement di��erentiel, posons I = pJ . Le lemme IV.1 nous dit queI est un id�eal (radical) di��erentiel de Mfyg, le lemme IV.5 nous donnant I \ Lfyg = P . En�n par laproposition IV.1 on peut �etendre I en un id�eal premier I1 de Mfyg satisfaisantLfyg \ I1 = P .Consid�erons � :Mfyg !Mfyg=I1 la surjection canonique on a :Kfyg S! Lfyg �! Lf�(y)gKer �jLfyg = I1 \ Lfyg = P , donc Ker �jLfyg � S = P1. On a ainsi l'isomorphisme :Kfug ' Kfyg=P1 ' �(Lfyg ' Lf�(y)g7



qui �etend S. Par la proposition II.1 cet isomorphisme se prolonge de mani�ere unique en un isomorphismedi��erentiel de K<u> sur L<�(y)> sous extension de M<�(y)>, d'o�u le r�esultat. �Proposition IV.4. Soit K un corps di��erentiel de caract�eristique 0, M une extension de K, et soits 2 M et s =2 K. Alors il existe ' un K-isomorphisme admissible sur M qui bouge s (i.e tel que'(s) 6= s).D�emonstration : Soit y une ind�etermin�ee di��erentielle et soit ' : Kfyg ! Kfsg morphisme dif-f�erentiel et P = Ker' (P 6= Kfyg car s 6= 0) y 7�! sSoit L =K<s> et J l'id�eal di��erentiel de Lfyg engendr�e par P et I = pJ . I est un id�eal di��erentielde Lfyg tel que I \Kfyg = P (car P est premier donc radical). Ainsi I peut être �etendu en un id�ealI1 di��erentiel premier tel que I1 \Kfyg = P .� : Lfyg ! Lfyg=I1 On peut donc construire un K-isomorphisme admissible de K<s>y 7�! �(y) sur K<�(y)> envoyant s sur �(y).Remarquons que �(y) = s, y � s 2 I1. Le lemme IV.5 indique que nous sommes dans les hypoth�esesde la proposition IV.2, d'o�u : I est une intersection d'id�eaux premiers Is tels que 8s Is \Kfyg = PAinsi I est l'intersection des id�eaux de la forme I1 construit pr�ec�edemment.Par l'absurde, supposons que pour tout I1, y � s 2 I1. Dans ce cas y � s 2 I ce qui est impossible parle lemme IV.5. On a donc construit un isomorphisme ayant les propri�et�es voulues, par la propositionpr�ec�edente on peut l'�etendre en un K-isomorphisme admissible d�e�ni sur M. �V Le coeur de la th�eorieA Pr�eliminaires et compl�ementsD�e�nition V.1 Une extension di��erentielle M de K est dite normale sur K si MG = K avec G =Gal@(M=K).Proposition V.1. Soit M un corps di��erentiel et G = Gal@(M=K) :1. Si H CG alors 8� 2 G �( �H) = �H:2. Si L est une sous K-extension di��erentielle de M telle que 8� 2 G �(L) = L, alors �LCG et G=�Lest le groupe des K-automorphismes di��erentiels de L qui peuvent être �etendus �a M.D�emonstration : Soit � 2 G et x 2 �H , on veut montrer que �(x) 2 �H .HCG) 8' 2 H ��1'� 2 H ) ��1'�(x) = x) '�(x) = �(x)) �(x) 2 �H . De même ��1( �H) � �H,donc �( �H) = �H .Comme pr�ec�edemment �L C G: L'application � : G ! Gal@(L=K) , � 7! �jL est bien d�e�nie parhypoth�ese et :Ker� = �L et Im� est l'ensemble des K-automorphismes di��erentiels de L pouvant être �etendus �a M.�Lemme V.1. Soit L une sous K-extension di��erentielle de M, ferm�ee et H le sous-groupe correspon-dant. Alors NG(H) = f� 2 G =�(L) = Lg:D�emonstration : NG(H) = f� 2 G =8' 2 H �'��1 2 Hg, H = �L. Soit � 2 NG(�L) et x 2 L.On a 8' 2 �L ��1'� 2 �L donc 8' 2 �L '(�(x)) = �(x). Ainsi �(x) 2 ��L = L donc �(L) � L etpareillement pour ��1 d'o�u NG(�L) � f� 2 G = �(L) = Lg.R�eciproquement, si � 2 G est tel que �(L) = L et si ' 2 �L, alors �(L) = L donc '�jL = �jL et��1'�jL = IdL d'o�u � 2 NG(�L). �8



Lemme V.2. Soit L une sous K-extension di��erentielle ferm�ee de M, normale sur K. Supposons deplus que NG(�L) est ferm�e et que tout K-automorphisme di��erentiel de L peut être �etendu sur M. Alors�LCG et G=�L est exactement Gal@(L=K):D�emonstration : �L C G , NG(�L) = G; soit donc L1 le sous-corps correspondant �a NG(�L). SiL1 = K alors , comme NG(�L) est ferm�e, �L1 = NG(�L) = �K = G: Montrons donc que L1 = K. Par lelemme V.1 on sait que NG(�L) = f� 2 G = �(L) = Lg, c'est �a dire, car tout K-automorphisme peut êtreprolong�e sur M, on a : Gal@(L=K) = NG(�L): Or comme L est normale , si x 2 L x =2 K 9� 2 NG(�L),�(x) 6= x, i.e L1 = K.On a en�n G=�L ' Gal@(L=K) par la proposition V.1. �B Normalit�e de l'extension de Picard-VessiotLemme V.3. Soit (K,C) un corps di��erentiel avec C alg�ebriquement clos, et M une extension dePicard-Vessiot de K. Supposons donn�es z 2 M et fx�g�2I et fy�g�2I � M , et supposons qu'il existe�, un K-isomorphisme admissible de M, envoyant fx�g sur fy�g en d�epla�cant z. Alors il existe unK-automorphisme de M r�ealisant la même chose.D�emonstration : Soit � : M ! L � N; et CN le corps des constantes de N, �(ui) = P kijuj (*)avec kij 2 CN . Soit x; y 2M , x = P (u)Q(u) et y = R(u)S(u) o�u u = (u1; : : : ; un), on a :y = �(x) , R(u)Q(�(u)) = P (�(u))S(u), injectant (*), on obtient un syst�eme d'�equations polynômi-ales en k, �a coe�cients dans M, et on a un tel syst�eme pour chaque �. De plus, par le lemme III.4 ona kij 2 Tf2S f�1(0), et en�n on a l'in�equation �(z) 6= z et det(kij) 6= 0, or (kij) est une solution de cesyst�eme dans CN ; donc par le lemme III.2 il existe une solution dans C, d'o�u l'automorphisme cherch�e.�TH�EOR�EME V.1. Soit (K,C) comme pr�ec�edemment, de caract�eristique 0, alors : toute extensionde Picard-Vessiot de K est normale.D�emonstration : Soit G=AutK(M), on a M normale ,MG=K. Soit z 2M; z 62 K. La proposi-tion IV.4 nous donne un isomorphisme admissible qui d�eplace z, et on conclut par le lemme pr�ec�edent.�Proposition V.2. Soit (K,C) comme pr�ec�edemment, et M une extension de Picard-Vessiot de K,alors : Tout K-isomorphisme entre deux sous K-extensions de M peut être �etendu en un K-automorphismedi��erentiel de M. En particulier, tout K-automorphisme de L, sous K-extension, peut être ainsi �etendu.D�emonstration : Soit � un K-isomorphisme di��erentiel de L1 dans L2, alors par la proposition IV.3,� peut être �etendu en un K-isomorphisme admissible de M. On conclut avec le lemme . �C Compl�etion de la th�eorie de Galois di��erentielleProposition V.3. Les sous-groupes alg�ebriques lin�eaires de G = Gal@(M=K) sont Galois-ferm�es.D�emonstration : Dans cette d�emonstration, si F est un polynôme de Mfy; zg et nF le nombre demonômes qui le composent, on dira que E est strictement plus court que F si nE < nF .Soit H un sous-groupe alg�ebrique lin�eaire de G, montrons que H est Z-dense dans ��H par l'absurde(ce qui entrâ�ne le th�eor�eme). On fera la preuve dans le cas n=2, pour simpli�er la typographie et lalecture, le cas g�en�eral �etant similaire. Soit donc, M = K < u; v >.Supposons par l'absurde que 9f 2 C[Xi;j ], f(H) = f0g et f( ��H) 6= f0g. Soit � A CB D � l'inverse de� u u0v v0 � 2 GL2(K), et F 2Mfy; zg d�e�nie par :F (y; z) = f(Ay +By0; Az +Bz0; Cy +Dy0; Cz +Dz0)9



Si on prend � 2 H , de matrice (ki;j), on obtient :� �u �u0�v �v0 � = � k1;1 k1;2k2;1 k2;2 �� u u0v v0 �Ainsi (8� 2 H F (�u; �v) = 0, et 9�1 2 ��H F (�1u; �1v) 6= 0:) (*) Soit I = fF 2Mfy; zg = F v�erifie (�) g.I 6= ;, car F 2 I .On note E un �el�ement de I ayant le nombre minimal de monômes. Comme M est un corps, on peutsupposer que l'un des coe�cients de E vaut 1. Pour � 2 H on appelle E� le poynôme obtenu en prenantl'image des coe�cients de E par � . On a donc :8� 2 H E� (�u; �v) = �E(��1�(u); ��1�(v)) = 0. Or E �E� est strictement plus court que E, donc8� 2 ��H (E �E� )(�u; �v) = 0:Si E 6= E� , il existe a 2 M tel que E � a(E � E� ) est strictement plus court que E et appartient �aI, ce qui est impossible, d'o�u : E = E� . Ainsi tous les coe�cients de E sont stables par � 2 H , doncsont dans �H: Or 8� 2 ��H 8x 2 �H �(x) = x, donc : 8� 2 ��H �E(u; v) = E(�u; �v) = 0, ce qui contreditl'hypoth�ese. �Finalement en rassemblant l'analyse pr�ec�edente et la proposition on obtient le th�eor�eme principalde la th�eorie de Galois di��erentielle qui d�ecoule simplement de ce qui �a �et�e fait auparavant.TH�EOR�EME V.2. Correspondance de Galois Soit K un corps di��erentiel de caract�eristique 0,de corps des constantes C alg�ebriquement clos. Soit M une extension de Picard Vessiot de K, alors :1. on a une correspondance bijective entre les sous K-extensions di��erentielles de M et les sous-groupes lin�eaires alg�ebriques de G = Gal@(M=K), donn�ee par � .2. Un sous-groupe ferm�e H de G est distingu�e dans G si et seulement si �H = L est normale sur K.De plus dans ce cas, on a : G=H ' Gal@(L=K):VI R�esolution par quadrature des �equations di��erentielles lin�eairesNous allons d�esormais nous attacher �a donner une jolie application de cette th�eorie : similairement �ala notion de r�esolubilit�e par radicaux d'une �equation alg�ebrique, on a, pour les �equations di��erentielleslin�eaires, la notion de r�esolubilit�e par quadratures. On peut se demander si toutes les �equations di��eren-tielles lin�eaires sont r�esolubles par quadratures, et, si non a-t-on un crit�ere g�en�eral nous permettant dedi��erentier celles qui le sont de celles qui ne le sont pas ?Il est remarquable de constater l�a encore la similitude avec la th�eorie de Galois classique : commenous allons le montrer, le r�esultat provient de la r�esolubilit�e (ou non) d'un sous-groupe du groupe deGalois.D�e�nition VI.1 Soient K et M des corps di��erentiels. M est une extension de Liouville de K si ilexiste une tour de corps K = K0 � K1 � : : : � Kn = M telle que pour tout i on a Ki = Ki�1(ui),avec :1. @(ui)ui 2 Ki�1 (i.e ui = eR aipour un ai 2 Ki�1), ou2. @(ui) 2 Ki�1 (i.e ui = R ai pour un ai 2 Ki�1).Autrement dit, une extension de Liouville se construit par quadratures, et on a un crit�ere pour quetoute solution d'une �equation di��erentielle donn�ee soit liouvillienne (i.e appartienne �a une extension deLiouville). 10



TH�EOR�EME VI.1. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K ( corps di��erentiel de caract�eris-tique 0 et de corps des constantes alg�ebriquement clos) de groupe de Galois G(M/K). M est contenuedans une extension �nie de K suivie d'une extension de Liouville si et seulement si la composanteconnexe de l'identit�e, G(M=K)0, est un groupe r�esoluble.Notons que ce th�eor�eme ne nous donne pas d'algorithme nous permettant de savoir si une �equation estou non r�esoluble par quadratures. La d�emonstration de ce th�eor�eme est le but du reste de cette partie.A Etude des extensions de LiouvilleLe lemme VI.1 est un lemme technique �evident qui nous servira tout le temps dans la suite. Le lemmeVI.2 �etudie l'extension obtenue lorsqu'on ajoute une int�egrale (cas(1) : u = R a ), et le lemme VI.3lorsqu'on ajoute l' exponentielle d'une int�egrale (cas(2) : u = eR a). La proposition VI.2 donne unpremier r�esultat dans un cas particulier sur le sens direct du th�eor�eme VI.1 .Lemme VI.1. Soit K � L �M des corps di��erentiels. Supposons que L est une extension de Picard-Vessiot de K et que M a le même corps des constantes que K. Alors tout K-automorphisme di��erentielde M envoie L sur lui-même.Lemme VI.2. Soit (K;C) un corps di��erentiel de caract�eristique 0 et u dans une extension de K,v�eri�ant @u = a 2 K, o�u a n'est pas une d�eriv�ee dans K. Alors u est transcendant sur K, K<u> estune extension de Picard-Vessiot de K, et G(K<u> =K) est isomorphe au groupe additif C.D�emonstration :1. Supposons u alg�ebrique : soit un + bun�1 + ::: = 0 minimal. En d�erivant on obtient :naun�1 + @(b)un�1 + ::: = 0. Donc na+ @b = 0, d'o�u a = @(�b=n) (on est en caract�eristique 0) :contradiction.2. Montrons qu'il n'y a pas de nouvelles constantes :b1un + b2un�1 + ::: est une constante entrâ�ne @(b1)un + (nb1a+ @b2)un�1 + ::: = 0. Or u n'estpas alg�ebrique donc @b1 = 0 et a = �(@b2)=(nb1) = �@(b2=nb1): contradiction. Soit f(u)=g(u)une constante, o�u f=g est une fraction de K(X), g de degr�e minimum (parmi les f 0=g0 telsque f 0(u)=g0(u) = f(u)=g(u)), et g unitaire. D'apr�es ci-dessus, f non constant entrâ�ne g nonconstant. L'�el�ement f(u)=g(u) est une contante, et donc �egale �a (@f(u))=(@g(u)), ce qui contreditla minimalit�e de g.3. Soit L : @(y) � a = 0 et � 2 G(K < u > =K). Comme �u d�e�nit �, et doit être solution deL, on a @(�u� u) = 0, donc �u = u + c avec c 2 C. R�eciproquement : soit c 2 C, et � leK-automorphisme (alg�ebrique) de K<u> induit par u 7! u+ c. On a :@��(P�iui) =P(@(�i)(u+ c)i + i�ia(u+ c)i�1) = �(P @(�i)ui + i�iaui�1) = � � @(P�iui).Donc � 2 G(K<u> =K). �Lemme VI.3. Soit (K;C) un corps di��erentiel et u dans une extension de K, v�eri�ant @u� au = 0,a 2 K. Supposons que K<u> a le même corps des constantes que K. Alors K<u> est une extensionde Picard-Vessiot de K, et G(K<u> =K) est isomorphe �a un sous-groupe de C�.D�emonstration : Si v est une solution de @y � ay = 0, @(v=u) = 0. Donc v = cu avec c 2 C (ou,plus simplement, les (ki;j) qui d�e�nissent � sont dans GL1(C) = C�). Le reste est imm�ediat. �Proposition VI.1. SoitM une extension de Liouville de K, sans nouvelles constantes. Alors G(M=K)est r�esoluble.D�emonstration : Soit G = G(M=K), et K = K1 � K2 � ::: � Kn = M la tour d�e�nissantl'extension de Liouville. Les lemmes VI.2 ou VI.3 donnent K2 extension de Picard-Vessiot de K. Doncpar le lemme VI.1, tout �el�ement de G envoie K2 sur lui-même. Si H2 = �K2, La proposition V.1(2) nousdonne H2 C G et G=H2 ' G(K2=K1). Or par les lemmes VI.2 ou VI.3 G(K2=K1) est ab�elien, doncG=H2 aussi. Par une r�ecurrence imm�ediate sur n, G est r�esoluble. �11



B Deux lemmes sur les groupes alg�ebriques lin�eairesDans cette partie, C est un corps alg�ebriquement clos. On �etudie les propri�et�es des groupes alg�ebriqueslin�eaires connexes. Ces deux lemmes servent �a la d�emonstration du th�eor�eme VI.2(de Lie-Kolchin).Lemme VI.4. Dans un sous-groupe alg�ebrique connexe de GLn(C), tout �el�ement qui n'est pas dans lecentre a une classe de conjugaison in�nie.D�emonstration : Soit G un tel sous-groupe, et x 2 G ayant une classe de conjugaison �nie. Posons' : G! faxa�1 = a 2 Gg = Fni=1fyig, avec '(a) = axa�1. Les '�1(yi) forment une partition deG. De plus '�1(yi) ferm�e (image reciproque d'un ferm�e par ' continue) ouvert (compl�ementaired'une union �nie de ferm�es) dans G connexe. Donc x 2 Z(G). �Lemme VI.5. Si G est un sous-groupe alg�ebrique connexe de GLn(C), alors le groupe d�eriv�e D(G)est connexe.D�emonstration : NotonsDk les produits de k commutateurs, on a alorsDk � Dk+1 etD(G) = SkDk.Il su�t donc de montrer Dk connexe. Supposons Dk�1 connexe.Pour a2; ::; ak; b1; ::; bk �x�es, l'application ' : � 7! ��1b�11 �b1a�12 b�12 a2b2:::a�1k b�1k akbk est con-tinue. La r�eunion des images de G par ' lorsque les ai et les bi parcourent G est �egale �a Dk, et'(G) est connexe. Or '(G) \ Dk�1 6= ; (car '(b1) 2 Dk�1) et Dk�1 est connexe donc Dk l'estaussi �C Trigonalisation simultan�ee d'automorphismesLe th�eor�eme VI.2 est un r�esultat fondamental pour la th�eorie des extensions de Picard-Vessiot et deLiouville. La proposition VI.3, que l'on peut d�emontrer directement, le relie au corps de la th�eorie.TH�EOR�EME VI.2. (de Lie-Kolchin) Soit G un sous-groupe r�esoluble de GLn(C), o�u C est uncorps alg�ebriquement clos. Si G est connexe (pour la topologie de Zariski), les �el�ements de G peuventêtre trigonalis�es simultan�ement.D�emonstration : On d�ecompose cette (longue) d�emonstration en 6 �etapes.1. Supposons que G (muni de sa repr�esentation canonique) n'est pas irr�eductible : il existe W sous-espace vectoriel, de dimension p, de Cn stable par G. On prend une base de W que l'on compl�eteen une base de Cn : A = � B �0 B0 � 8A 2 GMontrons que l'application ' : A 7! B est continue (la topologie utilis�ee est toujours la topologiede Zariski). Soit Pk;l(Xi;j) = Xk;l 2 C[(Xi;j)], pour 1 � k; l � p; et F = Tf2S f�1(0) un ferm�e deGL(W ). Alors '�1(F ) = f(xi;j) = (Pk;l((xi;j)i;j)k;l) 2 Fg = f(xi;j) = 8f 2 S f((Pk;l((xi;j)i;j))k;l) = 0g.Or f((Pk;l((xi;j)i;j))k;l) 2 C[(Xi;j)], donc '�1(F ) ferm�e de GLn(C). Donc ' est continue, ce quientrâ�ne fB = A 2 Gg est connexe. Par r�ecurrence, on peut donc se ramener �a une formetriangulaire bloc, o�u les blocs sont irr�eductibles.2. On suppose d�esormais G irr�eductible. D(G) est connexe car G est connexe par le lemme VI.5.Par r�ecurrence sur la longueur de la tour de d�ecomposition (G est r�esoluble), on peut supposerD(G) sous forme triangulaire.3. Soit W le sous-espace vectoriel de Cn engendr�e par les vecteurs propres de D(G). W 6= 0 carD(G) triangulaire.Soit � 2 W , on a 8T 2 D(G) T (�) = c(T )�, d'o�u (8S 2 G)(8T 2 D(G)) S�1TS(�) = c(S�1TS)�car D(G) CG. Donc 8T 2 D(G) T (S(�)) = c(S�1TS)S(�). Donc pour tout S 2 G S(�) 2 W ,ce qui entrâ�ne que W est stable par G. G irr�eductible impose alors W = Cn. D(G) est doncdiagonal. 12



4. Tout �el�ement de D(G) est donc une matrice diagonale. Ses conjugu�es dans G, �etant dans D(G),sont donc diagonaux. Les seuls conjugu�es possibles sont alors ceux obtenus en permutant lesracines du polynôme caract�eristique sur la diagonale. Donc chaque �el�ement de D(G) a une classede conjugaison �nie dans G. Par le lemme VI.4, D(G) � Z(G).5. Soit T 2 D(G), c une racine de son polynôme caract�eristique, et W le sous-espace propre associ�e.Comme T commute �a tout �el�ement de G, W est invariant par G. Donc W = Cn, ce qui entrâ�neD(G) � f�Id = � 2 C�g.6. Les commutateurs ont tous leur d�eterminant �egal �a 1, donc D(G) � f�Id = � 2 �n(C)g. Or�n(C) est �ni, donc D(G) est �ni. Or par le lemme VI.5, D(G) est connexe, donc D(G) = 1.D'o�u G est commutatif, et dans le cas commutatif, on connâ�t d�ej�a le r�esultat. �Proposition VI.2. Soit M une extension di��erentielle de K telle que ��K = K.Supposons queu1; :::; un 2 M v�eri�ent: 8� 2 G(M=K) �ui = ai;iui + ::: + ai;nun (�)(i = 1::n) (c'est �a dire (ui)ibase de trigonalisation de G) avec aij 2 CM . Alors K<u1; :::; un> est une extension de Liouville deK. D�emonstration : On peut supposer un non nul.L'�equation (*) pour i=n donne �un = an;nun, donc@(un)=un est invariant sous � (c'est �a dire 2 ��K). Donc @(un)=un 2 K : l'ajout de un �a K est dutype exp R a. En divisant (*) pour i=1...n-1 par �un et en d�erivant, on obtient :�(@� uiun�) = ai;ian;n @� uiun�+ :::+ ai;n�1an;n @� uiun�:D'o�u, par r�ecurrence sur n, on peut ajouter les @� uiun� puis les ui=un qui sont alors des int�egrales.Donc K<u1; :::; un> est une extension de Liouville. �D D�emonstration du th�eor�eme VI.1D�esormais le corps di��erentiel K est de caract�eristique 0 et de corps des constantes alg�ebriquement clos.Nous allons maintenant d�emontrer le th�eor�eme principal (VI.1). Le sens (inclu dans une extension deLiouville =) G0 r�esoluble) ne n�ecessite que 2 lemmes, dont un lemme (le VI.7) sur la structure desgroupes alg�ebriques lin�eaires.Lemme VI.6. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K, et N = M <z > une extension de Msans nouvelles constantes. Posons L = K<z>. Alors N est une extension de Picard-Vessiot de L etG(N=L) ' �L \M est un sous-groupe alg�ebrique de G(M=K).D�emonstration : Si M = K<u1; : : : ; un>, alors N est engendr�ee par les ui sur L, et n'a pas denouvelles constantes. Donc N est une extension de Picard-Vessiot de L. Le lemme VI.1 montreque tout K-automorphisme di��erentiel de N envoie M sur lui-même. D'o�u un homomorphismede G(N=L) dans G(M=K) (la restriction). Si � est un �el�ement du noyau, � laisse �xe M et L,donc aussi le corps engendr�e par M [ L, c'est �a dire N , d'o�u l'injectivit�e. Soit H l'image, H estalg�ebrique par le th�eor�eme ?? . De plus H laisse �xe L \M exactement (par d�e�nition). DoncH = �L \M . �Lemme VI.7. Soit G un sous-groupe de GLn(C), H un sous-groupe ferm�e de G. Supposons que oubien (1) H est d'indice �ni dans G, ou bien (2) H CG et G=H ab�elien. Si la composante connexe del'identit�e dans H, H0, est r�esoluble, Alors G0 est r�esoluble.D�emonstration : 13



1. Montrons que G0 est un sous-groupe d'indice �ni dans G : (G0)�1 � G0 et, si g 2 G0, gG0 � G0par connexit�e (intersection non vide). Donc G0 est un sous-groupe de G. Par le corollaire III.1, Gest r�eunion d'un nombre �ni n de composantes connexes Gi (qui sont donc ouvertes et ferm�ees).Soit (xi)i=1::n une suite d'�el�ements de G, chacun dans une composante connexe. On a alorsG = Sni=1 xiG0, car x�1i Gi ouvert ferm�e dans le connexe G0. Donc G0 est d'indice �ni. Montronsque H0 = G0 : Fx2G=H x = G donc G0 = Fx2G=H(x \ G0) avec H0 = G0 \ H . Donc, G=H�etant �ni, H0 est ferm�e (car H l'est) ouvert (compl�ementaire d'une union �nie de ferm�es) dansG0 connexe.2. G=H ab�elien entrâ�ne D(G) � H . Or G0 � G, donc D(G0) � H . Par le lemme VI.4, D(G0) estconnexe. Donc D(G0) � H0, ce qui entrâ�ne G0 r�esoluble. �Proposition VI.3. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons M � N , o�u N est uneextension de Liouville g�en�eralis�ee (suite d'extensions de types (1), (2), ou alg�ebriques �nies) de K, sansnouvelles constantes. Alors G(M=K)0 est r�esoluble.D�emonstration : On proc�ede par r�ecurrence sur le nombre d'�etapes dans la châ�ne de K �a N.Soit K <u> la premi�ere �etape. Alors par hypoth�ese de r�ecurrence G(M <u> =K <u>)0 estr�esoluble. Par le lemme VI.6, ce groupe est isomorphe au sous-groupe H de G correspondant �aK<u> \M .Supposons u alg�ebrique surK. Alors Card(homK�alg(K<u>;K<u>)) � [K<u>: K] (th�eor�emede Dedekind). Or G(K<u> =K) = Gal@(K<u> =K) � homK�alg(K<u>;K<u>)),donc Card(G(K<u> =K)) est �ni. Par le th�eor�eme V.1.(2) (L =M \K<u>) G=H � G(L=K).Donc H est d'indice �ni.Supposons u de la forme (1) ou (2). Par le lemme VI.2 ou VI.3, K <u> est une extension dePicard-Vessiot de K avec un groupe de Galois commutatif. Donc tous les sous-corps di��erentielssont normaux sur K. En particulier, M \K <u> est normal, et G(M \K <u>) est ab�elien.Dans les deux cas, le lemme VI.7 permet de conclure. �La r�eciproque utilise tous les r�esultats d�emontr�es aux paragraphes pr�ec�edents du VI.Proposition VI.4. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. Supposons que G(M=K)0 est r�e-soluble. Alors M peut être obtenue par une extension �nie suivie d'une extension de Liouville.D�emonstration : Soit H = G(M=K)0, et L = �H le corps interm�ediaire associ�e. L est alors uneextension normale, et H = �L = ��H . Le fait que M est une extension de Liouville de L vient del'enchâ�nement du th�eor�eme VI.2 et de la proposition VI.2. �E Application �a l'�equation de Riccati(K;C) est un corps di��erentiel de caract�eristique 0, et C est alg�ebriquement clos. Pour a 2 K �x�e,on �etudiera l'�equation de Riccati @t = t2 + a, �a partir de l'�equation @2(y) + ay = 0 (1). On notera Ml'extension de Picard-Vessiot associ�ee �a (1).Par la Correspondance de Galois (th�eor�eme V.2), �etudier les sous K-extensions de M revient �a �etudierla structure de G(M=K). Donc, pour d�emontrer la proposition VI.5, but de ce paragraphe, nous allonsauparavant obtenir un r�esultat sur les sous-groupes alg�ebriques de SL2(C).Lemme VI.8. Soit G un sous-groupe de SL2 (C). Si G est alg�ebrique et G0 est r�esoluble, ou bien Gest �ni, ou bien G0 est diagonalisable et [G:G0]� 2, ou bien G est trigonalisable.D�emonstration : Si G0 est diagonalisable, ses �el�ements sont des matrices diagonales ayant pourcoe�cients a et a�1. G0 est ferm�e donc alg�ebrique, donc G0 veri�e des �equations polynômiales14



Pi. a est alors dans l'intersection des racines des Pi, qui est �nie si les Pi sont non tous nuls.SiG0 est �ni, G est �ni car [G:G0] �ni (demonstration du lemme VI.7(1)). Sinon, G0 est l'ensembledes matrices diagonales de SL2(C). Par un calcul identique �a celui du th�eor�eme VI.2(3), lesvecteurs propres de G0 sont stables par G (G0 C G). Donc tout �el�ement de G permute lesvecteurs de la base ou les laissent �xes : [G:G0]� 2.Si G0 n'est pas diagonalisable, G0 est trigonalisable (th�eor�eme VI.2), donc G0 a un unique sous-espace propre. Il est donc invariant par G. Donc G est trigonalisable. �Proposition VI.5. Soit M l'extension de Picard-Vessiot de K pour l'�equation @2(y) + ay = 0 (1).Supposons que M est une extension �nie de K suivi d'une extension de Liouville , mais n'est pas dedimention �nie sur K. Alors l'�equation @t = t2+a a une solution dans une extension quadratique de KD�emonstration : Le wronskien correspondant �a l'�equation (1) veri�e @W = 0, doncW 2 CM = C � K.De plus, pour tout � 2 G(M=K), �W = det(�)W (voir la d�emonstration du lemme III.4.(2)).Donc � 2 �K<W > (= �K ici) si et seulement si � 2 SL2(C). Donc G = G(M=K) est un sous-groupe de SL2(C). De plus, G0 est resoluble par le th�eor�eme VI.1[M : K] est in�ni donc G �ni est exclu. Dans les deux autres cas du lemme pr�ec�edent, il existeune extension quadratique L de K telle que �L soit trigonalisable. Donc il existe une solution unon nulle de (1) telle que : 8� 2 �L�(u) = c�u, o�u c� 2 C. Donc @uu appartient �a L, car M estnormale sur L. Posons t = �@(u)=u, t v�eri�e alors l'�equation de Riccati. D'o�u le th�eor�eme. �Il existe une g�en�eralisation de la th�eorie que nous avons pr�esent�ee aux �equations aux d�eriv�eespartielles. Celle-ci est d�evelopp�ee dans [?], les groupes alg�ebriques lin�eaires �etant remplac�es par des"semi-groupes de Lie", mais ceci n'est plus du tout �el�ementaire.References[Kap76] I Kaplansky. An Introduction to di�erential algebra. Hermann, 2 edition, 1976.[Kol48] E.R Kolchin. Existence theorems connected with the picard-vessiot theory of homogenouslinear ordinary di�erential equations. In Bull.Amer.Math.Soc, volume 54, pages 927{932,1948.[Lan93] S Lang. Algebra. Addison-Wesley, 3 edition, 1993.[Pom83] J.F Pommaret. Di�erential Galois theory. Gordon and Breach, 1983.[Ros68] R Rosenlicht. Liouville's theorem on fonctions with elementary integrals. In Paci�c Journalof Mathematics, volume 24, pages 153{161, 1968.[Sin90] M.F Singer. An outline of di�erential galois theory. In Computer Algebra and Di�erentialequations, pages 3{18. Academic Press, 1990.
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